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INTRODUCCION

El presente trabajo es una propuesta de reestructuracion para el curso de Calculo
Diferencial impartido en las escuelas que tienen el bachillerato incorporado al plan
de estudios de la SEP. Esta propuesta surge a partir de la experiencia docente
que he tenido durante mas de 12 afios impartiendo los diferentes cursos de
matematicas en el nivel medio superior. Los cursos dividen los contenidos en:

e Matematicas |: Algebra.

Matematicas Il: Geometria y Trigonometria.
Matematicas lll: Geometria Analitica.
Matematicas IV: Funciones.

Matematicas V: Calculo Diferencial.
Mateméticas VI: Célculo Integral.

El programa de la SEP el curso de calculo Diferencial esta estructurado en tres
unidades, considerando 48 horas de tiempo para abordar los temas.

Unidad 1: Limites.
Unidad 2: La razén de cambio y la derivada.
Unidad 3: Valores maximos y minimos relativos y sus aplicaciones.

En este programa de clase se considera que los alumnos tienen un conocimiento
suficiente y acabado de los conceptos de algebra, de geometria y de funciones,
que son necesarios para abordar las tematicas del curso de célculo. Es decir, que
los conceptos que se han abordado en los cursos anteriores han sido
comprendidos por los alumnos y que son capaces de usarlos de manera
adecuada. Sin embargo, en el desarrollo de las clases nos encontramos con que
esto no es asi, ya que los estudiantes tienen poca habilidad para desarrollar y
aplicar las herramientas del algebra, la geometria y las funciones. Por otro lado el
tiempo asignado al curso da poco espacio a la practica que se requiere para su
comprension.

En este trabajo se propone hacer algunas adecuaciones al programa de la SEP
en dos aspectos:

1) Enfatizar los temas mas importantes de cada unidad con el fin de optimizar
la comprensién operativa de los conceptos abordados; en la perspectiva
de que el alumno de bachillerato ain esta en un proceso de formacion
propedéutica, y la especializacién - y por tanto la aplicacion del calculo -
dependera de la formacion profesional que elija.



2) Otro elemento de esta propuesta de reestructuracion es realizar una
introduccién en aquellos temas de algebra, geometria y funciones que se
han abordado en los cursos previos, y que forman la base sobre la cual se
estructura el curso de calculo diferencial.

A continuacién se presenta una tabla, donde se muestran los contenidos del
Programa de estudios que tiene la SEP, y los contenidos que tiene la propuesta de

este trabajo, con las adecuaciones mencionadas arriba.

Programa de la SEP
Unidad 1

1. Limites

1.1. Nocion intuitiva de los limites.

1.2. Teoremas de los limites.

1.3. Limites de funciones:
Polinomiales

Racionales

Trigonométricas

Logaritmicas

Exponenciales

1.4. Limites infinitos y limites en el
infinito.

1.5. Teorema de continuidad de una

funcion.

1.5.1. Condiciones de
continuidad.

1.5.2. Teoremas del valor

intermedio y de valores extremos.
Unidad 2

2. Laderivada
2.1. Razéon de cambio promedio e
instantanea.
2.2. Interpretacion geométrica de la
derivada.
2.3. Diferenciabilidad en un intervalo.
2.4. Reglas de derivacion.

2.4.1. Regla de la potencia.

2.4.2. Reglas del producto y del

Propuesta de Reestructuracién
Unidad 1

1. Precalculo

1.1. Leyes de los exponentes
1.2. Productos notables

1.3. Factorizacion

1.4. Fracciones algebraicas.

1.5. Operaciones con fracciones
algebraicas.

1.5.1. Multiplicacion de fracciones
algebraicas.

1.5.2. Division de fracciones
algebraicas.

1.5.3. Multiplicacion y division
combinadas.

1.5.4. Suma y resta de fracciones
algebraicas.

1.5.5. Fracciones mixtas.

Unidad 2

2. Funciones y limites.

2.1. Definiciéon de funcion.

2.2. Elementos de una funcién.

2.3. Intervalos.
2.3.1. Intervalo abierto.
2.3.2. Intervalo cerrado.
2.3.3. Intervalo infinito.

2.4. Evaluacion de funciones.

2.5. Tipos de funciones.



cociente.

2.4.3. Derivadas de funciones
trigopnométricas y funciones
trigonométricas inversas.

2.4.4. Derivadas de funciones

exponencial y logaritmica.

2.4.5. Regla de la cadena.
2.5. Derivacion implicita.
2.6. Ecuaciones de la tangente y
normal, longitudes de la subtangente y
la subnormal.

Unidad 3

3. Aplicaciones de la derivada.
3.1. Célculo de valores maximos y
minimos relativos con el criterio de la
primera derivada.
3.2. Derivadas de orden superior.
3.3. Célculo de valores maximos y
minimos con el criterio de la segunda
derivada.
3.4. Funciones crecientes y
decrecientes.
3.5. Concavidad.

3.5.1. Criterio de la segunda
derivada.

3.5.2. Puntos de inflexion.

3.5.3. Trazado de curvas.
3.6. Aplicaciones de la derivada.

3.6.1. Problemas practicos de
MAaximos y minimos.

3.6.2. Aplicaciones en las ciencias

2.5.1. Funciones algebraicas.
e Polinébmicas.
e Racionales.
¢ Radicales.
2.5.2. Funciones trascendentes.
e Trigonométricas.
e Logaritmicas
e Exponenciales.

2.6. Dominio natural y gréfica de

funciones.

2.6.1. Funciones polinomiales.
2.6.2. Funciones racionales.
2.6.3. Funciones radicales.

2.7. Operaciones con funciones.
2.7.1. Operaciones aritméticas.
2.7.2. Composicion de funciones.

2.8 Limites
2.8.1. Nocion de limite.

2.8.2. Propiedades de los limites.
2.8.3. Limites indeterminados del
tipo 0/0.
e Usando factorizacion.
e Usando racionalizacion.
¢ Usando division sintética.

Unidad 3

3. Derivadas.
3.1. Interpretacion geométrica de la
derivada.
3.2. Definicion de la derivada.
3.3. Derivacién usando la definicion de
la derivada.
3.4. Derivadas algebraicas.

3.4.1. Férmulas de derivacion.

3.4.2. Derivada del producto y del
cociente de funciones.

3.4.3. Derivada de la composicion de
funciones.
3.5. Derivada de funciones
trigonomeétricas.
3.6. Derivadas de orden superior.
3.7. Derivadas de funciones implicitas.



naturales, econémico-administrativas y
sociales.

Unidad 4

4. Aplicaciones de la derivada.
4.1. Introduccion y contexto
4.2. Valores maximos y minimos.

4.2.1. Criterio de la primera derivada.

4.2.2. Célculo de valores maximos y
minimos relativos con el criterio de la
primera derivada.

4.2.3. Criterio de la segunda
derivada.

4.2.4. Célculo de valores maximos y
minimos con el criterio de la segunda
derivada.

4.3. Problemas de aplicacion de
MAaximos y minimos.

Como se ve en la comparacion de los dos programas, los contenidos estan
organizados de diferente manera, y esto tiene la intencion de proponer un conjunto
de temas preparatorios que ayuden a mejorar la comprension de los temas que,
en el caso del programa de la SEP son temas que se presentan en primer lugar y
que presuponen el dominio de las teméaticas previas, situacién que no se cumple la
mayoria de las veces.

Otro aspecto que se ve en la propuesta de reestructuracion, es que hay algunos
temas que no se consideran y esto es con el objetivo de optimizar tiempos,
aunque también es con el animo de enfocar otras tematicas que faciliten la
comprension, dando espacio para que los alumnos practiquen en el salon de
clase. Hay que sefalar que estos temas que no se abordan en el curso de célculo
diferencial, se han podido trabajar en el curso siguiente de calculo integral, y que
en ese contexto han tenido mejor comprension y fluidez.

También se ve en el tema de las aplicaciones de las derivadas, una concentracion
en el célculo de los maximos y minimos, en el procedimiento algebraico y en el
planteamiento de problemas practicos. Dejando para el inicio del siguiente curso —



calculo integral - las aplicaciones geométricas y el andlisis general de las
funciones y sus gréficas (rectas tangentes y normales, funciones crecientes y
decrecientes, concavidad de una curva, puntos de inflexion, limites infinitos).
Cuando inicia el segundo semestre del ultimo afio del bachillerato , en el curso de
calculo integral, los alumnos se han familiarizado con las derivadas y han
desarrollado las habilidades que les permitan aplicar el calculo diferencial en el
analisis de funciones y posteriormente abordar las integrales.

Mientras que en el caso del programa de la SEP, las aplicaciones de la derivada
se presentan combinando el andlisis de funciones y sus graficas mezclado con
los maximos y minimos, dificultando al alumno diferenciar una linea de aplicacion
de la otra.

Por ultimo, el texto que presento a continuacidén esta estructurado de tal manera
que pueda servir como material de apoyo al docente, porque cada tema cuenta
con un conjunto de ejercicios acordes a la complejidad de los ejemplos
presentados, que le ayudaran a reforzar cada leccién. Y como un material de
estudio para el alumno, porque cada leccion contiene explicaciones sobre la
teoria, ejemplos que van de menor a mayor complejidad, y ejercicios que le
permitan poner en practica lo aprendido, ya que la estrategia de ensefianza que se
propone permite a los alumnos comprender, practicar e integrar los conceptos que
se abordan.

e Comprender: Para que el alumno pueda comprender cada tema, es necesario
gue el profesor explique suficientemente y ejemplifique los temas con ejercicios
gue vayan de menor a mayor complejidad. Por eso se presenta un conjunto de
ejemplos y ejercicios en cada tema que cumplen con esta caracteristica.

e Practicar: En la medida que el alumno resuelve ejercicios de un tema, variando
la complejidad de los mismos, es capaz de comprender el proceso y adquirir la
habilidad para resolver los ejercicios y no solo la aplicacion de las férmulas.

eIntegrar conceptos: En este aspecto lo que se pretende es que el alumno sea
capaz de aplicar los diferentes recursos de las matematicas - algebra,
geometria, calculo - usandolos de manera que le permitan resolver problemas.

Esta propuesta de reestructuracién del curso de calculo diferencial, la he trabajado
con los alumnos del tercer afio de bachillerato y hemos experimentado el
beneficio que tiene para el alumno retomar aquellos elementos previos que son
necesarios para la mejor comprension del calculo, dentro del mismo curso, e
incluso con la metodologia del profesor que lo imparte. De otro modo, el profesor
ve limitados los alcances de los contenidos que puede abordar, ya que la mayoria
de los alumnos no recuerda, o no sabe como aplicar los conocimientos previos.
Por parte de los alumnos, al no “recordar’” cémo simplificar, factorizar, resolver



ecuaciones, etcétera, generalmente se desanima y se “frustra” por no poder
avanzar en los nuevos contenidos que le presenta el célculo.

La forma en que esta estructurado este texto permitira al alumno tener una visién
integral de las matematicas y romper con el esquema de que éstas son un
conjunto de temas inconexos que no tienen que ver entre si.



Unidad 1: Precdlculo

UNIDAD 1

1. PRECALCULO

Antes de abordar los contenidos del curso de calculo diferencial, comenzaremos
retomando algunos temas de éalgebra, con la finalidad de que el estudiante los
recuerde ya que le ayudaran a trabajar los contenidos de la materia.

Esta leccibn comenzaré con las leyes de los exponentes y la factorizacion, dado
gue son fundamentales en algebra para el desarrollo de operaciones. También
abordaremos la simplificacion de expresiones algebraicas.

1.1 LEYES DE LOS EXPONENTES

Sean aybe®R myneN entonces:

1. ama"=a™".
2. ﬂ=a’“‘”

n
3. (am)" =a™.

5. (ab)" =a"b".
_an
=

1

=

A partir de estas propiedades se pueden efectuar y simplificar diferentes
expresiones aritméticas y algebraicas.

Ejemplos

Simplificar las siguientes expresiones usando las leyes de los exponentes:

1. 57 .54 — 57+4 :511.

2.§i—§4=3?

3P
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3. (75)4 _ 754 _720

4. (4e5)" =4"e5",

4 4
s (4]
3 3¢

6. a’b’c’ =(abc)’.

_ 1 °
X 4y5 =( )ys _ y74.

~

x4 X

8. (6a*) =62a*%™ =36a°h°.

©

3
X4y725 B X12y21215 _X12—3y21—6215_x9y15215
8 8

2Xy2 - 23X3y6

Otro camino es simplificar el cociente antes de aplicar el exponente de la fraccion:

X4y725 3 _ x3y525 3 :X9y15215 :X9y15215 |
2xy? 2 2° 8

10. 4/rt8 _r e g2,

11. \/)(2)/76282 (Xzyezs)% _ (XZ)%(yG)%(zs)% — ‘x‘y328.

Ejercicios

Simplifica las siguientes expresiones, usando las leyes de los exponentes.

1. (a?’bz)_s.
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2 6
a_zbicg 5 7. ((x%y%)[x%y%n :
5. —l .
2 -3
a‘b “c 3 o azb_s a—zb -
va'b’c® "l ah? a~°p*
° a’b’c® |’

1.2 PRODUCTOS NOTABLES

Los productos notables son productos que dadas ciertas caracteristicas pueden
calcularse a través de formulas establecidas.

Las principales férmulas de los productos notables son:

a+b) =a?+2ab+b? Cuadrado de una suma

Q.)

(a+b)

(a—b)’ =a”*—2ab+b? Cuadrado de una resta

(a+b)’ =a® +3a’b+3ab” +b* Cubo de una suma
e (a—b)’=a®-3a’h+3ab?—b® Cubo de una resta

(

(

(

QD
+

a+b)a—b)=a’?-b® Binomios conjugados
a+b)a+c)=a’+a(b+c)+bc Binomios con término comin
a+b)c+d)=ac+ad +bc+bd Binomios sin término comun

Ejemplos

Efectuar los siguientes productos notables:

1 (2x+1)* = (2x)* + 2(2x)1) + (1)*

= 4X* + 4% +1.

(1ab2 —6a“j2 = [1ab2j2 - 2(1ab2j(6a4)+ (6a*f
o \3 3 3

= ;aZbA —4a°b? +36a°.
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5. (syf -

o

=(x)° -

=x®-15x°y? + 75xy*

(4 2 4j(4
—X+-y X —
a4 7 9 7

3(x) (5y2)+3 xY5y*f -6y*)

~125y°.

M3 o)

“ 49" ﬁy

(t° +12)t° +7)=(t° ] +t21+7)+ (12)7)

=t +18t° +77.

(4x_1)@x+zj _ (u)@x]+(4x)(z)+(_1)@xj+(_1)(z)

4
=_X
3

=X
3

2+8x—1x—2
3
RV Ex 2.
3

(2x+3y —z)2x+3y +z) = ((2x+3y) - z)(2x +3y)+ 2)

Ejercicios

= (2x+3y)* — 22
=4x% +12xy +9y* - 2°.

Resuelve los siguientes productos usando las formulas de los productos notables.

2
1 W+9j.
5
7 2
2 +—
v+ )
3. [2cd?+ e
7 4

3
4 4X+9yj
7y3
5 2y 2
y 4j
3
6 cd2+3c2dj
5
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7. (xeyx). 12 3 +6] o)

X x°
8. (2m+3n+p).
13. (w’ —9z)2w—32*).

12

9. (w+3y-zfw-3y-z). 14. [tz 5](t—;j.

10. (3x® —2y* f3x® + 2y*).
5 4 5 4

R A A A
2 5 )2 5

1.3 FACTORIZACION

La factorizacion es el proceso inverso al desarrollo de los productos notables,
factorizar una expresion algebraica consiste en escribirla en forma de
multiplicacion. Podemos agrupar los diferentes métodos de factorizacion de
acuerdo a sus caracteristicas.

Las principales formulas de factorizacion son:

o ax+ay+az=a(x+y+z)

e a’-b?>=(a+b)a-b)

o a’+b®=(a+h)a?—ab+b?)
e a’—b*=(a—b)a?+ab+b?)
e a’+2ab+b®=(a+b)

e a’-2ab+b’=(a-b)

e a’+3a’b+3ab® +b*=(a+b)
e a’-3a’b+3ab’-b’=(a-b)’
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ESQUEMA DE FACTORIZACION

Factor comun

Binomios | | Trinomios |

| Diferencia de cuadrados | | Trinomio cuadrado perfecto

(TCP)

(TS)

|Suma o diferencia de cubos Trinomio simple

Trinomio Compuesto
(TC)

La factorizacion de un factor comun se da cuando todos los términos de la
expresion algebraica tienen un término que se repite, es decir, un factor comun
gue puede ser un monomio o un polinomio el cual se factoriza.

Ejemplos

1. 6xy® —15x%y +21x’y? =3xy(2y —5x + 7xy) , el factor comin es 3xy .

2.

3z 27z

5x° 10x* 20x® _ 5x* (x“ 2 4XJ 5x?

— | el factor comines —.
Z 9 3z 3

9z 3z z

3. (a+b)(a+c)—4m’(a+b)=(a+b)(a+c—4m?), el factor comin es a+b.

Para factorizar los binomios debemos poner atencién en las potencias de los
términos, asi como también se debe valorar si los coeficientes de los términos
tienen raiz cuadrada o cubica.
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Ejemplos

1. 4x* —25=(2x*-5)(2x* +5).

6 2 4 2
2. X _go| X o X 12X 4,
27 3 9 3

1 25 1 5 1 5
- = - + :
4a’h?> 9x%y? \2ab 3xy \2ab 3xy

En el caso de los trinomios, son expresiones de la forma ax®> +bx+c donde
a, b, c yx representan numeros reales. Se pueden factorizar de acuerdo a las
siguientes reglas:

e Si el primery el tercer términos tienen raiz cuadrada, y el doble producto de
éstas coincide con el segundo término, entonces es un trinomio cuadrado
perfecto TCP.

Ejemplos
1. x*—-10x*+25= (x* -5)%
2. 9x%+24x+16 = (3x+4)>.

3. 4+20y° +25y° = (2+5y°)°.

En caso de que el trinomio no cumpla con las condiciones del TCP, entonces se
analizan los coeficientes del término de mayor potencia.

e Si éste es uno, es decir, si el trinomio es de la forma x? +bx+c¢ , entonces
es un trinomio simple TS. Es decir, hay que buscar dos numeros cuyo
producto sea ¢ y cuya sumasea b.

Ejemplos
1. a®+8a+12=(a+2)(a+6).

2. y'+y*—56=(y*+8)(y*-7).
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3. x*—-23x+132 = (x-12)(x —11).

e Si el coeficiente del término de mayor potencia es diferente a uno,
entonces, el trinomio es de la forma ax® +bx+c con ¢ =0, decimos que es
un trinomio compuesto TC. Para factorizar estos trinomios debemos
descomponer el término bx en una suma de dos términos, es decir ,
tenemos que buscar dos numeros py g tales que su suma sea b y su

producto sea ac. De tal modo que:
p+q=>b

pg=ac.
Ejemplos
1. 2x® +5x+2=(2x+1)(x +2).

2. 8a’—-2a-15=(2a—3)(4a+5).

3. 3y -7y} +2=(3a°-1(a’-2).

Finalmente, tenemos la factorizacion combinada, que se da cuando una expresion
algebraica utiliza dos 0 mas procesos de factorizacion.

Ejemplos
1 X" —14x° + 49x° = x°(x* —14x + 49)
' =x°(x-7)%
5 a*b? —16 = (a’b® —4)(a’b* + 4)
' = (ab - 2)(ab + 2)(a’h? +4).
815 1(8 1
t t o\t
3.

= 1(2+5j[4— QJF 25}
2\t t? ot
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Ejercicios

Factorizar las siguientes expresiones algebraicas usando el método mas
conveniente.

© NGO A W®DNPRE

W WNDNDNDNDNDNDNMNNMNNMNNMNMNMNNRPRPERPPRPERE R EPERPRREPRPPER
P OO oOoO~NOOPR~WNPEPO O0WOWMNO Ol hWDN O

a® —a’x+ax’.

9a® —12ab +15a°b* — 24ab®.
9a’® —4b?.

5¢c® —10x* +15x.

7a’b® —14b* + 28b .
x(a+Db)+y(a+b).
3(x—1)+b(x-1).
ax—bx+ay—by.

X? +8x+15.

.X?—x—6.

LBY? +Ty+2 .
.12x* —5x—2.

. 216a°* —8b°.
A+yE .

. 27x% —64y° .

. 6x—15x? +12x°.
.8m? —24m.
C9X? 4+ 27X,

. 36x° +12x* +27x%y .
.13ab —26a°.

. X? —16Xx+64.
.m? —-10m+25.
.4x? —12x+9.
.1+12x+36x>.

. 4a® —4ab® +b°.
. 36X +12xy +1.
.m?—-3m-28.

. X% +25x+150.
.a*+294x —35a.
.a? —2ab +15b2.
. Amx+3x+m?.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.

48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.

58.
59.

X? —54+3X.

x> —22xy +120y>.
10x? +47x+9.
4m? —8m—5.
6m? +17m+7.
10x* +13x —231.
6a* —11ab + 35b2.
24x% —38x+3.
25m°®10m?® +1.

(x2 —1)—(1—x2).
9x? —1.

36x2 —9y°.
a’?—25.

4a® -16.

1-9x2.

9x* —49y°.

49y° —1.

81x* - 4.

a®-1.

x*—y2.

27m® —8m?.

64a° —b°.

x® +y%z°.

13 —8m'?.

8a° —125.

27x" +8y°.
(x+1)° = (x+12)*.
12x*y* +x3y® —20x%y? .



Unidad 1: Precdlculo

1.4 FRACCIONES ALGEBRAICAS
Introduccién

Esta leccion trata sobre las expresiones racionales, o fracciones algebraicas que son
cocientes de polinomios, por ejemplo:

3x+8 4x* -81 y 6xy® +12x*y —36
5x% +3’ 2X+9 3x—2

Un recurso importante en el trabajo con las expresiones racionales es el de la
evaluacion, que significa cambiar las variables por nimeros determinados.

Ejemplos
Evaluar las siguientes fracciones en los valores determinados.

2x% +3x+6
5x+7

n x=-1.

En este caso, se sustituye el valor -1 en cada x de la fraccion:

2(-1)2+3(-1)+6 _5
5-)+7 = 2

Oxy? —2x° en x=2
4y +5x y=0

Se sustituyen ahora los dos valores dados en las variables correspondientes:

9(2)(0)*-2(2° _-16 _-8

4(0) +5(2) 10 5°

En este proceso de evaluaciéon se debe tener cuidado de que el valor asignado a la
variable no anule el denominador, en caso de que esto suceda se dice que la expresion
racional no esta definida.

10



Unidad 1: Precdlculo

Ejemplo
2
Evaluar Men X=3.
X—3

En este caso no es posible ya que x—3 se anula cuando x =3 porque 3—-3=0.
Por tanto, esta expresion racional no esta definida en x=3.
Ejercicios

Evalla las siguientes expresiones racionales e indica cuando no estén definidas en el
valor dado.

3 442
wen y =-2.
2y -7
2
5 4w + 24w on w2
2W —
6_
3 8t2 27 ent=4
2t -3
4 3 _9n2
4 7a +623a 2a ena-1
a“ -5
_ 2
5. Men X=3.
2X—6
6. 2F15 oy po s
b® -64

Simplificacion

Para simplificar una fraccion es necesario que el numerador y el denominador tengan
un factor coman.

e Casol: Sila fraccion esta formada por monomios, la simplificacién se hace de
forma directa, es decir aplicando las leyes de los exponentes.

11
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Ejemplos
Simplificar las siguientes fracciones algebraicas:

8a’b*c® 8ac?

3ab’c®  3p°°
17X3y426 y4ZG
2. =
34x 2X
—30a°h™  —10b°
21a°b? 7
e Caso 2: Sila fraccion esta formada por polinomios, es necesario factorizar antes
de simplificar.
Ejemplos

Factorizar y simplificar las siguientes fracciones:

3 2 2
a’—a‘h a“(a—b .
1. = ( ) =a® sia-b=0.
a—>b a—>b
factoriza el numerador
y cancela lostérminos
iguales
2 2
X — X — X+ X —
2. — Y 5= (r=») Zy) = 77 Sl x+y=#0
X +2xy+y (x+y) xX+y
| ————
se factoriza lospolinomios Esta expresionya
y sesimplifican lostérminos  nose puedereducir
a’—4ab+4b* (a—2b)*
3 a®-8b’ (a—2b)(a® + 2ab + 4b?)
' a—-2b .
sia—-2b=0

" a2 +2ab + 4b?

12
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a’-25a a(a’®-25)
2a’ +8a?-10a 2a(a’+4a-5)
a(a-5)(a+5)
2a(a+5)(a-1)

Se factorizan lospolinomios
y sereducena la minima expresion

4. =

_ a-5
-~ 2(a-1)

sia+5=0ya=0.

X =(y-2)* _[x-(y-2)[x+(y-2)]

(x+y)? -2 [(x+y)-z](x+y)+2]
. _(x=y+D)(x+y-2)
' (X+y—-2)(X+Y+72)

_X-y+1z

CX+y+1z

Si Xx+y—z=#0.

Ejercicios

Dadas las siguientes fracciones algebraicas, simplificalas reduciéndolas a su minima
expresion.

1 18x%y*z° 5 78w + f3u®s
S \ex?y izt ) 5f%k?®
1
5 32a‘2b14c3 | 6. 6q3y2+18q6u3m.
24a%b ¢ 60°r”
6 4
5a*b°c’ 7. %
3 15a%b%c® ) m-+n
y4 _ 48
n e'w’ tezwss_ 8. y2
Se’w

13



0. ﬂfi:l:
2X—Yy
m? —n?
1. -
m<+2mn+n
12 25m? —9n?
" 25m? —30mn+9n?’
a®-pt
13- m-
14 8a® —64b*
" 4a? —16b%°
w* —5w? —10
15, = N T
w" —14w* + 49

10

16.

17.

18.

19.

20.

2 2

o xX=y
Cx2-2xy—y?

2a’+a-3
1-a°

2X% +5x+2
X2 +3x+2

X3 —6x?

x? —12x+36

x> —4x+4
4x% —x*

7x? —60x +32

x? —5x—24

Unidad 1: Precdlculo
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Unidad 1: Precdlculo

1.5 OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS
1.5.1 Multiplicacion de fracciones algebraicas

La multiplicacion de expresiones racionales la realizamos del mismo modo que en
los nimeros racionales, es decir, multiplicamos los numeradores, formando el
numerador de la nueva fraccion vy después multiplicamos los denominadores,
formando el denominador de la nueva fraccion y simplificamos reduciendo a la
minima expresion.

Cuando las expresiones estan formadas por monomios se pueden simplificar
antes o después de multiplicar; cuando estan formadas por polinomios debemos
factorizar y simplificar antes de hacer la multiplicacién.

Si % y % son expresiones racionales, donde b=0 y d =0, entonces,
ajc)_(ac
b \d bd

Ejemplos

Multiplicar y simplificar las siguientes expresiones racionales.
2a’ \(6b*) (2)6)a*h* 4b®
1. = = ,
3b \5a°) (3)5)a°h 5a*
o [ T Y2yt Y3y’ _ (M)3)xtyE
\ay’z )\ 3z 14x (4)3)14)x°y?z?  ax’

(5x+25j( 7X+7 j ~ (5(x+5)] 7(x+1)
14 J10x+50) | 14 ) 10(x+5)
Se factoriza cada expresion
(5)7)x+5)x+1)
3. =
(14)10)x +5)
Se deja indicada la multiplicacion

X+1

4

H’_/
se eliminan los términos
semejantes y se simplifica la
expresién numérica

15



Unidad 1: Precdlculo

2x° —3x -2 (3x+6j_ (2x+1)(x-2) 3(x+2)
6X +3 x2—4) | 3@2x+1) \(x-=2)(x+2)

\ (%)

%f—/
se simplifican los términos
antes de multiplicar

~3(x-2)
~3(x-2)
=1,

x*-27) a*+a+1 _[(x—3)(x2+3x+9)](a2+a+1)
5 a® -1 \x*+3x+9) [(@a-1)(a®+a+1)|(x* +3x+9)
X—3

a-1

a’-5a+6 6a a’-25) [(a-3)(a-2)]6a [(a-5)(a+5)]
( 3a-15 j(az —a—SOj( 2a—14 j_[3(a—5)][(a—6)(a+5)] [2(a-2)]
_Ba(@a-3)(a-2)(a-5(a+5 a(@-3)
- 6(a-5)(a-6)a+5@-2) a-6
_a’-3a
 a-6

1.5.2 Division de fracciones algebraicas
En el caso de la divisibn se multiplica el numerador de la primera fraccion por el
denominador de la segunda formando el numerador de la nueva fraccion y el

denominador de la primera por el numerador de la segunda formando el
denominador de la nueva fraccion.

Si % y % son expresiones racionales, donde b=0, c#0 y d #0, entonces

SRONE

16



Unidad 1: Precdlculo
Otra forma de presentarse la division es:

e
bc

olo|o|w

Conocida como la “ley del sandwich”.

También se puede realizar la division con una tercera opcion:

(5)-()-GHE))

Dividir y simplificar las siguientes expresiones racionales.

10m? ;Smﬁ
" 210  7n*’
Solucion:

10m® _5m° _ (10)7)m*n* _ 2n

21n°  7n* (20)B)m°n®  3m*

X3 =X ;5x2—5x
T 2x2 46X AX+12

Solucion:

x> —x  Bx?=bx _x(x-1)(x+1)  5x(x-1)
2x2+6x  4x+12  2X(x+3)  4(x+3)
se factotiza cada polinomio
CAX(X=D(x+D(x+3)
~ (2)B)2(x+3)(x-1)

se aplica la regla de la division
dejando el producto indicado

2(x+1)
5X

%f_/
se simplifica, eliminando
los términ os semejantes

17
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3a? 5a®
3. 5 5+ — 5
a‘+6ab+9%° a‘b+3ab

Solucioén:
3a’ . 5° 3% | 5
a’+6ab+9b° a’h+3ab> (a+3b)’  ab(a+3b)
_ 3a’h(a+3b)
~ 5a°(a+3h)?
3
~ 5(a+3b)’
6
2
4, X=X=30,
X2 +X—42
Solucioén:
6 6
x2—x-30 _ (x=6)(x+5)
2 2

X*+x-42  (x+7)(x—6)
_ 6(x+7)(x-06)
~ 2(x—6)(x+5)
_3(x+7)
© X+5

16X — 24xy +9y?
16x-12y
64x°> —27y?
32X + 24xy +18y®

18
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Solucioén:
16x% — 24xy +9y? (4x —3y)?
16x-12y 3 4(4x -3y)
64x3 —27y°  (4x—3y)(16x2 +12xy +9y?)
32x* + 24xy +18y? 2(16x* +12xy +9y?)
4x -3y
-4
4x -3y
2
_ 2(4x-3y)
~ 4(4x-3y)
1
=
Ejercicios

Realiza las siguientes multiplicaciones y divisiones. Simplifica el resultado
reduciéndolo a la minima expresion.

1 2x% +2x | x*=3x 5 X>—Xy+X-Y 3
' 2x° x?—2x-3) ' X2 +2x+1 | 6x%—6xy )
2x* —3x—2 (3x+6] 5 [a—GJ a’-a-2 ( 2a j
6X+3 x*—4) " la-2)a*-9a+18 \a+1)
x> +4x | x*=2x-8) x* +2x x® —x\ 2a® + 2ab? X
3. 2 3, 42 2 _ ' 8. 2 2 2 _
X“+4x+4 X® 4+ X X —16 Xx+1 | a“x+b°x )\ 2ax® —2ax
4. 9 a’-6a+5 | (a’+2a-35
( 2a-4 j[ a J(az—5a+6) " |a?-15a+56) (a’-5a-24)
a’—4a+3)\a-2 6a

a’-b*) (a+b

LS TV oo (205

3n m? +mn+n? A 2m
1 (a—3j; a’-8a+15
" la-5) (a*-11a+30)

19
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2 ()

13.

ac—ad-bc+bd) ( c¢*-d?
a’ —b? N

NEEEETEE )
z2-7-30 22 +2-42

ax?+5
4a® -1
15, <@ = |
a®x® +5a’®
2a-1

a’ +2ab+b?

16x* — 24xy +9y?
16x -12y
64x° - 27y°
32x% + 24xy +18y?

16.

a’ —6a
17. &_
a’ +3a-54
a’+9a

m?—6m+9
18. _ Am*-1

m? +5m—24

2m? +17m+8

20
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1.5.3 Multiplicacion y division combinadas

Cuando se presentan la multiplicacion y la divisibn combinadas, conviene
factorizar todos los polinomios e invertir la division para aplicar la regla de la
multiplicacion.

Ejemplos

L a’+1 (a’+a | a’x+2a
" 3a-6 (6a-12) x-3 )
Solucion: Se factorizan los polinomios que sean factorizables, y después se

aplican las reglas de la multiplicacién o division. Por ultimo se simplifica la
expresion resultante.

T B e )

a’+1 a’(a?+1)ax+2)

3a-2)  6a-2)x-3)

_ 6(@® +1)fa-2)(x-3)
3a%(a-2)a® +1)fax+2)

2(x-3)
a’(ax+2)

x?—8x+7 \ x*-36 ;xz—x—42
x> —11x+30 |\ x*-1 ) x?—4x-5"

21
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Solucién:

X*—8x+7 | x*-36) x'-x-42_ (x=7)x-1) ) (x=6)x+6))  (x—7)x+6)
sl e ) Gae o) G

x?-11x+30 | x2-1 ) x*-4x-5 \(x=6)x-5)\ (x-1)(x+1) ) (x=5)x+1)

_(x=7)x-1)x-6)x+6) (x—7)x+6)

~ (x=6)x=5)x-1)x+1) (x-5)x+1)
C(x=7)x+6) (x=7)x+6) (x-7)x+6)x

~5)x+1)

~ (x=5)x+1) "~ (x=5)x+1) (x-5)x+1)(x-

=1.

Ejercicios
Resuelve y simplifica las siguientes operaciones.

L@@

5 x? —x=12)( x*-x-56 )| (2x*-10x-48
S x*-49 )(3x*+3x-60)| (| 3x+15 )

3 y? + 20y +100 y*-27y ) (y*-100
L yP+7y=30 v +3y2+9y) | y-3 )|
A (X2 +7x+10 ;(x+2j X2 +3x—4
U +2x=3 ) (x+3) ] ¥*-25 )

ZaJ a®—4 (a+2)
5, g sl

a—-2 a‘+a a“ -1

5 x> —x—20)( x* +5x ;xz—x—Z
Sl x2+2x-8/(x*=25)| | x+1 )

22
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10.

(t+9)° ) |(64a®-81b* ([ (t-9)
8a?+9ab | t2 81 8a—9b ||
2x2 —3x+1 . 3x2—x—2)](3x*—4x—4
X2 —4 | x2=x-6 J\2x* -7x+3 '
([ 2t-2 j 2t —8t-10)| (t°-125
\4t* -100 3t+3 6?12t )
m® —m?x m? — x?2 _; (mz—mx)2 ( 1
m2+2mx+x% )\ m*+mx? )| || m?+x2 m? + m?x

)

Unidad 1: Precdlculo
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1.5.4 Sumay resta de fracciones algebraicas

Caso 1: Las expresiones racionales tienen el mismo denominador

.a ¢ , .
Si b y b son expresiones racionales donde b # 0, entonces,

C_a+c . a c_a-c
b p y del mismo modo la resta, ——

a
4+ - —_ =,
b b b b

Ejemplos

Efectuar las siguientes operaciones.

3x+5  5x 7 _ (3x+5)+(5x)+(7) _ 8x+12
2x—3 2x-3 2x-3 2x—3 2x -3

X2 =Tx+1  4-9x _(x*=7x+1)-(4-9x) _ X —7x+1-4+9x

5 X2 +6X+9 Xx2+6X+9 X2 +6Xx+9 x? +6x+9
' X2 +2x-3  (x+3)x-1) x-1
X2 +6X+9 (x+3)° X+3
3 2x—2+3x—1_4x—4__@x—2)+@x—1y{4x—4)_x+1
" X+6 X+6 X+6 X+6 X+6
Ejercicios

Resuelve y simplifica las siguientes operaciones

2

y—74_y+3 3 522 -15 4a’-10 a

1. ) . + - .
y+5 y+5 2a’-5 2a’-5 2a’-5

9 2t 7t+5
+

x*=3x x*-3 N
3t-4 3t-4 3t-4

2x—-1 2x-1
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 2a(a+4) 3a(a+6), 2a(a-5) 243146 P-61+8 3P -41+3
a’-20a a’-20a a’-20a T t2-121 t2 -121 t?-121
6.
X*=7x+1  2x* - 6x . X2+ X+2 g 3a’ 3a(a+4) 16ab
X2 +5X+6 X>+5X+6 X2 +5X+6 " 3a—4b 3a-4b +3a—4b'

Caso 2: Las expresiones racionales tienen diferente denominador

Recordemos cuales son las reglas aritméticas de este tipo de operaciones.

.a ¢ , :
Si b y q son expresiones racionales donde b,d =0, entonces,

a ¢ ad+hc
+ J—

a ¢ c ad-bc
b d bd '

d  bd

y o
b

En otras palabras, el procedimiento es:

e Paso 1. Factorizar y simplificar las fracciones dadas, reduciéndolas a su
minima expresion.

e Paso 2: Se reducen las fracciones de los denominadores al minimo comun
denominador (m. c. m.)

e Paso 3: Se efectuan las multiplicaciones correspondientes de acuerdo a la
regla aritmética.

e Paso 4: Se suman las expresiones del numerador, y se simplifica la
expresion resultante.

Ejemplos
Resuelve y simplifica las siguientes operaciones.

1 1 1
. + + .
3Xx+3 2x-2 x*-1
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Solucién:
P1: Se factorizan los denominadores:

3(x+1), 2(x—1), (x+1)x-1)

P2: El m.c.m.
6(x +1)x —1)
P3y P4:
1 1 1 1 1 1

+ + = + +

3x+3 2x-2 x*-1 3(x+1) 2(x-1) (x+(x-1
_2(x=D)+3(x+1)+6
T B(x+D)(x-1)
_ 2X—=2+3x+3+6
~B(x+1)(x-1)
. bx+7
S B(x+1)(x-1)

1 1 a’ +b?
"a’-ab ab a’b-ab®

Solucion:
P1: Factorizando los denominadores:

a(a—b), ab,ab(a—b)a+b)

P2: Elm.c.m.
ab(a—b)a+b)

P3y P4:
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1 +i_a2+b2= 1 +i_ a? +b?
a’—ab ab a’v—ab® a(a-b) ab ab(a-b)(a+h)
_b(a+b)+(a—b)(a+b)-1(a*+b?)
- ab(a—b)(a+b)
_ab+b*+a®-b*-a%-b’
- ab(a—b)(a+b)
_ ab-b?
~ab(a-b)(a+b)
_ b(a-h)
~ab(a-b)(a+bh)
1
“a(a+h)’

X—2 X+3 x? +12Xx+6

3. — + )
X2 —x x24+3x—-4 x*+3x3-4x?

Antes de realizar la suma, factorizamos los denominadores de cada fraccion,
entonces la expresion anterior se expresa como:

X—2 X+3 X% +12X+6

x(x —1) (x+4)(x—1)Jr x2(x+4)x-1)

Aplicando los procedimientos descritos anteriormente tenemos que:

m. c. m.= x*(x—1)x + 4),

Por tanto, la operacion es:
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X-2  x+3 X*+12x+6 _ x-2  x+3 . x* +12x+6

x2—x x*+3x—4 x*+3x° -4x?  x(x-1) (x+4)x-1) x*(x+4)x-1)
~x(x+ 4 x=2)= x?(x+3)+(x? +12x+6)

- x2(x —1)x + 4)

X+ 2x2 -8x—x® = 3x* + x* +12x +16

B x?(x —1)x + 4)

X

_ 4x+16  4(x+4)
X3 (x—-1)x+4) x*(x-1)x+4)
_ 4
x?(x—1)

Ejercicios

Resuelve y simplifica las siguientes operaciones

1 3b N 3a 8 m+1+ 2m +m+2
" a-b b-a’ " m-4 m?-9m+20 m-5
5 7X—4+3X+2 3a 4a 2a’-3a
. 2 3 9. 5 +— +-— .
3a“+15a a“+8a+15 3a“+9a
3 1-2x2
et e o, X4 2x-4  4-2x
A 1 om+1l  5-—m? 3x%+12x xP4+x—-12 2x*-6x
. + - .
m+1 m?>+2m+1 m?-1
11.
5 4 1
5. =t n+5 n+4 n+1
x2 x?  x +

n2+5n+4 n?—4n-5 n2—-n—20

2x—1+ 3x+1 5x®+19x-2

X+3  X+5 x2+8Xx+15 % 1 2% 4 2% 2

12. +— + 3
1 24t 2_t X-1 x“"+x+1 1-x

+ - .
t+2 t?+4t+4 t*-4
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1.5.5 Fracciones mixtas

En esta seccién abordaremos la simplificacion de expresiones fraccionarias que
combinan las cuatro operaciones basicas, suma, resta, multiplicaciéon y division.

Para reducir estas fracciones se aplican las reglas de simplificacion vistas
anteriormente.

Ejemplos

Simplificar:

1. (x+3—5}(x—2+5j.
x-1 X+4

En este ejemplo conviene simplificar cada factor antes de efectuar la
multiplicacion, para facilitar este proceso les llamaremos factor A y factor B, asi
entonces:

2
(x+3— 5 j:(x+3)(x—1)—5:x +3x-x-3-5
A X—1 x—1 x—1
_x*+2x-8  (x+4)x-2)
- ox-1 x-1

5 j: (x+4)fx-2)+5 _x*+2x—-8+5

X+4 X+4
_ X +2x-3_ (x+3)(x-1)
X+ 4 X+4

Una vez que se han simplificado, se efectda la multiplicacion. Debemos tener
cuidado de no efectuar los productos “internos”, éstos se deben dejar indicados
para poder cancelarlos mas adelante:

R (s

(x+4)x-2)x+3)x-1)
(x—1)x+4)
=(x—2)(x+3).
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‘ -

N
jab]
Q|
[HEN
job]
P+
[HEN

QD
I
[EEY
QD
+
[EEY

En este caso consideraremos como A la fraccibn que estd en el numerador
principal, y como B la fraccién que esta en el denominador principal:

.1 1 (a+1)-(a-1) a+l-a+l 2
"a-1 a+1l (a-1)a+1) (a-1fa+1) (a-1)a+1)

Aqui conviene dejar indicados
losfactores del denominada.

a 1 al@+l)-(a-1) a’+a-a+l_ a? +1

5 a-1 a+l (a-1fa+1) (a-1a+1) (a-1a+l)

Aqui convienedejar indicados
losfactores del denominada.

Ahora se sustituyen estas fracciones simplificadas en la division inicial y se
resuelve siguiendo la regla de la division, entonces:

1 1 2
a-1 a-+1_ (a-1)a+1)
a 1 a’+1
a-1 a+l (a-1)a+1)
2
S at+l

X—2

3. . 1
1- 2
X+2

En este caso, seccionaremos la fraccion de abajo hacia arriba, resolviendo y
sustituyendo en este orden, entonces:
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2  X+2-2 X

A l- = = )
X+2 X+2 X+2

Ahora sustituimos este resultado en B

(L X+2_ X2 —(x+2) x*—x-2 (x—2)x+1)
X X ox X '

Finalmente sustituimos B en la fraccion C, y el resultado obtenido es el resultado
final.

C: X—2 _ X
T (x=2)x+1)  x+1
X
Por lo tanto:
X—2 X—2
1
2 X
X+2 X+2
X—2
T (x=2)x+1
X
o x(x-2)
~ (x-2)x+1)
X
=T
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t+1—6t+12
t+2
t-5
4, .
t—4+11t_22
t-2
t+7

Nuevamente resolvemos agrupando Yy efectuando las divisiones A, B, C y D, para
finalmente simplificar E

Entonces:
[t+1_6t+12}A
t+2
t—5
{t—4+1ltt_222}c
_ D
t+7
A a1 12y 6042y 6y g
t+2 t+2
B: gzl.
t—5
C: t—4+11t_22=t—4+llt(t_22)=t—4+11=t+7.
D: E=1.
t+7
Finalmente,
B_1.,
D 1
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Por lo tanto:
t+1_6t+12
t+2
t-5
=1
(44 11t - 22
t-2
t+7
Ejercicios

Resuelve y simplifica las siguientes fracciones mixtas.

a a w 3
1. at+—|a——|. -
b b+1 7 w—-3 w+3
R 1 )
w—3 w+3
2 [2+2 J(Hlj(s_ 6 ]
y+1 y y+2
x-1
8. >
X +2
x+2—72
3 [ a X ja2+2ax+x2 w_X"%
" la+x a+x a+ X ' x+1
1
9. 1-—— .
X X
Y/ A ——_— - 1
[x+1 x—1 j( ) 2+a7
—-1
3
X — Xy
X
5 XY 10. 3—33
X+ Xy 3-
X—y 13
3
T
x—1—53
X+
6 35
X+5———
X+3
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UNIDAD 2

2. FUNCIONES

El tema de funciones ha sido abordado en otros cursos, principalmente y de
manera abundante en el curso de matematicas 4, por esa razén daremos un breve
repaso de los elementos principales que conciernen a las funciones.

2.1 DEFINICION DE RELACION Y FUNCION

Para poder entender qué es una funcidon, vamos a comenzar definiendo una
relacion.

Una RELACION es una expresién en donde dos o méas variables se comparan o
interactian mediante una regla de correspondencia. Es decir, es una regla en la
que se asocian los elementos de un conjunto A llamado dominio con los
elementos de un conjunto B llamado contradominio.

A B

Esta asociacion s6lo es una relacion.

La FUNCION es un caso particular de las relaciones en donde: a todo elemento de
un conjunto A le corresponde uno y solo un elemento del conjunto B, mientras
gue en las relaciones a todos o algunos elementos del conjunto A se les puede
asociar uno o mas elementos del conjunto B.
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Este tipo de asociacion es una funcion.

2.2 ELEMENTOS DE UNA FUNCION

Una funcidn tiene:

e Un conjunto A llamado dominio de la funcion.
e Un conjunto B llamado contradominio de la funcion.

e Una regla de correspondencia que asocia a cada elemento de A, un Unico
un elemento de B.

Esta regla de correspondencia debe tener las siguientes propiedades:

1° Ningun elemento del dominio puede quedar sin asociado en el
contradominio.

2° Ningun elemento del dominio puede tener mas de un asociado en el

contradominio, aunque es posible que varios elementos del dominio tengan
al mismo asociado en el contradominio.

Ahora, la regla de correspondencia se puede dar en forma de ecuacion, tabla de
valores o en forma grafica, y se representa por f(x), g(x), h(x) etc.
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Sean A y B conjuntos y f la regla de correspondencia que los relaciona,
entonces:

f:A—>B selee:“f vade AaB”
si x es un elemento de A, entonces el elemento de B asociado a x mediante f
es f(x) yselee“f de x *
Ejemplos
Determina si las siguientes relaciones son funciones o no.
1. Sean A=1{2,4,68} y B={48121618} con f:A—>By f(x)=2x

Para saber si es funcion o no, sustituimos cada valor de A en f(x) de tal modo
que:

En el diagrama:

Entonces, como 4, 8,12 y 16 estan en By a cada elemento de A le corresponde
un solo elemento de B, entonces si es funcion.
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2. Sean C={49} y D={-3-2-10123} con f:C—>D y f(x)=%/x

Entonces

f(1)=+-/1=+1, es decir,

f(4)=-/4 =+2, es decir,

f(g): ./9 = +3, es decir, :

En el diagrama:

En este caso cada elemento de C se asocia con dos elementos de D, por lo
tanto no es funcion.
2.3 INTERVALOS
Un elemento que se usa frecuentemente en el desarrollo de funciones es la

restriccion de los valores que se asignan a la variable independiente que es un
subconjunto de los nimeros reales llamado intervalo.
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Sean a y b dos numeros reales tales que a<b tenemos:
2.3.1 Intervalo abierto
Es {x eRla<x< b}, gue corresponde a los puntos de la recta que estan entre a y

b, es decir, son los numeros reales mayores que a y menores que b. La forma
de denotarlo es (a,b).

En forma gréfica tenemos:

Ejemplo

—3< x<6 se representa por XG(—3,6) y graficamente como:

o (]

-3 6

donde los puntos —3 y 6 no estan en el intervalo.

2.3.2 Intervalo cerrado

Es {x eR/a<x< b}, gue corresponde a los puntos de la recta que estan entre a

y b, o que coinciden con a y b. Es decir, es un intervalo en el que se incluyen los
extremos. La forma de denotarlo es [a,b].

En forma grafica tenemos:
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Ejemplo
—7<x<-1 se representa por xe[-7,-1] y graficamente como:

[ @
-7 -1

En donde -7y -1 si forman parte del intervalo.

Dicho de otro modo, —7 es el primer valor del intervalo y —1 es el dltimo.

2.3.3 Intervalo infinito
Sea a un numero real, entonces:

Se dice que el intervalo {XEER/x> a}, correspondiente a todos los puntos de la
recta que se encuentran a la derecha de a, denotado con (a, ).

El intervalo {x eR/Ix< a}, correspondiente a todos los puntos de la recta que se
encuentran a la izquierda de a, denotado con (—o,a).

El intervalo {x eR/x> a}, gue corresponde a todos los puntos de la recta que se
encuentran a la derecha o coinciden con a, denotado con [a, ).

El intervalo {x eR/Ix< a} gue corresponde a todos los puntos de la recta que se
encuentran a la izquierda o coinciden con a, denotado con (-, a].

Los nameros reales %R, se representan por el intervalo (—oo,).

A manera de sintesis, podemos obtener algunas combinaciones con los
diferentes intervalos y agruparlos como muestra la siguiente tabla.
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[a,b] a<x<bh
(a,b] a<x<b
[a,b) a<x<b
(a,oo) X>a
(—oo,a) X<a
[a oo) Xza
(—o0,a] x<a
(—oo,oo) xeR
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2.4 EVALUACION DE FUNCIONES

Para estudiar una funcién y= f(x) es necesario conocer los valores que se
pueden asignar a la variable independiente y que se expresan en su dominio.

Ejemplos

Hallar los valores que toma la funcion en los valores dados.

1. Si f(x)=2x?+1 obtener f(1) f(~3)y f(’z‘]

Solucién:

Sustituimos cada valor dado en la funcion, asi:
o f(1)=201) +1=2(1)+1=2+1=3.

o f(-3)=2(-3)*+1=2(9)+1=18+1=19.
2 2 2 2
. f(xj=2("} +1=2[Xj+1=2x+1=x+1.
2 2 4 4 2

2. Si f(x):)l( obtener  f(-2), f(

Solucion:
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3. Si g(x)=senx hallar g(0), g(:j y g(xz).

Solucién:

2X si x>5

4. Si h(x)= hallar  h(6), h(lj, h(zoj y h(4).

. 2
X+1si x<5

Solucién:

En este caso, debemos sustituir los valores en la ecuacion que corresponda al
intervalo en el que se encuentra dicho valor.

Asi, para:

e h(6),como 6>5 entonces h(6)=2(6)=12.

e h 1j,como E<5 entonces h 1j=+1:.
2 2 2 2 2

42



Unidad 2: Funciones y limites

. h(zso] como 2: >5 entonces h[zoj = 2[20j = ?

e h(-4),como -4<5 entonces h(-4)=(-4)+1=-3.
Ejercicios
Determina cuédles de las siguientes son funciones y elabora el diagrama

correspondiente.

1. Sean A={,2345} y B={-6,-5-4,-3-2-1012}
f:A—>B Con f(x)=x-5.

2. Sean C={-5-4,0,45 y D={012345}
f:C—D Con f(x)=X.

3. Sean M={-1-2012 y N={0,./324]
f:M >N Con f(x)=+-/4-x%>.

4. Sean A={2,46} y B={4,6810}
f:A—>B Con f(x)=x+2.

Evalla las siguientes funciones y obtén los resultados correspondientes.

X

1. f(x)=ﬁ

calcular f(4), 8f(2) y 7f(-1)+5f(-3).
2. g(x)=vx+1 calcular g(3), g(x*-10) g(3x—5)y 4g(15)-39(8).

T

3. f(x)=sen 2x+cosx calcular f(0), 6f[3j, f(n) y 5f(\&).

4, g(t):(tt_ll)2 calcular  g(0), g(_Bj a(3). g(lj y —3g(0)+8g(1).
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5. h(x):8X+9 calcular h@j h[S

3-2x X
x? si x<1

6. f(x)=
2 si x<1

2

Calcular f(-6), f(-1), f(5), f(0)y f(7).

Xx+5 si xe(-o0,-3]
7. h(x)={x*-4si xe(-3,2)
\/; Si Xe[2,oo)

Calcular h(-6), h(0), h(-2) h(?’j, h(9), h(4) y h[

2

K

{

5x—-2
2X+3

11

4

)

)

Unidad 2: Funciones y limites
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2.5 TIPOS DE FUNCIONES

Un elemento importante en una funcion es su representacion algebraica, de aqui,
que una de las clasificaciones que hay sobre las funciones es respecto a su
expresion algebraica.

2.5.1 Funciones algebraicas
e Polinomiales

Son funciones de la forma

f(x)=a,x"+a, X" +... +ax+a,
Donde a, R a,#0 y neN

Ejemplos
1. f(x)=x®+5x* —3x+1.

2. g(x)=x*-64.

2

3. f(x):x4—3x+9.

e Racionales

Son funciones de la forma

f(x):ix) donde P y Q son funciones polinomialesy Q(x)=0.

Q(x)

Ejemplos

—2X
1. f(x):m.
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4. h(x)

e Radicales

~ x(x—2)(x+4)x-5)"

Unidad 2: Funciones y limites

En este tipo de funciones, la variable independiente aparece dentro de algun

radical, es decir, es de la forma:

f(x)=1/P(x) con neX ysin espar, entonces P(x)>0

Ejemplos

1. f(x)=~3x-7.

2. g(x)=2/27-x.

3. g(x)=—/16—-x>.
2.5.2 Funciones trascendentes

e Trigonométricas

Directas

f(x)=senx
f(x) = cos x
f(x)=tanx

Inversas

g(x) = arcsen x
g(x) = arccos x
g(x) = arctan x

f(x)=cscx
f(x)=secx
f(x)=cot x

g(x) = arcesc x
g(x)=arcsec x
g(x)=arccot x
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e Logaritmicas

f(x)=Inx  logaritmo natural.

f(x)=log, x logaritmo base b.

e Exponenciales

f(x)=e* exponencial base e.
f(x)=b*  exponencial base b con b constante b > 0y b distinta de 1.

Ejercicios

Identifica segun su expresion algebraica, el tipo al que pertenece cada funcion.

3 3
1. f(x)=X2+8. 6. f(x)=4x6+8g+g.
2. f(x)=arcsen 2x. 7. hix)=tan *_.
X+1
3. f(x)=3log, 7x.
8. h(x)=+/x-7.
ox+1
4. = .
g(X) 9_X2 9 f(x):esenx.
5. g(x)=10*. X+3
10. = .
9(x)=5
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2.6 DOMINIO NATURAL Y GRAFICA DE FUNCIONES
Introduccién

En ésta leccion estudiaremos a las funciones algebraicas, su dominio y
representacion grafica.

Antes de abordar los casos particulares, daremos una definicion del dominio y la
grafica de una funcion. Posteriormente se abundara y ejemplificara cada caso.

Gréafica de una funcién

El plano cartesiano se forma por la interseccion de dos rectas perpendiculares. Al
eje horizontal se le conoce como eje de las abscisas y es donde se encuentran
los valores de x, y al eje vertical lamado eje de las ordenadas, es el que contiene
los valores de vy .

Entonces el dominio de las funciones esta en el eje de las x mientras que el
contradominio esta en el eje de las y. De aqui tenemos que la forma de

representar graficamente a una funcion es a partir de un conjunto de puntos de la
forma P(x, f(x)),0 P(x,y).

Contradominio
Y A

»  Domini
5 P ominio
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Dominio Natural

Una funcion real de variable real, es una funcién entre dos subconjuntos deR.
En éste tipo de funciones es frecuente que la regla de correspondencia se dé
explicitamente mediante una formula, sin especificar el dominio de dicha funcion,
en ese caso, se considera como dominio de la funcion, al conjunto de los reales x
para cada uno de los cuales la formula toma un Unico valor real y. A este conjunto

se le llama dominio natural de la funcion.

En adelante cuando se hable de una funcion debe entenderse que se trata de una
funcion real.

Para ejemplificar el dominio y la grafica de las funciones algebraicas, vamos a
comenzar con las funciones polinomiales.

2.6.1 Funciones Polinomiales

Como explicamos anteriormente estas funciones son polinomios de la forma
f(x)=a,x" +a,,Xx"" +..+a +a, donde a ¢R, a, #0y neN
en estas funciones el dominio natural esta definido en todo el conjunto de los

nameros reales, es decir, la funcion esta definida para cualquier valor x con
x € R, dicho de otro modo el dominio de la funcion es: Dom, = (—oo,).

Una vez que se ha determinado el dominio podemos elegir una serie de valores o
un subconjunto del dominio para tabular y obtener una representacion grafica de la
funcion.

Este procedimiento lo desglosaremos en pasos.

e Paso 1. Calcular el dominio de la funcion y lo representaremos como
Dom; .

e Paso 2. Elegir el conjunto de valores, subconjunto del dominio y evaluarlos
en la funcion f(x), para elaborar la tabla de valores.

e Paso 3. Localizar en el plano los puntos obtenidos y graficar la funcion.
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Ejemplos
1. Sea f(x)=2x-3 hallar el dominio, la tabla de valores y la grafica.
Solucion:

Paso 1. El dominio de f esta dado enDom, =(-w,c0) 0 Dom, =R.

Paso 2. Una vez determinado el dominio, elegimos un conjunto de nameros para
calcular la tabla de valores, sustituyendo cada uno en f(x)=2x-3.

e -/
B -5
0 -3
1 -1
2 1

Paso 3. Ahora localizamos en el plano los puntos obtenidos y los unimos para
formar la grafica.
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2. Hallar el dominio, la tabla de valores y la grafica de la funcion
9(x)=x* +4x+4.

Solucion:

Paso 1. El dominio es Dom; = (—o0,).

Paso 2. Tabulacion:

X g(x)
-4 4
-3.5 2.25
—
DIEN 0.25
29 0
-1.5 0.25
=
-0.5 2.25
0o 4
05 6.25

Paso 3. Ahora localizamos en el plano los puntos obtenidos y los unimos para

\ j/I
6
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3. Hallar el dominio, la tabla de valores y la grafica de la funcion
h(x)= x® —4x.

Solucion:

Paso 1. El dominio es Dom, = (—a0,).

Paso 2. Tabulacion:

Paso 3.

La grafica es:

-5.62

2.62

1.87

-1.87

-2.62

5.62
15

Y A

»-10 ¢
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Ejercicio

Calcular el dominio, la tabla de valores y la grafica de las siguientes funciones.

1. f(x)=9-x°.
2. g(x)=3x+2.
3. f(x)=x*-8

7. g(x)=x*+6x +9x.

8. h(x)=—(x+5).

2.6.2 Funciones Racionales

Recordemos que las funciones racionales son de la forma

f(x)= P(x) donde, P(x)y Q(x) son funciones polinomiales y Q(x)#0.

Q(x)

Esta precision respecto a Q(x)#0 es fundamental para orientarnos sobre las
condiciones que debemos analizar para obtener el dominio de éstas funciones, ya
gue el dominio esté restringido para aquellos valores en los que el denominador es
diferente a cero.

Antes de calcular la tabla de valores vy la grafica para este tipo de funciones,
vamos a ver algunos ejemplos en los que solamente calcularemos el dominio de
diferentes funciones racionales, con la finalidad de familiarizarnos con el
procedimiento.
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Ejemplos

Hallar el dominio de las siguientes funciones:

X
1. f(x)= 3

Solucién:

Para que el cociente esté definido, es necesario que el denominador sea

5x -3
diferente a cero, entonces tenemos que encontrar los valores de x para los

cuales 5x—3=0 y eliminarlos del conjunto de los R .
3
Entonces x = 5

Por tanto el dominio de la funcion es el conjunto de los nimeros reales excepto el

punto x = : es decir:

Dom; = 9%—{2} , en forma de intervalo

Solucién:

En este caso, debemos hallar los valores para los cuales x> —-4=0, tenemos
entonces que:

>

x x N
TR
TR
NS
(@]
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Es decir x=2y x=-2, el dominio de la funcién es:

Dom, =R -{-2.2}, oelintervalo
Dom, =(-o0,-2)U(-2,2)U(2,00).

Solucion:

Para encontrar los valores en los que x°>-3x—-10=0 podemos resolver esta
ecuacion factorizando e igualando a cero cada factor,

x?-3x—-10=0
(x=5)x+2)=0
x—5=0 x=5
X+2=0 x=-2

Entonces x=5y x=-2, el dominio de la funcion es:
Dom, =R —{-2,5}= Dom, = (—o0,—2)U(-2,5)U(5,).

3
X2 +1

4. f(x)=

Solucién:

En este ejemplo, podemos ver que si x*+1=0 las soluciones no son reales, es
decir, no hay valores reales que satisfagan la ecuacién x* =-1, por lo tanto el
dominio es:

Dom; :9?:(—00,00).
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Ejercicio

Para cada una de las siguientes funciones, determina Unicamente los valores
criticos y el dominio correspondiente.

1. f(x):)):;.

° 1:(X):zx4—3

3 g(X):Sf)zlx'

4 h(x)=x21_1

5. 1),

6 h(x)zxz_l‘oles.
-2

° (X)=x3i016x'
o h(t):t2+4?t—12
10. g(X)=9_14X2
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Gréafica de las funciones racionales

Para  graficar las funciones racionales debemos considerar un elemento
importante en la gréfica de éstas, las asintotas.

Una asintota es una recta a la cual se aproxima la grafica sin tocarla o cruzarla.

Una funcion racional puede tener solamente una asintota horizontal, mientras que
en el caso de las asintotas verticales, puede tener mas de una.

Para calcular las asintotas verticales se utilizan los valores en los que no esta
definida la funcion, es decir en aquellos valores en los que el denominador es
igual a cero.

Para calcular la asintota horizontal podemos usar al criterio que compara el
grado de los polinomios de la fraccion:

f(x)= P(x) a,X"+a, X" +..+ax+a,

Q(x) " b x"+b_x" +. b x+b, es una funcion con P(x) y Q(x)

funciones polinomiales con Q(x)#0 y n,meX, entonces la funcion f(x) tiene
asintota cuando:

e n>m, f(x) no tiene asintota horizontal.
] , ., a
e n=m, laasintota horizontal de la funcion es la recta y = b

e n<m, laasintota horizontal es el eje X .

Una vez establecido el criterio para determinar las asintotas, vamos a describir los
pasos necesarios para graficar las funciones racionales.
e Paso 1. Hallar el dominio de la funcion.
e Paso 2. Hallar las asintotas horizontales y verticales.
e Paso 3. Calcular la tabla de valores considerando de manera especial a
aguellos valores que estan alrededor de los valores donde el denominador

se hace cero.

e Paso 4. Localizar en el plano las asintotas y los puntos obtenidos en la
tabla de valores y graficar.
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Ejemplos

Obtener el dominio, las asintotas y la grafica de cada una de las siguientes
funciones.

Solucion:

Paso 1. Dominio de f(x)

f(x):27x si x+4=0 entonces x=4.
X+4

Dom; =(—oo,—4)u(—4,oo).
Paso 2. Asintotas
e \Verticales: eslarecta x=-4.
e Horizontal: Como el grado del numerador es igual al del denominador,
] 2
entonces la asintota es larecta y= 1 2.

Paso 3. Tabulacién

Tomamos valores alrededor de x =—4, entonces

x  f(x)
-6 6
-5 10
-45 18
-35 -14
-3 -6
-2 -2
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Paso 4. Gréfica

i Ay
|
| 5
|
______ T-{-===
15 -10 -5, 5 X
I
|
|
| -10
10
2 t)= .
Solucion:
Paso 1. Dominio
0
g(t):t2 , Sit —4=0entonces t=2yt=-2.

Dom, =(-o0,-2)u(-2,2)u(2,00).

Paso 2. Asintotas
e Verticales: sonlasrectas t=2y t=-2.

e Horizontal: como el grado del numerador es menor que el del denominador,
entonces la asintota es el eje X, o0 larecta y=0.

Paso 3. Tabulacion

En este caso, se consideran valores alrededor de t=-2 vy valores alrededor de
t=2.
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t g(t)
-4 0.8
3 2

-25 4.4
-15 -5.7
-1 -3.3

0 -2.5
1 -3.3
1.5 -5.7
2.5 4.4
3 2
4 08

Paso 4. Gréafica

Solucién:

Paso 1. Dominio

h(x):l 32 sil-x*=0 entonces x=1y x=-1.
— X

Dom, =(-o0,~1)U(-11)U(L ).
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e Verticales: son lasrectas x=1y x=-1.

Unidad 2: Funciones y limites

e Horizontal: como el grado del numerador es menor que el del denominador,

entonces la asintota es el eje X, o0 larecta y=0.

Paso 3. Tabulacion

Consideramos los valores alrededor de cada valor .

X h(x)
-3 -.37
-2 -1

-15 -24
-0.5 4

0 3
0.5 4
15 -24
2 -1
3 -.37

Paso 4. Gréfica
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Ejercicios

Calcular el dominio, las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales, la
tabla de valores y la grafica de las siguientes funciones.

1 1=(X):4X1+3 6 h(x):ZG(’:(:‘ll)
2. 1(9= ;" 7oat)-
0= gy B 0= g
“ =gl W)= g1y
5. h(t)=XX22j116. 10 0=, b
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2.6.3 Funciones radicales

Introduccién

Las funciones radicales, también son llamadas funciones irracionales y son de la
forma:

f(x)=1/P(x) con neXy P(x) es una funcién polinomial.

Centraremos el analisis en aquellas funciones en donde el indice del radical es
igual a dos, es decir en las raices cuadradas de funciones polinomiales.

Ejemplos

1. f(x) = 3x+1.

2. f(x)=-/4-9x.
f(x)=—/9x*-4.

~5./16 — 25x%

4. f(x)= .

Para que estas funciones sean reales debemos asegurar que todos los valores
que se obtengan de evaluar la funcién polinomial que se encuentra dentro del
radical, sean siempre positivos, ya que de otro modo, se tendrian raices de
ndmeros negativos y éstos no son valores reales. Asi entonces las funciones que
vamos a analizar se representan por:

f(x)=-/P(x) con P(x)>0

Para calcular el dominio de estas funciones debemos resolver la desigualdad que
satisfaga que P(x)z 0, y una vez gque se tenga el dominio, se calcula la tabla de

valores para posteriormente graficarlas.

Antes, vamos a recordar algunas de las propiedades de las desigualdades.
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Propiedades de las desigualdades

Dada la desigualdad a>b con a,b e R tenemos que:

1. a+c>b+cy a-c>b-c concei.

2. ac>bc y E>E con c¢c>0.
cC ¢

3. ac<bc y i<g con c¢<0.

4. "Ja>"b con n>0.
5. Si a>by c>d entonces a+c>b+d .
6. Si a>by b>c entonces a>c.

7. Si a,b,cy dsontodos positivosy, a>b y c>d entonces ac>hd.

8. Si \x\za entonces x>a o0 x<-a.

9. Si \X\Sa entonces —a<x<a.

Estas propiedades las utilizaremos para simplificar las desigualdades, y poder asi
obtener el dominio de las funciones radicales. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos

Hallar el dominio, la tabla de valores y la grafica de cada una de las siguientes
funciones.

1. f(x)=-/3x-5.

Solucion:
Se deben hallar los valores de x para los cuales,

3x-5>0
3x>5

5
x>
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Dom, :E,ooj.

Una vez que se ha calculado el dominio elegimos algunos valores dentro de este
intervalo para la tabulacion.

Entonces, el dominio de f(x) es:

Tabulacion:
x  f(x)
5/3 0
2 1
3 2
4 2.6
5 3.2
Gréfica:
YA
5
4
3
2
1
2 4 6 8 10 X
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2. g(x)=-/9-4x.
Solucién:

Buscamos los valores de x que satisfacen:

(Propiedad 3)

Por lo tanto Domg :(— ooﬂ

Tabulacion:
X g(x)
-1 3.6
0 3
1 2.2
2 1
9/4 0
Gréfica:
YA
5
4
3\
2
1
4 2 2 4 X
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3. f(X)= \/m.

Solucién:

Buscamos los valores de x que satisfacen:

X?—4>0

X2 >4

X >2
X>2 0 x<-2 (Propiedad 8)

Dom, = (— oo,—Z]u [2, oo).

Tabulacién: Se eligen valores en ambos intervalos.

t f(t)

-4 3.4
-3 2.2
-2 0
2 0
3 2.2
4 3.4
Gréfica:

YA

8

6

4

2

8 6 -4 -2 2 4 6 8 X
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4. h(x)=—/16—-x".

Solucion:
Resolviendo la desigualdad,

16—-x>>0
—x*>-16
x* <16
X <4
—-4<x<4 (Propiedad 9)

El dominio es Dom, =[-4,4].

Tabulacion:
X h(x)
0
-34
-3.8
-4
-3.8

-34
0

| D B |
POoPRPO L

Gréfica:
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5. f(x)=+/x*+3x-10.

x> +3x-10>0
(x+5)x-2)>0

En este caso, como el producto de los factores es positivo, entonces ambos deben
ser positivos 0 ambos negativos.

Si ambos son positivos, entonces

Expresadas estas desigualdades como intervalos tenemos [-5,00)n[2,0) de aqui
la solucion es [2,).

Si ambos son negativos, entonces

X+5<0 y x—2<0
X<-5 y X<2

En forma de intervalo tenemos (—o0,~5] (- ,2] de aqui la solucién es (- o0,-5].

Por lo tanto, el dominio de la funcién es:

Dom, = (— oo,—5]u [2, oo).

Tabulacion:
X f(x)
-7 4.2
-6 2.8
-5 0
2 0
3 2.8
4 4.2
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Gréafica:
Y A
8 4
6 J
4
2 4
1210 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 X
5 g(t)z 36— 4t?
) | 5 .
Solucion:
Para calcular el dominio, si:
2
36 — 4t 50
36-4t> >0
t2<9
\t\s3
—-3<t<3
Entonces el dominio es:
Dom, =[-33].
Tabulacion:
t gt
-3 0
-2 1.5
-1 1.8
0 2
1 1.8
2 15
3 0
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Gréfica:

Ejercicios

En cada una de las siguientes funciones, hallar el dominio, la tabla de valores y la
grafica correspondiente.

=

o

f(x)=-/7x-21.
f(x)=—/9-2x.
h(x)=+/x* —25..
g(t)=[7-t)7 +1).

f(t)=-t*>-8t-9.

7 h(x): \ 100—425X2 .

10. f(t)=—/2t> -t-3.
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2.7 OPERACIONES CON FUNCIONES

En esta leccion vamos a estudiar las operaciones que se pueden realizar con las
funciones.

2.7.1 Operaciones aritméticas

Sean f y g funciones reales con Dom; el dominio de f,y Dom, el dominio de
g.
Se definen las operaciones de la suma, diferencia, producto y cociente como:

e (f+g)x)=f(x)+9(x) si xeDom,,, =Dom, NDom,.

e (f—g)x)=f(x)—g(x) si xeDom;_, =Dom, N Dom,.

e (fg)x)=f(x)g(x) si xeDom,, =Dom, N Dom,.

. (;j(x): ;())3 Si Xe Dom(;) = Dom; (1 Dom, —{x € Dom, /g(x):o}.
Ejemplos

Hallar para cada par de funciones, las operaciones f +g, f —g,fg vy i asi como
sus dominios.
1. f(x)=3xy g(x)=x*-1
Solucién:
Comenzamos calculando el dominio de cada funcion, utilizando los criterios que

hemos visto en las lecciones anteriores, entonces:

Dom; =*R.
Dom, =%R.

Entonces,
Dom; (1Dom, =RMNN =NR.

Calculamos las operaciones correspondientes:
o (f+g)x)=3x+x"-1=x>+3x-1.

Dom; 4 = Dom; (1 Dom, =R .
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o (f—g)x)=3x—(x* —1)=—x* +3x+1.

Dom; ) = Dom; (1 Dom, =R .

f-g)
o (fg)x)=(x)x* —1)=3x> —3x.

Dom,,, = Dom; (1 Dom, =K.

En la divisién se debe eliminar del dominio a aquellos valores en los que g(x)= 0
Es decir, los valores en los que:

x*-1=0
x=1 y x=-1

Por lo tanto, el dominio es

Dom[fJ =R—{~11}=(~o0,-1)U(-11)U (L ).

g

Y la regla de correspondencia es:
f 3x
—(x)= :
) (9)( e

2. f(x)=-/2x y g(x)=

X |

Solucién:
Calculamos el dominio de cada funcion.

Para f(x):
2x >0
x=>0.
Dom, =[0,).
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Para g(x):

El denominador se hace cero cuando x =0 entonces,
Dom, =R —{0}=(~,0)U(0,).

Ahora vamos a determinar la interseccion de los dominios:

Dom, N Dom, = [0,50)(((~0,0)U (0, 0))
=((0.%0)N (=,0)U([0,0)N (0,0))
=¢U (0,00)
= (0,00).

Una vez determinada la intersecciéon de los dominios, vamos a calcular las
operaciones entre las funciones.

(f +9g)x

3
)=\@+3= x\@u: A2 +1_
X X X

Dom,, = Dom, N Dom, = (0,0).

f+g)

1 x2x-1 +/2x®-1
f_ — 2 —_ = = .
(f—g)x)=-/2x 5 N »

Dom,_,, = Dom, N Dom, = (0,).

f-g)

(1)) = (2 1) =2 2,

Dom,,, = Dom, N Dom, = (0,00).

. [;j(x): \/)12(7 = X+/2X .

Dom[ = Dom, M Dom, = (0,).

3)
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Solucion:
Calculamos el dominio de cada funcion.
Para g(x): El denominador se hace cero cuando:

X_

X o1
1|l

0
5.
Dom, =R — {5} =(~0,5)U(5,).

Para h(x): El denominador se hace cero cuando:
X+2=0
X=-2.

Dom, =R —{-2}=(~0,-2)U(-2,).

Ahora la intersecciéon de los dominios es:

Dom, N Dom, =(R-E})N(R-{-2})
=R -{-25} .
= (~0,~2)U(-2,5)U(5,x)

Realizamos las operaciones entre las funciones:

2 X
f = - 4+ %
(f+9)x) x—5+x+2

_2(x+2)+x(x-5)
~ (x=5)x+2)
_ 2X+4+x? —5X
-~ x2-3x-10
_ x?-3x+4
~x?-3x-10"
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2 X
f— - -
( g)(x) X—=5 Xx+2

_ 2(x+2)-x(x-5)
~ (x=5)x+2)
_ 2x+4-x*+5x
~ x?-3x+10
=xP+7x+4

~ x2-3x-10 °

e

. _x
(x=5)x+2)
2X
x?—-3x-10

Para cada una de estas operaciones el dominio esta definido en:

Dom, N Dom, =(R-E)N(R-{-2})
=R-{-25}
=(~0,~2)U(-2,5)U(5,x).

Ahora calcularemos el cociente de las funciones:

El dominio es el conjunto 9{—{—2,5}, excepto aquellas x que anulan al
X

denominador, en este caso h(x)= :
X+2

El denominador se hace cero en x=0 . Asi, el dominio de esta funcién es el
conjunto R —{-2,0,5}.

Dom[f] =R -{-2,05}

g
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Ahora calculamos la regla de correspondencia para la division.

2

. [fj(x):x 5 _2x+2)

x(x—5)

X
X+2

. x?  sixel[-5-1)
4. Dadas las funciones f(x)=x-4 =
. ()= y ol {2x+1 si xe[-13]

Hallar g—f vy ? asi como los dominios correspondientes.
Solucién:

El dominio de f(x)=%R.

Entonces:
X2 —x—4 si xe[-5-1)

o (9-f)x)=1(2x+1)-(x~-4)
=2X+1-x+4
=Xx+5 si xe[-13]

En este caso, el dominio esta bien definido porgque el punto donde el denominador
se hace cero es en x=4 y este valor queda fuera de los intervalos donde esta

definida la funcion.

[ $)w- S
iis si xe[-13]
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Bx—-2 six<l1
3x+1 si x>1

_ X si x<0
5. Dadas las funciones f(x)z{

y 9(X)={

x> si x>0
Hallar las funciones suma f +g y producto f g.

Solucion:
Debemos considerar los intervalos donde se pueden realizar las operaciones.

Observemos que cuando x <0 se tiene f(x)=x y g(x)=5x-2.
De modo que la funcion suma es, en este intervalo,

(f +g)x)= f(x)+g(x)= x+5x—2=6x-2.
Y la funcién producto es:

(f g)x) = f(x)g(x)=(x)Ex—2) = 5x> - 2x.

Cuando x>0y x<1, se tiene f(x)=x>y g(x)=5x—2. Entonces, para 0<x<1
tenemos:
(f +g)x)= f(x)+g(x)=x* +5x—2 = x* +5x - 2.

(f g)Xx)= fF(x)g(x)=(x? (5x—2) = 5x® —2x2.

Y

Finalmente, parax>1 se tiene f(x)=x*> y g¢(x)=3x+1, de modo que en este
intervalo tenemos:

(f +g)x)= f(x)+g(x)=x* +3x+1.

(f g)x)= F(x)a(x)=(x? 3x+1) = 3x* + x*.

En sintesis, tenemos:

6x —2 si x<0 5x* -2x six<0
(f+g)x)=4x*+5x-2 si 0<x<1 y (fg)x)=15x*-2x* si 0<x<1
X2 +3x+1 six>1 3 +x* six>1
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Ejercicios

En cada caso, encuentra el dominio de cada funcidbn y las operaciones
f+g, fg, iasi como el dominio de las funciones obtenidas.
g
1. f(x)=5x+7 y g(x)=4-x°.
2. f(x)=x*+2x y g(x)=x+3.
3. f(t)=3t+12 y g(t)=t-4.

4, f(t): x/ﬁ V4 g(t): x/f.

1
6. 1‘(x)=x2_16 y g(x)=-/2x-5.

7. f(t)=-/4t+12 y gt)=-A1-t.

8. f(x)=x*+3 y g(x)=2x+8.

10. f(x)=-/9x-18 vy qm=¥*2.

4x+3 si x<1
, y g(x)=x+2.

X si x>1

11. f(x):{

Xx—=3 si x<0 )
12.f(x)_{x+3 SXEy g=x -,

t>  site(-x,0)

t)=2t+1.
~t?  si tel0,) v o)

13. f(t)z{
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2.7.2 Composicion de funciones
Otra operacion importante que se realiza entre las funciones es la composicion.

Sean f y g funciones reales con Dom; el dominio de f y Dom, el dominio de
g, la composicion de g con f se define como

(fog)x)=f(g(x)

Selee “g compuestacon f” 0“g seguidade f”, yeldominio es:
Dom,.,) ={ xe Dom, | g(x)e Dom, |.

La operacion de la composicién también se puede ver como la “sustitucion de una
funcién en otra”.

Ejemplos

1. Si f(x)=x> 'y g(x)=3x+1 ,obtener fog,gof, y los respectivos
dominios.

Solucion:
Comenzamos encontrando el dominio de cada funcién:

Dom, =*R.
Dom, =%R.

e Parala composicion f og tenemos:

Dom,.,, =1 xc Dom, | g(x)e Dom, |

{xeR| 3x+1leR|
R

Ahora, obtenemos la regla de correspondencia

(fog)x)=f(g(x))= f(3x+1)=(3x+1).
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e Parala composicion go f tenemos:

{ xeDom, | f(x)e Dom, |
{XESR‘ x? efﬁ’}
R.

Dom(gof)

La regla de correspondencia es:

(g0 £)x)=g(f(x)=g(x?)=3(x?)+1=3x2 +1.

De lo anterior, concluimos que:
(fog)x)=(x+1)° y (gof)x)=3x*+1.
Domq) = Dom, ) =R.

Ademas, observamos que la composicién no es conmutativa, es decir,

(fog)x)=(ge f)x).

2. Sean f(x)=)5(+7 y g(x)=-/x+3, hallar fog y gof, yeldominiode

cada una.
Solucién:
Calculamos el dominio de las funciones:

Dom; =*R.

Dom, =[-3,m).
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e Para fog tenemos:

{ xeDom, | g(x)e Dom, |

{Xe[—3,oo)‘ x/mei}i}
[-3,0)

Domy.q)

Y la regla de correspondencia es:

(o 0)0)= Flg(x)= 1(x+3)=""2 7.

e Para gof tenemos:

Domy,.,, ={ xe Dom, | f(x)e Dom, |

={XGER | ;4-7 e[—3,oo)}.
Por lo tanto, tenemos que encontrar los valores de x que satisfacen la condicién
;+ 7 e[-3,20), es decir:
i+ 7>-3
5
X

—>-10
5

x >-50, de donde x € RN[-50,00)=[-50,).
Entonces:
D(:)m(gc f) = [— 50, (1)) .

La regla de correspondencia es

(go f)x)= g(f(x)):g(x+7j:\()5(+7j+3 :\)5(+1O.
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3. Si f(x)=

X |

y g(x):x4 encontrar fog, gof y gog.
X_

Solucioén:
Calculamos los dominios de f yde g.

Dom; =R —{0}=(~,0)U(0,).
Dom, =R — {4} = (—0,4)U(4,).

e Para fog tenemos:

Dom,.,) = { xe Dom, | g(x)e Dom, |

Xi4e%—@%.

={x6m_m}

Para encontrar los valores que satisfagan la condicion

resolver:

Por lo tanto, X4es distinto de 0 siempre que x=0.
X_

Entonces el dominio son los puntos distintos de 4 y distintos de 0, asi

Dom,_, =R —{0,4}=(-0,0)U(0,4)U(4,00).

La regla de correspondencia es:

(1eah0=1a)= 1 2, -+ =

e Para gof tenemos:

Dom. ={xe Dom, | f(x)e Domg}:{XGSR—{O} eSR—{4}}.
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La dltima condicion es que ~sea distinto de 4, entonces debemos resolver la
X

igualdad para encontrar el valor que debemos eliminar. Asi:

14
X
1=4x
1
—=X.
4

Esto significa que 1 es diferente a 4 siempre que x # 111
X

Por lo tanto, el dominio de g f son los puntos distintos de 0 y de 411

1
Dom(gof) = iR - {0, 4}

o)

La regla de correspondencia es:

<gof><x>=g<f<x>>=g(1j=li ML

X

>
x

Nota: Conviene obtener el dominio de la composicion a partir de la definicion,
independientemente de la funcidén que resulta una vez hecha la operacion, pues si
lo calculamos a partir de ésta, el resultado puede no ser el mismo.

Por ejemplo en la composicion de go f tenemos:

(g ))=-*

1-4x

y el dominio natural de ésta funcion es 9%—{4}, que no es el dominio que

obtuvimos anteriormente.

84



Unidad 2: Funciones y limites

e Para gog tenemos:

Domy,.,) = { x € Dom, | g(x)< Dom, |

={x6m_{4} X4em_{4}}.

X_

Aqui la condicion es que —45ea distinto de 4, en éste caso debemos resolver la

igualdad para encontrar el valor que debemos eliminar, entonces:

X

X—4
X=4x-16
—3x=-16

Esto significa que es diferente a 4siempre que x¢136. Por lo tanto, el

dominio de g o g son los puntos distintos de 4 y de 1:

Por ultimo, la regla de correspondencia de la composicién es:

X X
~ o X ). x-4 _ x-4 _ X X
(g°9)x)=9(g(x) Q[X_AJ X _, X—4(x-4) " x-4x+16 16-3x’
X—4 x—4
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Observacion:

Conviene calcular el dominio de la composicion de manera independiente a la
regla de correspondencia, ya que si primero se obtiene la regla de
correspondencia y después se calcula el dominio, éste puede no coincidir con el
dominio de la composicion. Por ejemplo, el dominio natural de

h(x)=-

16— 3x

Es R —{1:} = [— 0, 1:) u(ls,oo], gue no es el dominio de la composicién gog.

Ejercicios

Encuentra fog y gof, ademas determina el dominio de cada una de las
funciones.

1. f(x)=2x+3 y g(x)=16-x". 7. f(x)=-/x*-36 y

Q(X)=\/m-
8. f(x)=-/x-1y g(x)=9x+1.

2

2. f(x)=-/x+6 y g(x)=);.

3. f(x)=x*-3x-10 vy

2t+3 t-5
— 9. f(t)= t)= .
g(x):—l. © t—4 7 9(t) 3t-2
X
10. f(x)=+100-x* y
x—1
4. t(x)="—T vy 9g(x)=1Bx X2
X+1 g(x)= 5
25-X
5. f(t)=-t y glt)=t"
11. Hallar fof si f(x)=+/x*-9.
t t+3
6. f(t)zm y g(t):T' 12. Hallar f o f y gog
. X X+5
f = = .
si f(x) x+1 v 9i) 2x—4
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2.8 LIMITES

Introduccién

El concepto de limite es fundamental en el estudio de las funciones.
De hecho, los limites tienen una importante participacion en el desarrollo del
Célculo. Por ejemplo:

a) La pendiente de la recta tangente a una curva es el limite de las pendientes
de las rectas secantes.

b) La longitud de una curva es el limite de los caminos poligonales.

c) El area de una region limitada por curvas es el limite de la suma de las
areas de las regiones delimitadas por segmentos de rectas.

d) La velocidad instantanea es el limite de las velocidades medias.

Ya que este curso es el primer acercamiento que tienen los estudiantes a este
concepto, no lo abordaremos desde la definicion rigurosa, sino desde la nocion
intuitiva de estar cerca de un valor.

El objetivo del estudio de los limites se puede sintetizar como:

El comportamiento que tienen las imagenes de la funcién f(x) cuando la variable
X se encuentra cerca del valor a.

2.8.1 Nocién de limite

Sea a un numero real y f una funcién definida “cerca” de a aunque no

necesariamente en a. El nimero L es el limite cuando x se aproxima a a, y se
representa
lim f(x)=L

X—>a

Si y s6lo si los valores de la funcion f(x) se aproximan, o tienden, a L cuando x
se aproxima a a.

Se dice que el valor de una variable se aproxima o tiende a una constante como
limite cuando la diferencia entre el valor de la constante y el valor de la variable se
hace y llega a ser menor que cualquier cantidad, por pequefia que ésta sea.
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Veamos algunos ejemplos de aproximacion al concepto de limite de una funcion.
Ejemplos

1. Sealafuncion f(x)=x?, encontrar su limite cuando x tiende a 4.
Solucién:

Consideremos algunos valores de x cercanos a 4.

Tabla 1
X f(x)
3.5 12.25
3.6 12.96
3.7 13.69
3.8 14.44
3.9 15.21
3.99 15.92
3.999 15.99

En la tabla 1, los valores de x son cercanos a 4 “por la izquierda”, y el valor al

gue se aproxima f(x) es 16. En este caso decimos que:
lim x* =16.
X—4"

Tabla 2

X f(x)

4.001 16.008
4.01 16.08
4.1 16.81
4.2 17.64
4.3 18.49
4.4 19.36
4.5 20.25

En la tabla 2, los valores de x son cercanos a 4 “por la derecha”, y el valor al que
se aproxima f(x) es 16. En este caso decimos que:

lim x? =16.

x—4"
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A estos limites lim x* =16 y lim x> =16 se les llama limites laterales.

X—4~ x—4"

Como son iguales, entonces concluimos que Iirr)1 x* =16.
X—>

lim f(x)=L=lim f(x) ,siysoélosi limf(x)=L.

x—a~ x—a* X—>a

Podemos verificar graficamente que lim x> = 4.

X—2

., X si x<4 . ,
2. Sea la funcion g(x) :{ 3si x>4 hallar su limite cuando x tiende a 4.
-3si x>

Solucion:
Calcularemos valores cuando x tiende a 4 por la izquierda:

X f(x)

Seeee 3.999
3.99 3.99
3.9 3.9
3.8 3.8
3.7 3.7
3.6 3.6
3.5 3.5

Entonces lim f(x)= 4.

X—4~
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Ahora valores cuando x tiende a 4 por la derecha:

X f(x)

4.001 =3
4.01 =3
4.1 =
4.2 =3
4.3 =3
4.4 =
4.5 =3

Entonces lim f(x)=-3.

x—>4"

Por lo tanto, como lim f(x)= lim f(x) . Entonces lim f(x) no existe.
X—>

X—4~ x—>4"

Graficamente lo podemos verificar:

YA
3.
2.
1.
4 24 2 4 6 8 X
21
-3- °
41
51
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2.8.2 Propiedades de los limites

1. Si f(x)=c , funcién constante, entonces el limite de f(x) cuando x tiende
a a esigual a c. Es decir,
limc=c.

X—a

2. Si f(x)=x , la funcién identidad, entonces el limite de f(x) cuando x
tiende a a esigual a x. Es decir,
limx=a.

X—a

3. Si f(x) es una funcion polinomial de grado n, entonces :
lim f(x)=f(a).

Si f y g son dos funciones tales que lim f(x)=L y limg(x)=M y ce R,

X—>a

entonces:

4. lim(f +g)(X)=Ilmf(x)+limg(x)=L+M .
5. lim(f —g)(X)=limf(xX)=limg(x)=L-M.
6. limcf(x)=clim f(x)=cL.

7. lim(fg)(x) = lim f () lim g(x) = LM .

f limf(x) |
8. liml —|(x)=>>2 =—, S g(xX)#0 y limg(x)=0. A partir de esta
x->a| g lim g(x) M x—a

propiedad podriamos decir que:

Si f(x) es una funcion racional y a es un punto del dominio de la funcion,
entonces:

lim f(x)= f(a).

X—a

9. m[f(x)]“ {lim f(x)}n =L".

X—a

10. lim1/f(x) = n/lim f(x)="/L,

X—a X—a

Cuando n es par, la formula es valida si lim f(x)>0 .

X—a
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A partir de las propiedades anteriores, es posible calcular el limite de muchas
funciones.

Ejemplos
Calcular los siguientes limites.

1. lim7=7

X—4

Es el limite de una constante.

2. lim3x®+7x*> —=2x+1.

x—0

Solucion:

La funcion f(x)=3x>+7x?-2x+1 es una funcién polinomial, de modo que
podemos usar la propiedad 3 para escribir:

lim 3x® + 7x* —2x+1= f(0)=3(0)* +7(0)* —2(0) +1=1.

x—0

El significado del resultado obtenido lim 3x® +7x* —2x+1=1 es que los valores

x—0

que toma la funcion f(x)=x®+7x? —2x+1 pueden estar tan cerca de 1 como se
quiera, si se toma a x suficientemente cerca de 0.

. 54+x?
3. lim )
-l X+4

Solucion:

La funcion f(x)= 5x+ X4
+

nameros reales excepto los ceros del denominador : x=—4.

es una funcién racional cuyo dominio son todos los

Como x=1 se encuentra dentro del dominio de la funcién, podemos usar la
propiedad 8 para calcular el limite, el cual es:

lim =
-1 X+ 4

5+x° f(l)—5+12 _5+1_6
1+4 1+4 5
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4. lim(x-2)*(4x+10).

X—>—3

Solucion:

La funcion f(x)=(x—2)°(4x+10) es una funcion polinomial, de modo que
podemos usar la propiedad 3 para escribir:

lim (x—2)*(4x +10) = f(-3)=(-3-2)*(4(~3)+10) = (-5)°(- 2) = -50.

X——3

. X—2
5. lim ., ——.
x—>7\ X

Solucién:
Como Iirr;x_zz 77_2:§2 0, la propiedad 10 nos dice que:
X—> X
lim | X=2 - /|imx‘2 = F
x—7 X \ x>7 X \ 7 '
Ejercicio

Calcula los siguientes limites.

1 lim X*C 6. lim _ >t
x>-4  2x -1 x>% 33X +5x-2
2. lim 4a?+7at’. . Bx?—4x+3
t—0 7 ||m27
x>0 2X° +6X—8
3. lim +/6x*>+19.
x—1 . 4y_7
8. Ilim 3 )
=1y 41
4. tim —3*X
=0 X°+7

3_
9. lim>X ~#+2

x>1 X+5
5. lim 3¥/x*+3x-2.

x—10
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2.8.3 Limites indeterminados del tipo 8

Ahora vamos a abordar el problema de calcular limites lim f(x), cuando f(a) no

X—a

existe por ser una forma indeterminada del tipo 8

Para resolver este tipo de limites, vamos a abordar tres casos dependiendo del
tipo de funciones polinomiales involucradas.

e Caso 1: Usando factorizacion.

Ejemplos

2
1. Calcular lim X" -49

x->7 X—7

Solucién:
Comenzaremos calculando el limite de cada polinomio, es decir:

Iirr71 X?—49=72-49=49-49=0
limx-7=7-7=0

X—7

Por lo que no es posible calcular el cociente de los limites. En este caso el
numerador se puede factorizar y la fraccion se simplifica, entonces:

x* —49 _(x=7)(x+7)

=X+7, Si xX#7
X—7 X—7

y Iirr;x+7:7+7=14.

Por lo tanto,

. x2-49
lim =
x>7 X—7

14.
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2
. X- -9
2. Calcular |Im27.
x=3 X° —5X+6

Solucién:
Observamos que:

limx*-9=3-9=9-9=0
lim x* —5x +6 =37 -5(3)+6=9-15+6=0

Por lo que no puede calcularse el limite como el cociente de los limites.
Nuevamente factorizamos los polinomios para simplificar la funcién, entonces:

xX*-9  (x=3)(x+3)  x+3

5 = = ,SI X#3
X“=5x+6 (x-2)(x-3) x-2
. Xx+3 3+3 6
y im="_—"=""="=6 .
-3 X — -2 1
Por lo tanto,
2_

x>3 X2 —5X +6

3 —
3. Calcular Iim2X—64.
x4 2X° —16X + 32

Solucién:
Observamos que:

limx®-64=4°-64=64-64=0

x—4

lim 2x* ~16x+32=2(4)° ~16(4)+32=32-64+32=0
Por lo que el limite no puede calcularse como el cociente de los limites.
Factorizando el numerador y el denominador:

x*—64  x*-64  (x—4)(X*+4x+16) Xx* +4x+16
2x* —16x+32 2(x*-8x+16)  2(x+4)(x—4) 2(x +4)

, Sl x=4
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x?+4x+16 47 +4(4)+16 48

lim = 3.
Yo 2(x+4) 2(4+4) 16
Por lo tanto,
3_
im_ X% _3
x=4 2X° —16X + 32
4. Calcular Iim1 L—E )
=072\ 7+2 7
Solucion:
Observamos que:
1 1 1 1
Si 1(1—1j=7+27, entonces Iim( ! —1J:Iim7+27.
I\T7T+z 7 Z >0\ 7+7 7 20 Z
De donde Iimi—lzi—gzl—izo
=07+z 7 740 7 7 7

y limz=0

z—0

Por lo que no podemos calcular el limite como el producto de los limites,
En este ejemplo, antes de factorizar es necesario resolver la fraccion algebraica.

1( 1 _1)_7+z_7_ 7(7+2) ) \49+7z
Z\T+z2 7 VA YA yA

(5.7
49+ 72 A

2 2(49+72) 49+7z

siz#0

-1 -1 1

>0 49+7z  49+7(0) 49

) 1( 1 1j 1
Iim=| - — -2 [=——_.
>0 z\7+z2 7 49

Por lo tanto,
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y b

2 2

5. Obtener Ilim bii
y-b® y—b

Solucion:
Observamos que:
4 2 4
|iml2—b7=b7—%=1—1=0.
y-b2p® y® b (b%)

lim y—b? =b* -b* =0.

y—b?

Entonces no es posible calcular el limite como el cociente de los limites.

Antes de calcular el limite resolvemos la fraccion simplificAndola a la minima
expresion:

y b® y*-b®  (y-b*)(y’+yb®+b?)

b2 y2 _ b2y2 _ b2y2
y —b? y—b? y—b?
_ 2 2 2 4 2 2 4
_(y b(y)(_ybz;byzt;z+b )_(y +b>gk;2+b) Siysb?.
_(y*+yb?+b*)  (0b%)?+b%?+b* b*+b*+b* 3b*
y Ilmz 2,,2 - 2.2 = y = =3.
b b2y b2b b b
Por lo tanto,
y b
2 2
lim > Y 3.
y—b? y_b
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Ejercicios

Calcula los siguientes limites.

2
1. fim X=X
X—>6 X—6
2 fim Y-l

y-> 1% 3y? +5y -2

3. lim
x—b 2x—2b
2
4. "mw,
x—3 3_)(
2
5. "mw,
t—0 t

x?k +3xk? + k3

6. im 5
k-0 2xk 45k
2
7. lm, ot
x>2 \[x2 —3x+2
3
8. "m(5+h)——125.
h—0
11
9. limX 7.
x->7 X—71

2x2 — 2bx + xh —bh

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Iimﬂ
z—1 22_2 '

. \/X2 -16
lim———.
x>4 X —4
Sugerencia: factoriza el numerador y

simplifica las potencias antes de
calcular el limite.

1 +1
X+1

x—>4ﬁ
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e Caso 2: Usando racionalizacion.

Veamos el limite siguiente

lim x/4+ X—2
x—0 X )

En este caso, no es posible factorizar ninguno de los términos de la fraccion, sin
embargo al calcular el limite evaluando tanto el denominador como el
denominador obtenemos:

"IT(])\/4+X—2:\/4+0—2:O.

lim x=0.

x—0
Entonces no podemos calcular el limite como el cociente de los limites.

Vamos a simplificar la expresién, multiplicando el numerador y el denominador por
el conjugado del numerador para eliminar la raiz cuadrada y poder factorizar.

Entonces:
JA+x =2 [JA+x-2)JA+x+2) (J4+x)* -4
X X JA+Xx+2) X(\/A+X+2)
4+x-4 X 1 .
- = = si x#0
X(JA+x+2) X(JA+x+2) JhA+x+2
De donde:

Iimx/4+x—2 1 1 1

= lim

>0 X 0 [A+x+2 JA+0+2 4
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Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

1. lim *7/7“”(_*5
x—0 X

Solucion:
Observamos que,

Iirrgx/7+x—\7=0.

lim x=0.

x—0

Por lo que no es posible calcular el limite como el cociente de los limites.

Entonces calculamos el limite multiplicando y dividiendo por el conjugado del
numerador para eliminar la raiz cuadrada y poder factorizar.

\/m—\/?_ JTHX =T T+x+47 _(x/m)z—(xﬁ)z
X - X JT+x+47)  x(JT+x+4/7)
7+xX-7

X 1
- X(x/7+X+x/7) - Xx/7+X+x/7_ \/7+X+\/7

si x#0

. 1 1 1
Ilm = = .
y x—0 x/7+X+x/7 \/7+O+\ﬁ 2x/7
Por lo tanto,
lim x/? + X — x/? _ 1
x—0 X 2\/7 '
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2
2. limb 34
t->1 \t+3—2

Solucion:
Observamos que:

Itin‘l1t2 +3t-4=1"+3(1)-4=0.
Itirrln/t+3—2=\1+3—2=\4—2=2—2=0.

Por lo tanto, no podemos calcular el limite como el cociente de los limites.

Para eliminar la raiz cuadrada y poder factorizar, multiplicamos el nhumerador y el
denominador por el conjugado del denominador, y calculamos el limite:

t2+3t—4 (t2+3t—4j(\/t+3+2J_ (t2 +3t—4)t+3+2)

J+3-2 Lt+3-2 )\ t+3+2) N

(2 est-a)tr3+2) (t+a)e-1)(/t+3+2)
N t+3-4 - t—1

= t+4)(/t+3+2) si t=1

asi, lim (t+4)(t+3+2)=@+4)1+3+2)=5(4)=20,
De donde
2 —
lim P34 9
=1 t+3-2
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3
. x-1
3. lim> .
x>l x—1
Solucién:

En este limite, observemos que al evaluarlo obtenemos:

|irq%&—1=%ﬂ—1=1—1=0.
limx-1=1-1=0.

Xx—1
Por lo tanto, no podemaos calcular el limite como el cociente de los limites.
Sin embargo a diferencia de los casos anteriores, no se puede multiplicar por el
conjugado porque no es una raiz cuadrada, entonces para eliminar la raiz,

debemos multiplicar la fraccidn por la expresiéon que “complete” la diferencia de
cubos.

Recordemos que: (a—b)a? +ab+b?)=a®—b°.
En este caso, si hacemos a =3/x y b =1 tenemos

a’+ab+b?= (i&)z +<i&)(1)+12 —3/x2 £3/x +1.

Entonces, usando el producto notable mencionado arriba, si a la expresion 3/x -1
la multiplicamos por im+§&+1 , podremos eliminar las raices cubicas.

(i X —1) (%/X72+3\&+1)= 3x)* ~1° =x-1.

Entonces:

ix—l_(%x—l}[%ﬁﬁ&ﬂ} x—1

x—1  x-1 | 3/x2 +3/x +1 :(x—l)(sx/x7+%&+1)
= ! si x=1
/x2 +3/x +1)

. 1 1 1
y lim = =",
X1 (%/x2 +i&+1) 312 +31+1 3

Por lo tanto,
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Ejercicios

Calcula los siguientes limites.

_ 3 _
1. fim 1FX=3 7. lim X*7=2
x>8 X—8 -l xT -1
2. fim X*+i=vl=x 8. lim X*%
Xx—0 X X‘)—64§\/;+4
o t-11 x% -1
3. lim——. 9. lim_ X ~"* .
o1t — 11 x>1. X+ 2 + X
4 fim X +5-3 10. lim t .
T2 x—2 >0 ./t + 25 — /25—t
J— J— 2_ J—
5. fim (10X = 8+x 11, fim =473
x-1 x* -1 3 t? -2t +6 -t
. 3ly+27-3 - -
6. lim /"= 72 12, fim X +5 - 13-x
y—0 Yy X—>4 AX =2
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e Caso 3: Factorizacion con divisiéon sintética.

Hay algunos limites que al calcularlos dan como resultado una indeterminacion del
tipo 0’ y que para factorizarlos debemos recurrir a la division de polinomios, o a la
division sintética.

Veamos el siguiente limite:

Xt 23+ 2x2 +3x+2
lim 5 )
x—>-1 X" +1

Al calcular el limite en cada polinomio obtenemos,

lim x* +2x% +2x% +3x+ 2 = (-1)" + 2(-1)° + 2(-1)° +3(-1)+2

x—-1

=1-2+2-3+2=0.

lim x* +1=(-1)’ +1=-1+1=0.

X—>-1
Por lo que no podemos calcular el limite como el cociente de los limites.

Trabajando los polinomios por separado, vamos a factorizarlos, dividiéndolos
entre x+1, usando la division sintética, (sabemos que es divisible porque el
resultado de la evaluacion es cero, lo cual significa que —1 es raiz del polinomio).

1 2 2 3 2
b -1 -1 -1 -2
1 1 1 2 0

-1

El polinomio del numerador se factoriza como:

X* 2% +2x% +3x+2 = (X +1) 0 + X% + X+ 2).

Ahora se factoriza el denominador, usando la diferencia de cubos, de tal modo
que,
X +1= (X +1)x2 —x+1),
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Entonces:

XP 420+ 27 +3x+2  (Xx+1)C + X2 +x+2) x4 X7 +X+2 S 1
x® +1 (x+1)x? —x+1) X2 —x+1 '

y lim X+x?+x+2 1°+1°+1+2 5
x> X7 —x+1 17 -1+1 1

Por lo tanto,

X 23+ 2x% +3x+ 2
lim . =
x> -1 x> +1

5.
Ejemplos
Calcula los limites siguientes.

o x¥P—2x?-2x-3
1. lim Z 3
x=3 X" —2x° =27

Solucién:
Observamos que:

lim x® —2x2—2x-3=3°-2(3)2-2(3)-3=27-18-6-3=0.

Xx—3

limx* —2x® -27=3*-2(3)® -27=81-54-27=0.

Xx—3

Por lo tanto, no podemos calcular el limite del cociente.

Factorizamos los polinomios dividiendo cada uno entre x—3. Usamos la division
sintética en el numerador, de tal modo que,

2 1 -2 -2 -3
—}i 3 3 3
1 1 1 0
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El numerador factorizado es:
X3 —2x% = 2x—3=(x=3)x? + x +1).

Ahora realizamos la division sintética con el denominador,

‘1—200—27
3 39 27
1 1 39 0

y el denominador factorizado es:

x* —2x® =27 = (x=3)(x* + x* +3x+9).
de donde,
X*—2x -2x-3 _ (x=3)x* +x+1) X +x+1

= si x#3
x*—2x*-27  (x=3)0¢ +x? +3x+9) x*+x>+3x+9

v lim x*+x+1 34341 13
o3 x° 4 x?+3x+9 3 +32+33)+9 54

Por lo tanto,

. x¥-2x?-2x-3 13
lim Z 3 =,
=3 X" =2X%° =27 54
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) x* —5x% +20x —16
2. lim 2 5 > )
x—4 X" —3x° —8x“ +12x+16

Solucién:
Calculando el limite de cada polinomio, observamos que:

lim x* —5x” +20x ~16 = (4)' —5(4) +20(4)-16
=256-320+80-16=0.

lim x* —3x® —8x* +12x +16 = (4)' —3(4)° —8(4)* +12(4)+16

X— 4

=256-192-128+48+16=0.

Por lo que no podemos calcular el limite como el cociente de los limites.
Factorizando mediante la division entre x—4 tenemos que:

La division sintética en el numerador es:

‘1 -5 0 20 -16
1 4 -4 -16 16
1 -1 -4 4 0

La factorizacion del numerador es:

x* =53 + 20X —16 = (x— 4)x® — x? —4x + 4).

Ahora realizamos la divisién sintética en el denominador:

‘ 1 -3 -8 12 16
-1 4 4 -16 -16
1 1 -4 -4 0

La factorizacion del denominador es:

x* —3x% —8x% +12X+16 = (x— 4)X° + X2 —4x—4).

107



Unidad 2: Funciones y limites

de donde,

X' =5x>+20x-16  (x—4)(X* —x*—4x+4) (x°*—x>—-4x+4)

six=4
X' =3x*—8x* +12x+16 (x—4)(xX*+ x> —4x—-4) (X’ +x*—4x-4)

y Iim(x3—x2—4x+4)_43—42—4(4)+4_64—16—16+4_§_§
o4 (x3+x2—4x—4) 4°+4°—4(4)-4 64+16-16-4 60 5

Por lo tanto

) x* —5x% +20x —16 3
lim =_.
x>4 x4 —3x% —8x%+12x+16 5

Ejercicio

Calcula los siguientes limites.

4 s _
1 tim X 71 6. lm U _1t*0
x>-1x% 41 =2 7 -4t 4+t -2
3 9y 4_
2. lim X 22 7. lim X%
>3 X" —27X x=2 X —2X—4
- x®+12x* -10x -3 . 2*+32°+72°-52-6
3. lim—; 5 . 8. lim Z .
x>l X° +9x° -6x—-4 -1 2" +2z-3
4 fim 28721 .
M il itos im (X=4)* +3(x=4)” +x* ~16
x4 x® — 64 '
3 _ 2 _
5. lim Y T2 ~2Y=3
Ty ey e S5 2t - 2t-2
10. lim L oA m2tm2

51 t° + 3t — 4t + 8t -2t -6
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Unidad 3: Derivadas

UNIDAD 3

3. DERIVADAS
Introduccién

En este capitulo abordaremos el tema de derivada de una funcion, para
introducirnos en este concepto usaremos la nocion geométrica. Mas adelante
veremos las principales formulas de derivacion y por ultimo la aplicacion de las
derivadas en la solucion de problemas de méximos y minimos.

3.1 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Tangente a una curva

Una tangente a una circunferencia es una linea recta que toca a la circunferencia
en un solo punto, el cual recibe el nombre de punto de tangencia. Una recta
secante a una circunferencia es aquella que la corta en dos puntos.

tangente

secante

Esta definicién solo puede ser aplicada a curvas cerradas pero no a curvas mas
generales. Por ejemplo:
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Unidad 3: Derivadas

En esta curva ¢, aunque la recta / la toca en un solo punto, la curva no queda de
un solo lado de la recta. Este ejemplo no nos permite definir la tangente como una
recta que toca a una curva en un solo punto, de manera que la curva quede de un
solo lado de la recta.

Definimos la recta tangente a la curva en el punto P como la posicion limite de la
recta secante PQ cuando Q tiende a P.

La derivada de una funcion f(x) en el punto P representa la pendiente m de la
recta tangente a la curva en dicho punto.

Recordemos que en geometria, dados dos puntos P(x,y,) y Q(x,,vy,) la
pendiente queda definida por:
Yo=Y

Mpy = .
Q
Xy, =%
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Unidad 3: Derivadas

Ahora, calculamos

Q((x+h), f(x+h)),

la pendiente de la secante PQ,

con P(x,f(x)) vy

_ f(x+h)-f(x)
~ x+h-x

Entonces, graficamente tenemos:

_ f(x+h)- f(x).

h

Y A

f(x+h){

Ay=f(x+h)—f(o
f@) 1=

»
Ll
X
—
-_—

Cuando h tiende a cero, tenemos la pendiente de la recta tangente a la curva, y
se expresa como:

m

h—0

. f(x+h)=f(x
tangentezllm ( h) ()

Si el limite existe.

Ejemplos

1. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva cuya ecuacion es
f(x)=x?—3x+2 en el punto (4,6).

Solucioén:

Calculamos

f(x+h)=(x+h)’ =3(x+h)+2=x*+2xh+h* —3x—3n+2
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Unidad 3: Derivadas

Entonces
- f(x+h)=f(x) . x*+2xh+h®-3x—3h+2-x*+3x-2
m = lim =lim
h—s0 h h—0 h
2_ J—
_ |imwz |imM: lim2x+h—3=2x_3.
h—0 h h—0 h—0

En el punto (4,6),
m=2x-3=2(4)-3=5.

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente es m=5.

2. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva cuya ecuacién es
1 1
f(x)== enelpunto | =,2|.
()= p [2 j

Solucioén:
Calculamos
11 x—(x+h)
m:"mf(x+h)—f(x):Iirn x+h X _jim x(x+h) . x-x=h
h—0 h h—0 h h—0 h—0 Xh(x+h)
- - -1 -1

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente es m=—-4.
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Unidad 3: Derivadas

Ejercicios

En cada caso, hallar la pendiente a la curva en el punto dado.

1. f(x)=x* enelpunto (-1,1).
2. f(x)=-/x enelpunto (4,2).

3. f(x)=—x* enelpunto (2,8).

4. f(x)=Xi3 en el punto (i,—3j.

5. f(x)=x*+4x+4 en el punto (;ij

6. f(x)= Xjlen el punto (0,0).

7. f(x)=+/4—x* enel punto (0,2).
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Unidad 3: Derivadas

3.2 DEFINICION DE DERIVADA

Sea f:lI <R — Runa funcion definida en el intervalo abierto | de R,y sea x,
un punto de | . Definimos la derivada de la funcion f en x,, como el limite:

lim f(x, +h)—f(x,)
h

h—0

si el limite existe.

Denotamos a este limite por f'(x,). Y escribimos

() — pirrs (X0 D)= F(%,)
f'(x,)=lim 5

h—0

El niamero f'(x,)se llama la derivada de fen el nimero x,y representa la
pendiente de la tangente de la gréfica de la funcion f(x) en el punto (x,, f(x,))

Si este limite existe decimos que la funcion f es derivable en x,. Sila funcion es
derivable en todo punto x el , decimos que es derivable en 1 .

Notacion
Las formas mas usadas de representar a la derivada de una funcién son:

1. Cauchy

Sila funcién es y = f(x) , su derivada se representa por:
Dy

Se lee: “derivada de yrespecto a x”.

2. Lagrange

Si la funcion es y = f(x) , la derivada se representa por:
y o f'(x)

Selee:“y prima” o “f primade x”.
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Unidad 3: Derivadas

3. Leibniz

Silafuncibnes y= f(x) , la derivada se representa por :
dy  df
dx dx
Se lee: “derivada de yconrespectoa x”, o “derivadade f conrespectoa x”.

La notacion que usaremos de aqui en adelante, ser4 la de Lagrange,
y o f'(x).

3.3 DERIVACION USANDO LA DEFINICION DE LA DERIVADA O LA REGLA
DE LOS CUATRO PASOS.

A continuacion veremos algunos ejemplos donde se calculan las derivadas de
funciones, sustituyendo directamente en la formula de la definicién.

Ejemplos
1. Calcular la derivada de la funcion f(x)=x? +7x+10, para una x cualquiera.

Solucién:

Sustituimos la funcién en:

£/(x) = lim Fx+h)=f(x) _ . (x+ h)? +7(x+h)+10—(x? + 7x+10)

h—0 h h—0 h

X2 +2xh+h? +7x+7h+10— x> —7x-10 2xh +h? +7h

h—0 h h—0
— lim h(2x-+h+7)

=lim2x+h+7=2x+7.
h—0 h—0

Por lo tanto,

f'(x)=2x+7.
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Unidad 3: Derivadas

2. Hallar la derivada de f(x)=x®-1, para una x cualquiera.

Solucion:
f,(x):"mf(x-i-h) f(x):"m(x+h) 1-(x* -1)
h—0 h h—0 h
X3 +3x%h+3xh? +h®=1—x*+1 ,. 3x’h+3xh*+h?
=lim =lim
h—0 h h—0
2 2
— lim h{3x” +3xh +?) lim3x? +3xh + h? = 3x? |
h—0 h—0
Por lo tanto,

f'(x)=3x2.

3. Hallar la derivada de f(x)=-/x para cualquier x>0.
Solucion:

Sustituyendo en la definicién de la derivada ,

£/(x) = lim P = £(0) gy x40 =%
h

h—0 h h—0

Como se vio en el tema de limites, éste se resuelve racionalizando, entonces:

£/(x) = fim XD =X |imH*m— &j(xmjL ﬁﬂ

B h Jx+h+4/x

h—0 h h—0

. X+h—-x
lim =1

. h . 1
h—0 h(x/X-l-h-i-\/;) h_r’Tg h(\/X-i-h-i—x/;)_lhlﬂg (\/X+h+x/;)

1 1
x/§+\/§_2\/;.
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Unidad 3: Derivadas

Por lo tanto,

si x>0.

f'(x)=

1
2-/x

4. Calcula la derivada de f(x)= Xl para todo x #1.

Solucion:
(x+h)  x (x+h)x—=1)-x(x+h-1)
, - (x+h)-1 x-1 . Xx+h-1)x-1
f(X)=h'Qg( )h =lim ( h)( !
_"mx2—x+xh—h—x2—xh+x_Iim -h
o h(x +h-1)x-1) - o h(x+h-1)x-1)
N S
S (x+h-1x-1)  (x-1fx-1) (x-1f
Por tanto,
-1 .
f'(x)= sl x=1.
"
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Unidad 3: Derivadas

Ejercicios

Hallar la derivada de las siguientes funciones, usando la definicion.

1. f(x)=x%+3x* —5x+2.

2. f(x)=2x2 +7X.

4. 100="7.
5 f(x)=\7&.
6. f(x)=-/3+8x.
E f(x)=2XX+1.
8 f(x):x_+19.
9. f(x)=3x
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Unidad 3: Derivadas

3.4 DERIVADAS ALGEBRAICAS

En la lecciéon anterior, calculamos la derivada de varias funciones, recurriendo a la
definicion,

dox g F(x+h)=f(x)
f'(x)=lim 5 :

Sin embargo, si las funciones que se quisieran derivar fueran del tipo:

o f(x)=(x*+2)".

o f(x) (3x8)+ .

2\/XT -
o f(x)

(x+2)

O alguna otra expresion, las operaciones necesarias para calcular la derivada a
partir de la definicion serian muy complicadas. Por esta razon, introduciremos las

herramientas que nos permitan obtener la derivada de funciones como las
anteriores, sin recurrir a la definicion.

A continuacion se enlistan las principales “formulas de derivacion”, utilizando las
propiedades algebraicas de la derivada.

1. Derivada de una constante.

Sea f(x) una funcion constante y ¢ un ndmero real,

!

(c) =0.

si f(x)=c entonces f'(x)

2. Derivada de la funcién idéntica.

Si f(x)=x, entonces f'(x)=(x) =1 para todo ntmero real x.
3. Derivada de la potenciade x.

Sea f(x) una funcion derivable, y n un nGmero racional,

Si f(x)=x" entonces f'(x)=(x") =nx"*,
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Unidad 3: Derivadas

4. Derivada de la sumay resta de funciones.

Si f(x)y g(x) son funciones derivables, entonces (f+g)x)y (f-g)x) son
derivables v,

(f+9) ()= f'(x)+g'(x) v (f-g) (x)=f(x)-g'(x).
5. Derivada del producto de una constante por una funcion.

Sea f(x) una funcion derivable y cuna constante, entonces cf (x) es derivable v,

(cf ) (x)=cf (x).
6. Derivada de un producto de funciones.

Si f(x)y g(x) son funciones derivables, entonces la funcion producto (fg)x) es
derivable vy,

(fg) ()= £ (x)a(x)+ g'()f (x) .

7. Derivada de un cociente de funciones.

Si f(x)y g(x) son funciones derivables, entonces la funcién cociente (fj(x) es
g

derivable (donde g(x)=0) v,

!

(fj ()= T 080)-g')F(x)

g g%(x)

8. Derivada del cociente de una funcidn entre una constante.

Sea f(x) una funcion derivable, y ¢ una constante, entonces la funcion

M es derivable (donde c#0), v,
c

( f(x))' R0

C C

9. Derivada de una composicion de funciones.

Esta derivada es conocida como la “Regla de la cadena” y se utiliza para derivar
funciones compuestas.
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Unidad 3: Derivadas

Siges derivable en x,y f es derivable en g(x) entonces

(fog) (x)=f(g(x))g'(x).
Si se aplica la regla de la cadena a la potencia de funciones, tenemos que:

Si nes cualquier nimero racional, y f"(x)es una funcién derivable, entonces

(£7) (x) = nf ()£ ().

3.4.1 Formulas de derivacién

En resumen, las formulas de derivacion que hemos visto son:

Funcioén Derivada

y=u+v y'=u'+Vv'
y=U—V y’:U'—V,

6. y=uv y'=u'v+v'u

Con y,u,v funciones y c,n constantes.

En esta tabla se cambi6 la notacion con el fin de simplificar las expresiones y
facilitar la “memorizacion” de las formulas.
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Unidad 3: Derivadas

A continuacion vamos a resolver varios ejemplos, donde se calculan las derivadas
de funciones, usando las diferentes férmulas.

Ejemplos

Hallar la derivada de las siguientes funciones, usando las férmulas: 1-5, y 8.

1.

y=7. (formulal)
y'=0.

y=x*. (féormula 3)
yr:3X3—l
=3x? .

y =5x* . (férmulas 5y 3)
y' =5(2x)
=10x.

y=2x*-3x®+x. (formulas 2,3,4y5)
y' = 2(4x*)-3(6x° ) +1
=8x° -18x° +1.

y=4x® +7x°> —6x" +10. (férmulas 3,4y 5)
y' = 4(8x7 )+ 7(5x4 )— 6(4x3)+ 0
=32x" +35x* —24x° .

, 3., 1, 3 1

2" 47 776
3 1 3
'=94x°)- =~ 13x* )+ = (2x)- =(1)+0
y' =9(4x°) Z(X)+4(X) 7()+
—36x° — Oxt 4 x- 3
2 2 7
7x° ,
y=—- (formulas 3,5y 8)
. 7(5x*)
y=73
3Bx* 3B,
= :7)( .
2 2
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Unidad 3: Derivadas

Para resolver este ejercicio, usaremos la potencia negativa para quitar el
denominador, entonces:

Y derivamos usando las férmulas 3y 5, de tal forma que,

y' =6(-9x**)=6(-9x )
=-—54x71°
_—

XlO )

9. y=3x.

Antes de calcular esta derivada, conviene usar la potencia fraccionaria, entonces

L
<]

y

y la derivada es:

-2
10.y=——.
X

Antes de derivar, simplificamos la expresion usando las leyes de los exponentes.

y=-2x 2
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Unidad 3: Derivadas

Y la derivada es:

)
=
w

Ejercicios

Hallar la derivada de las siguientes funciones, usando las férmulas
correspondientes. Simplificar los resultados hasta la minima expresion.
1. y=3x*+10x. _5x®+2x" —3x
== =0 =
X
2. y=—x>+4x*-9.

Sugerencia: simplifica las potencias.

3. y:%+§. -6b 3a 4
4 y—i—i+x—5 3/x +5-/x
) X5 X4 ) 11. y= M .
4
3 4 9
5. y:gx4—§x3+§x2+l. 12,y = (3x—4) .
2 Sugerencia: desarrolla el binomio.
6. y="-28/x°.
\/; /7( 2 jz
13. y=9x| —
6 7x* JUxE
(. y=_————+11lx-4.
7 6 Sugerencia: simplifica las potencias.
3x° .
8. y=""+4x"'——— +xb°
Y= x?
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Unidad 3: Derivadas

3.4.2 Derivada del producto y el cociente de funciones

En los siguientes ejemplos usaremos las formulas del producto y del cociente de
funciones aunque en éstas se usan también las formulas anteriores.

Ejemplos

Hallar la derivada de las siguientes funciones y simplificar los resultados
reduciéndolos a la minima expresion.

1. y= x&(3x2 +1).

Solucion:
Recordemos que en la derivada del producto,

si y=uv entonces y'=u'v+Vv'u donde uy v son funciones.

Entonces para calcular la derivada de este producto vamos a separar las
funcionesenuy v.

1
Sean u:\&:xé y v=3x>+1 entonces y=uv.

Calculamos las derivadas,

Sustituyendo en la formula del producto y simplificando los términos, tenemos que
la derivada de la funcion es:

y' = (2\1&](3)(2 +1)+(6x \&)

B (3x2 +1)
= W%— 6Xx/;

3x% +1
=——+6 /xi3
2/x
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Unidad 3: Derivadas

2. y:(3t3—gj(i/f+1).
Solucioén:
Sean u=3t3—2 y v=%ﬁ+1=t%+1 entonces y =uv.

Calculamos las derivadas,

Sustituyendo en la formula del producto y simplificando los términos, tenemos que
la derivada de la funcion es:

, 1 5 ) , 3t 5
y' =(9t? 3t +1)+ (3t3— j=9t Ut )+9ot? + -
bt 3 o7t IS
ot ot 1A - > —10th 4ot~ >
63/t? 63/t?
5
—10%/t7 +9t2 — .
63/t?
3. :3)2(;2_
X°+5
Solucién:

En esta funcion, vamos a llamar u al numerador y v al denominador, de tal forma
u'v-v'u

. u ,
quesi y= v entonces y' = 2

u
Sean u=3x+2 y v=x’>+5 entonces y=—.
v
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Unidad 3: Derivadas

Ahora calculamos las derivadas,

Sustituyendo en la férmula del cociente y simplificando los términos, tenemos que
la derivada de la funcion es:

,_3(x? +5)-2x(3x+2) _ 3x* +15-6x* — 4x
(X2 + 5)2 (Xz + 5)2

_ —3x?-4x+15
(x2 +5)2

t* -8
t®+8°

4, y=
Solucién:
u

Sean u=t*-8 y v=t>+8 entonces y=—.
v

Calculamos las derivadas,

Sustituyendo en la féormula del cociente y simplificando, tenemos que la derivada
de la funcion es:
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Unidad 3: Derivadas

. 3t7(t°+8)—-3t3(t3 —8)  3t° +24t? —3t° + 2417

(t3 +8)2 - (t3 +8)2
487
(t3+8)2
5. y:9+\&.
9-/x
Solucion:
U=9+-/x v=9-4/x u
Sean . y ,, entonces y=—.
—91x* —9_x* v

Ahora calculamos las derivadas,

T S
2 2:/x

vty 1
2 2:/x

Sustituyendo en la formula del cociente y simplificando, tenemos que la derivada
de la funcion es:

e

fo—xf -

9— /X +9+-/x 18
2./x o 20x

RN )

9
Jx(o-/xf
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Hallar

Ejercicios

=
<

I
\'
BEN

+t
5. =—
y t+4
6. :xi+b2
x% —b?
2-3t*
7 =
y 4+ 5t
3X+2
8 = )
y 1-x?
4t -3
9. =
y 5t? — 3t
X3 —x
10.y =
y 4x% —12
X-5
11.y=——.
x5

la derivada de
reduciéndolos a la minima expresion.

/x —x)(3x* +8).

las siguientes funciones.

12,y

13.y

14.

15.

16.

17.y

18.y

19.y

20.y

~ x?—6x+9

3t —-2t+1

Unidad 3: Derivadas

Simplifica los resultados

(2t° +3t2).

+4j.
y=(is3) 1-3)

P43t t+2

_ \/'[2 +b? +\/t2 —b?

- \/tz +b? —\/'[2 —b? .

)

TAx 7 +3x°
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3.4.3 Derivada de la composicion de funciones o regla de la cadena
Si y=v" donde ves funcion de x y neR, entonces y' =nv"'v'.
Ejemplos
Calcular la derivada de las siguientes funciones.
1. y= (x3 —5)7 .
Solucién:
Sea v=x*-5, entonces y=v'.
Ahora calculamos la derivada de cada funcion, asi:
V' =3x°.
y' =7veV'.
Sustituimos v y V' en y', entonces la derivada es:

y' = 7(x3 -~ 5)6 (3x2)
= 21x°(x* -5)° .

2. y=+/x*+4x-12.
Solucién:
2 %
Sea v=x?+4x—-12, entonces y=-.v=v".
Ahora calculamos la derivada de cada funcion, asi:

v =2x+4.
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Sustituimos v y V' en y', entonces la derivada es:

, 2x+4 2(x +2)

y = =
24X +4x =12  2+/x* +4x-12

X+2

X2 4+4x-12 '

Solucion:

Sea v=t*-1, entonces y v
=-2v°,

Ahora calculamos la derivada de cada funcioén, asi:
v =413,
y =-2(-5v°)v)

=10v oV’
_10v'

V6

Sustituimos v y v’ en y', entonces la derivada es:
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Unidad 3: Derivadas

Solucién:

_ 43

Sea v=-—, entonces y=V-.
S+t

Calculamos v’ usando la férmula del cociente, de tal modo que:

o~ )36 —t) 15t -3t —15° +3¢°
(5+t3)2 (5+t3)2
~ —30t?
B (5+t3)2 '

Entonces si y'=(2v)v' sustituimos v y v’ en y’. Por lo tanto, la derivada de la
funcion es:

y,_25—t3 - 30t2
5+t° (5+t3)2

_—60t?(5-t°)
B+t)
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Ejercicios

Calcular la derivada de las siguientes funciones, reduciendo el resultado a la
minima expresion.

1. y=3¥x*+x.

1
4 y:\7x—\/¥.
x2 -9
5.
y x2+9
2
3
6. y:(3+tx'[}.
XG
7. y=
(x2+1)4

o

9. y=-[a[ta+t*).
10. y =6+/3x-/2x .
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3.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas son derivables para todo x en su dominio y las
derivadas son:

Funcion Derivada
y =senx y' =Cos X
y =COS X y' =—senx
y =tanx y' =sec® x
y = cot x y' = —0sc’ X
y =Secx y' =secx tanx
y =CsCX y' =—CscXx cot X

En general, si v es una funciéon de x y su derivada existe, entonces, aplicando la
regla de la cadena, las derivadas de las funciones trigonométricas son:

Funcion Derivada
y=senv y'=Vv'cosv

y =Ccosv y'=-v'senv
y = tanv y' =v'sec’v

y = cotv y' =-Vv'csc’ v
y =secv y'=V'secv tanv
y =Cscv y'=-v'cscv cotv

Ejemplos

Hallar la derivada de las siguientes funciones y simplificar el resultado
reduciéndolo a la minima expresion.

1. y=sen3x.
Solucién:
Si v=23x entonces y =senv.
Ahora calculamos la derivada de cada funcion, asi:
v'=3.

y' =v'cosv.
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Sustituimos v y V' en y', entonces la derivada es:

y' = 3cos 3x.

2. y:sen(4x2—1)3.
Solucion:
Si v =(4x? -1’ entonces y =senv.

Ahora calculamos la derivada de cada funcion, para obtener v'usamos la regla de
la cadena. Asi:

v’ =3(ax? —1f(8x)
= 24x(ax? 1) .
y' =v'cosv.

Sustituimos v y v’ en y', entonces la derivada es:

y' = 24x(4x? —1) cos (4x> -1,

3. y=cos*7x.
Solucién:
Antes de derivar, vamos a escribir esta funcion como y = (cos7x)*.
En este caso, hacemos
V = COS7X y y=vV

Entonces

Vi =-=7sen7x y Yy =4
Por lo tanto, la derivada de la funcién es:

y’ = 4(cos7x)*(— 7sen7x) = —28sen7x(cos7x)’
= —28sen7xcos’7X .
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4. y= 4tan(3t7_1j :

Solucién:

Sea v= 37 entonces y =4tanv.

Ahora calculamos la derivada de cada funcion, asi:

, 3
vi=".
7
y' =4v'sec’v.

Sustituimos v y V' en y', entonces la derivada es:
y' = 4[3jsec2[3t _1j
7 7
="_sec’| ——|.
7 7

5. y=x2cot(x? —1).
Solucion:

En este ejemplo tenemos un producto, como vimos anteriormente, en la derivada
del producto: si y=uv entonces y'=u'v+Vv'u.

Por lo tanto,

u=x u’' =2x

y
v=cot(x*-1) y v =-2xcsc?(x*-1)
Y la derivada de la funcién es:

y' = 2x(cot(x? —1))+ (- 2x esc?(x? —1))x?

= 2xcot(x? —1)- 2x° csc?(x* —1).
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X
6. =Ssec .
y 2X+3
Solucion:
Sea v=

entonces y =secv.
2X+3

Y las derivadas son:

, 1(2x+3)-2(x) 2x+3-2x
V = =
(2x +3Y (2x +3)
= L
(2x+3)

y' =V'secvtanv.

Por lo tanto, la derivada de la funcién es:

, 3 X X
= Sec tan .
(2x+3)2 2X+3 2X+3
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Solucion:

En este ejemplo se trata de la derivada del cociente, en donde,

. u , uv-viu
si y=— entonces y'= —— por lo tanto hacemos:
v v
u=cosbx vy u’ =-5sen 5x
1 1 = 1
v=/x =x"? Ve—x/2=_~_
d 2 2./x

Y la derivada de la funcion es:

(~5sen 5x)(\& )— [ Zj&j(cos 5x)

[

!

y:

—5./x sen 5x — C0S 5x

B 2./x

X

—10x sen 5x —cosbx

_ 2:/x

X

_ —10x sen 5x —cos 5x

ZX\/;
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Ejercicios

Para cada una de las siguientes funciones, hallar la derivada y simplificar.

10.

11.

X
=2sen’® .
y 2

y:cossi—?,cosi.
3 3

Ji-1
5 = 3
y =C0S| - — F—j
(ts T

y =sen

y = (2x+1)tan(x? +3x).
y =cos® (3x? +5'.

y :senSX—;sen“Sx.
y =tan 3

X
6’

y = csc“(zx_lJ .
7

y :;tan3x+tan2x+ tan x.

_ sec4x +tan4x
sec4x —tan4x

12.

13.

14.

15.

16.y =

17.

18.

19.

20.

= COS( t2 -7t j
Jt=7)
y :cot(;j sen 2x.

y =sec(2x+4)sen(3x—5).

6 6
y =Ssec N cse )

4

csct®

y=£cot5x—£cot3x+cotx+x.
5 3
y:tcsc3(9—4t2)6 :

y = 4sen [cos3 52Xj :

y=1 loot| &
x| 4-x |
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3.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

En esta leccién abordaremos el problema de calcular “la derivada de la derivada”.
La derivada de una funcion, es una nueva funcion de la misma variable, a la
derivada de esta derivada se le conoce como la segunda derivada, la cual es una
nueva funcién y se puede derivar sucesivamente.

Notacion

e f'(x) es la derivada de primer orden.

f"(x) es la derivada de segundo orden.

f"(x) es la derivada de tercer orden.

f@(x) es la derivada de cuarto orden.

o f™(x) es la derivada de n-ésimo orden.

La notacibn que se usa para derivadas de orden superior a cuatro es
f @ (x), f ©(x), etcétera.

Debemos notar que f“(x) es diferente de f*(x), ya que f“(x) se refiere a la
derivada de cuarto orden, mientras que f*(x)=(f(x))".

Si n=234,.. decimos que la funcion f(x) es n veces derivable, si existe la

derivada (f9(x)) , la cual se denota por f™(x)y se llama n—ésimaderivada, o
derivada de n—ésimoorden de f(x).

Ejemplos
1. Calcular la derivada de tercer orden de la funcién y = x* +5x® —2x—4.
y' =4x° +15x* - 2.
y" =12x* +30x.

y" =24x+30.
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2. Calcular la segunda derivada de y = sen(6x +1).
y' = 6c0s(6x +1).

y" = 6(—6sen (6x +1))
= —36sen (6x +1).

Ejercicios

Hallar la segunda derivada de cada funcion.

1. y:7x3—6x4+§. 5. yzisenZX.
2 2
x> -3 /X
2 = . . = .
y X y 4x+1
3. y:cos3£. 7. y:(x2+2 19
7 X2

4, y= sec(t2 —9).

Hallar la derivada de tercer orden para cada funcion.

1 1 2 3
1. y=§x3+§x2+x—1. 6. y:(t3+1J_
4
5 y:x +2x. o
3X 7. y=sec| —|.
4
3. y=3tan6x.
t—9
4., y=——.
Y t+9

5. y=sen2xcos2x.
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3.7 DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS

Se dice que una funcion es implicita cuando el valor de la funcién no esta dado
explicitamente o cuando no esta despejada la variable.

Ejemplos
e Funcion explicita.

1.

2.

4. y=—16-x7.
e Funcion implicita.

1. xy-1=0.

2. X*’+y-9=0.

3. x*+y*-16=0.

En algunos casos no es posible despejar la variable y conviene utilizar la
derivacién implicita.

Este tipo de derivacion consiste en derivar con respecto a x, recordando que vy
es una funciéon de x.

Una vez que se haya derivado cada término, se agrupan aquellos términos que
tengan y' para factorizar y despejar la derivada.

Ejemplos
1. Dada la funcion 3x’y —4y —2x+1=0 hallar la derivada.

Solucién:

Derivando con respecto a X, tenemos:

X’y +3x’y' -4y’ -2=0
%K—J

Regla del producto
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Agrupamos los términos con y':
3x%y -4y’ =2-9x%y.
Factorizamos y':

y'(3x3 —4)= 2-9x%y.

Despejamos y'.Por lo tanto, la derivada de la funcién implicita es:

, 2-9x%y
-4

2. Derivar implicitamente la funcién 3x* +4xy —5y? —-35=0.
Solucién:

Derivando con respecto a x, tenemos:

6x+ 4y+4xy’ — 10yy' =0

—_— ——
Regla del producto  Regla de la cadena

Agrupamos los términos con y':
4xy'—10yy' = —-6x—4y.
Factorizamos y':

y'(4x—10y) = —(6x +4y).

Despejamos y'.Por lo tanto, la derivada de la funcion implicita es:

,_—(6x+4y)
4x-10y
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3. Hallar la derivada de la funcion cos(x—y)=(2x+1)’y .

Solucion:

Derivando con respecto a x, tenemos:

—(1-y)sen(x—y)=3(2x+17(2)(y)+(2x+1)°y’

Desarrollando los productos,

Agrupamos los términos con y':

—sen(x—y)+y'sen(x—y)=6y(2x+1)* +(2x+1)’y’

y'sen(x—y)-y'(2x+1)° = 6y(2x+1)* +sen(x—y).

Factorizamos y':

y'sen(x—y)—(2x+1)° )= 6y(2x+1) +sen(x—y).

Despejamos y'. Por lo tanto, la derivada de la funcién implicita es:

Ejercicios

, _ 6y(2x+1)° +sen(x-y)

sen(x—y)—(2x+1)°

Hallar la derivada de las siguientes funciones usando la derivacion implicita.

1.

2.

x°+y® =1+3xy?.
y?—4x?.[y+2=0.

4x% +9y? 361 =0,
y

7(2x-5y)’ —y =0,
sen (x2 +2y)=xy.
Jx 4.y =3./xy =4.

x> —x*y+xy> +y>=1.

8. tanx’y® = >
6y

9. sen’x+cos’y =1.

10. x* ++9xy —13y* -7y =0.

2
11. 7% 7 0.
oxy —1

1
12. . |x*y — -3=0.
v /X +5y
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UNIDAD 4

4. APLICACIONES DE LA DERIVADA
4.1 INTRODUCCION Y CONTEXTO

Una vez que hemos desarrollado la habilidad de calcular la derivada de las
funciones béasicas, vamos ahora a trabajar en una de las aplicaciones mas
importantes que hay de las derivadas. Para contextualizar, veamos antes, en
donde se pueden aplicar las derivadas que hemos estudiado.

Las derivadas se aplican en:

e Lafisica, en problemas de:

% Velocidad y aceleracion de un cuerpo en movimiento
rectilineo.

< Razo6n de cambio.

e Lageometria, en problemas de:
“ Rectas tangentes y normales a una curva.
< Segmentos tangentes, normales, subtangentes y subnormales.
% Andlisis de funciones.
v" Funciones crecientes.
v" Funciones decrecientes.
v Puntos de inflexién.
v Concavidad.
v

Valores maximos y minimos relativos.

e Problemas practicos de maximos y minimos.
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En este trabajo so6lo abordaremos la aplicacion de las derivadas, en el
planteamiento y solucién de problemas de maximos y minimos.

Como se describié antes, el célculo de los maximos y minimos en el contexto del
analisis de funciones, nos da informacion sobre la funcion en cuestion. Dado que
nosotros vamos a abordar los problemas, daremos solamente, una introduccién a
los criterios que se requieren para determinar si una funcion tiene valores
mMAaximos 0 minimos.

4.2 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS

Una funcion alcanza un maximo relativo en un punto c si:
f(c)> f(x) paratodo x cercanoa c.
Una funcién alcanza un minimo relativo en un punto c si:
f(c)< f(x) paratodo x cercanoa c.
Valor critico

Si f es una funcion definida en un intervalo (a,b), entonces c e (a,b) es un valor
critico de f si

a) f'(c)=0,o0si
b) f'no esta definida en ¢

Los maximos y minimos de una funcion sélo pueden alcanzarse en los valores
criticos.

4.2.1 Criterio de la primera derivada

Si f es una funcion derivable en un intervalo (a,b) , si ce(ab)y ¢ es un valor
critico de f , entonces:

1) Si f'(x)>0 paratodo xe(a,c)y f'(x)<0 paratodo x e(c,b), entonces f
alcanza un maximo en c.

Dicho de otro modo, si f' va de + a —, para valores “cercanos” a c,
entonces hay un maximo en c.

146



Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

2) Si f'(x)<0 paratodo xe(a,c)y f'(x)>0 paratodo xe(c,b), entonces f
alcanza un minimo en c.

En otras palabras, si f' va de — a +, para valores “cercanos” a c,
entonces hay un minimo en c.

3) Si f’ no cambia de signo, entonces f no alcanza maximo ni minimo en c.

4.2.2 Primer método para calcular los maximos y minimos

e Paso 1: Calcular la primera derivada de la funcién.

e Paso 2: Seiguala la derivada a cero y se encuentran las raices reales de la
ecuacion resultante. Estas raices son algunos de los valores criticos. Se
analiza el dominio de la derivada. Los puntos donde la derivada no existe y
que son puntos del dominio de la funcién, son los otros puntos criticos.

e Paso 3: Se consideran los valores criticos uno por uno, y se calculan los
signos de la primera derivada. Primero para un valor “un poco menor” que
el valor critico, y después para un valor “un poco mayor” que él. En cada
valor critico si:

f' vade + a —, hay un maximo.
f' vade — a +, hay un minimo.

f' no cambia de signo, no es maximo ni minimo.

Ejemplos
Calcular los maximos y minimos de las siguientes funciones.

1. f(x)=x>-6x? +9x.
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Solucion:

Paso 1: Calcular la derivada.
f'(x)=3x> -12x+9.

Paso 2: Hallar los valores criticos.

3x? -12x+9=0
x2—4x+3=0
(x-3)x-1)=0

x-3=0 x-1=0.
Entonces x=3y x=1 son los valores criticos.

De acuerdo al criterio de la primera derivada, los intervalos determinados por los
valores criticos son:

(—o0,1)U(L,3)U(3,).

Paso 3 : Entonces para cada valor critico, tomaremos puntos que sean faciles de
evaluar en los intervalos.

e Para x=1.

Si x<1,
0e(-l1): f(0)=3(0)" ~12(0)+9=9 >0.
Si x>1,
2e(13): f'(2)=3(2)° -12(2)+9=-3 <0.
Entonces f’' va de + a —, asi la funcién tiene un maximo cuando x=1, y

sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:
f(1)=(1)° -6()° +9(1)=4.

Por lo tanto, el maximo de la funcién es el punto (1,4).

e Para x=3.

Si x<3,

2e(13): f'(2)=3(2) -12(2)+9=-3 <0.
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Si x>3,
4e(3,0): '(4)=3(4) -12(4)+9=9 >0.

Entonces f’' va de — a +, asi la funcién tiene un minimo cuando x=3, vy
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

f(3)=(3)° —6(3)" +9(3)=0.

Por lo tanto, el minimo de la funcién es el punto (3,0).

3X
2. f(x)= g

Solucioén:
Paso 1: Calcular la derivada.
vy 3(xF+9)-2x(3x)  3x2 +27-6x2
f (X)= ) 2 = ) 2
(x +9) (x +9)
_ —3x?+27
(x2 + 9)2 .

Paso 2: Hallar los valores criticos.

-3 +27 o
(x2 +9)2 '

Observemos que el denominador esta definido par todo xe®R, entonces los
valores criticos son cuando:

—3x%+27=0
x? =ﬁ:9

-3
x=—/9y x=./9.

Entonces x=-3 y x=3 son los valores criticos.
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De acuerdo al criterio de la primera derivada, los intervalos determinados por los
valores criticos son:

(—o0,—3)U(=3,3)U(3,).

Paso 3: Entonces para cada valor critico, tomaremos puntos que sean faciles de
evaluar en los intervalos.

e Para x=-3.
Si x< -3,

_ (- 3 -4y +27 -21

~4e(~w,-3): f'(-4 (( o +9) = o2

<0.

Si x>-3,
—2e(-33): f'(-2)= (<(3_)(2_)2)+;)227 1659>O'

Entonces f' va de — a +, asi la funcién tiene un minimo cuando x=-3, y
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

~3+-3) -9 1
f(_B)_(—3)2+9_18__2'

- - 1
Por lo tanto, el minimo de la funcion es el punto (— 3,—2)

e Para x=3.

Si x<3,
C(La3). § _(=3)2)+27 _15 s
2e(-33): '(2) ((2)2+9)2 160>
Si x> 3,
4e(@o): fia)= I+ _—21

(@ +of 625
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Entonces f' va de + a —, de donde la funcién tiene un maximo cuando x=3,y
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

£(3)= 33 9 1

= m = E = E .
Por lo tanto, el maximo de la funcion es el punto (3, ;j :

Ejercicios

Hallar los valores maximos y minimos de las siguientes funciones, usando el
criterio de la primera derivada.

1. f(x)=-2x* -3x* +12x +10. 7. f(x)=5+2(x-1)%.
2. f(x)=6x"-3x". 2
(x) o f(x):§x2+jx+z_
3. f(x)=x"-4x. XA
X—7)\3—-X
4. f(x)=3x* —4x° —12x°. 9. f(X)=(X)£)-
54
5. f(x)=x*+=". 1O.f(x)=2—”r)+79
X X 5-X
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4.2.3 Criterio de la segunda derivada

Si f es una funcion que tiene segunda derivada en un intervalo (a,b) y ce(a,b)
entonces:

1) Si f'(c)=0y f"(c)<0 entonces f alcanza un maximo en c.

2) Si f'(c)=0y f"(c)>0 entonces f alcanza un minimo en c.

4.2.4 Segundo método para determinar los maximos y minimos de una
funcion.

e Paso 1: Calcular la primera derivada de la funcion.

e Paso 2: Igualar a cero la primera derivada para obtener los valores criticos.
Determinar el dominio de la primera derivada. Si hay puntos donde la
primera derivada no esta definida y esos puntos pertenecen al dominio de
la funcion, entonces son puntos criticos. En este caso debemos utilizar el
criterio de la primera derivada.

e Paso 3: Hallar la segunda derivada.

e Paso 4: Sustituir cada valor critico en la segunda derivada.

Si el resultado es negativo, la funcién tiene un maximo en el valor critico evaluado,
si el resultado es positivo, entonces tiene un minimo.

Ejemplos

Hallar los maximos y los minimos de las siguientes funciones.
1. f(x)=x>-3x+8.

Solucion:

Paso 1: Calcular la primera derivada.

f'(x)=3x*-3.
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Paso 2: Igualar a cero la derivada.

3x*-3=0
x*-1=0
(x—1)x+1)=0
Xx-1=0y x+1=0.

Los valores criticos son: x=1y x=-1.

Paso 3: Calcular la segunda derivada.

f"(x)=6x.

Paso 4: Evaluar los valores criticosen f”.
e Para x=1.
f"(1)=6(1)=6>0.

Entonces como f”(1)>0, la funcién tiene un minimo cuando x =1, y sustituyendo
en la funcion inicial tenemos que:

f(1)=1)-3(1)+8=6.

Por lo tanto, el minimo de la funcion es el punto (1,6).

e Para x=-1.
f"(~1)=6(-1)=-6 <0.

Entonces como f”(-1)<0, la funcién tiene un méaximo cuando x=-1, y
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

f(-1)=(-1)"-3(-1)+8=10.

Por lo tanto, el maximo de la funcion es el punto (-1, 10).
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6X
2. f(x)= g

Solucion:

Paso 1: Calcular la primera derivada.

() = 6(x* +3)- (2x)6x _ 6x> +18-12x"
(x2 +3)2 (x2 +3)2

_ —6x*+18
(x? +3)

Paso 2: Igualar a cero la derivada.

—6x%+18

= 0, entonces
2

(x +3)

—6x°+18=0
—6x°=-18
x% =3.

Los valores criticos son: x=+/3 y Xx= —J3.

Paso 3: Calcular la segunda derivada.
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() = —12x(x? + 3)° — (2(x? + 3)(2x)(- 6x +18))
(x2 + 3)4

—12x(x2 +3)2 —4x(x2 +3X— 6x> +18)
(x2 +3)4
— ax(x? +3)3(x* +3)+ (- 6x> +18)|
(x2 +3)4
— 4x(3x* +9 - 6x> +18)
(x2 +3)3
—4x(— 3x? + 27)
(xz +3)3
_ 12x(x2 —9)
(x> +3f

Paso 4: Evaluar los valores criticosen f”.

e Para x=-/3.

f " N _ 12\@((\@)2 - 9) _ 12\/§(3—9)
( E) ((\/§ )2 + 3)3 (3+3)
_12./3(-6) -12./3
6 36

_\E<O.
3

Entonces como f”(\ﬁ)< 0, la funcién tiene un maximo cuando x=-/3, vy
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

_ 63 63 _
f<\@)_(x@)2+3_ 6 =8

Por lo tanto, el maximo de la funcion es el punto (\E, x@).
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e Para X=—\/§-

()220 ﬁ)(— (3] —9): ~12./3(3-9)
f ( \/5) ((— NE] )2 +3)3 (3+ 3)3

_ —-12.3(-6) _12./3
6° 36
A3

=—>0.
3

Entonces como f”(—xﬁ)>0, la funcién tiene un minimo cuando x=-./3,y
sustituyendo en la funcion inicial tenemos que:

A 63) 63
8= Cpaa 6 =%

Por lo tanto, el minimo de la funcién es el punto —(\E,—\@).

Ejercicios

Calcula los maximos y minimos de las siguientes funciones usando el criterio de la
segunda derivada.

1. f(x)=x*-8x2. 6. f(x)=3x*—4x°+1.
2. f(x)=2x3+15x? +24x-12. 7. f(x)=6x"—8x>—-24x% + 4.
3. f(x)=—x®+3x*+9x—-11. 8. f(x)= 27X _
, X +49
x“ -1
4. =" 9. f(x)=x2(x—4).
5 5 1
5 f(x)="x*-=x*-5x°. 10. f(X)=x+—.
(x) XX X () X+
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4.3 PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS

La principal dificultad que tiene este tema, es el planteamiento de los problemas,
por ello debemos tener presente que lo primero que se debe encontrar, a partir de
los datos del problema, es la expresion matematica de la funcién cuyos valores
mMaximos 0 minimos se desean.

Procedimiento

Antes de comenzar, conviene hacer un dibujo que ayude a ilustrar las condiciones
del problema.

e Paso 1: Determinar la funcion cuyo maximo o minimo se desea obtener. En
caso de que la funcion contenga mas de una variable, se debe expresar la
funcién en términos de una sola variable, usando los datos que da el
problema.

e Paso 2: Se calcula la primera derivada de la funcién obtenida y los valores
criticos de ésta.

e Paso 3: Se aplica el criterio de la primera o de la segunda derivada, segun
convenga, para determinar los valores maximos o minimos.

Muchas veces las condiciones fisicas del problema permiten identificar con
facilidad cual de los valores criticos considerados es un maximo o un minimo, y si
éste da la respuesta requerida en el problema.

Ejemplos

1. Se dispone de 100m. lineales de tela de alambre, para cercar un terreno de
forma rectangular. Hallar las dimensiones del terreno que se puede
delimitar de manera que su area sea maxima.

Solucion:

Hagamos un dibujo que nos ayude a plantear el problema.

X 157



Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Paso 1: Determinar la funcion.

Sea A el &rea del terreno rectangular xellargoy y el ancho, en este caso:
A=xy

es el &rea que deseamos gque sea maxima.

Como la longitud de la tela de alambre es de 100 m , el perimetro del terreno es:

2x+2y =100.
De donde,
X+Yy =50
y=50-x.

Sustituimos el despeje de y en la funcion del area, asi:

A= x(50-x)
=50x — X°.

Esta es la funciéon que vamos a analizar.

Paso 2: Calculamos la primera derivada y hallamos los valores criticos.

A" =50-2x.
50-2x=0

-50

X=——

-2

=25.

x =25 es el valor critico.

Paso 3. Usaremos el criterio de la primera derivada, para determinar si el valor
critico es un maximo o un minimo.

Si x < 25, entonces:
A'(24)=50-2(24)=50-48=2>0.
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y+8

Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Si x> 25, entonces:
A'(26)=50-2(26)=50-52=-2 <0.
Asi,como A’ vade + a —, lafuncion tiene un maximo cuando x = 25.
Sustituimos el valor de x =25 en y =50-x, asi:
y=50-25=25
A=(25)25)m* = 625m”.
Conclusion

Entonces el rectangulo de area maxima con un perimetro de 100m, es un
cuadrado de 25m, por lado y el area es de 625m?.

2. Una hoja de papel debe tener 648 centimetros cuadrados de impresion con
un margen de 4 centimetros arriba y abajo y 2 centimetros de margen a los
lados. ¢ Qué dimensiones debe tener la hoja para que el gasto de papel sea
el menor posible?

Solucién
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Paso 1:

Sea x elanchoy y la altura del area impresa, entonces:
Xy = 648 cm?® despejando v,

648
y="".
X

Considerando la informacion de los margenes, el area de la hoja que se quiere
minimizar es:

A=(x+4)y+8)
=Xy +8x+4y+32.

Sustituimos el valor de vy, para tener la funcién en términos de x:

A= x(mj+8x+4(648j+32

X X
=648+8x+@+32
X
=@+8x+680.
X

Esta es la funcién que vamos a analizar.

Paso 2: Calculamos A’ y los valores criticos.

B2 g
X
_i§92+8=o
_i5292:_8
~2592
=X
-8
x% =324

Los valores criticos son: x=18 y x=-18.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Como x es una medida de longitud, el valor de x =-18 no es factible, por lo tanto,
el unico valor critico es x =18.

Paso 3: Usaremos el criterio de la segunda derivada.
Calculamos A":

A = 51?4 ’
X
ahora evaluamos x =18,
v _ 518;1 _ 5184 0880
(18)° 5832

De acuerdo al criterio de la segunda derivada, la funcion tiene un minimo cuando

x=18.

Si x=18 sustituimosen y= %, asi:
648

T
Por lo tanto las dimensiones de la hoja son de:

36.

X+4=18+4=22.

y+8=36+8=44.
Conclusion

El area impresa es de 18 cm de ancho por 36 cm de alto.

Las dimensiones de la hoja en la que se usara la menor cantidad de papel son:
22 cm de anchoy 44 cm de alto.

161



Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

3. Una huerta rectangular de 10800 m? colinda con el terreno de un vecino. Si
el vecino paga la mitad de la cerca que comparten, ¢cuales deben ser las
dimensiones de la huerta para que el duefio gaste lo menos posible en
cercarla?

Si el metro lineal de cerca cuesta 55 pesos, ¢cuanto gasta el duefio de la
huerta en cercarla?

Solucién:
10800 m? 2y
Cerca que
paga el y
vecino
X

Sea x el ancho del terrenoy vy el largo.
El &rea del terreno es:

Xy =10800m?
despejando vy, tenemos,

10800
VR

Ahora, para cercar el terreno calcularemos el perimetro.
P=2x+4y.

Pero como el vecino pagara la mitad de la cerca que comparten, entonces, el
dueiio de la huerta debe cubrir:

3
F=2x+_"vy.
2y

Sustituyendo el valor de vy, en ésta funcion:

- 3(10800)

2 X

_oxi 16200 .

X
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Esta es la funcidén que se debe analizar.

Ahora, calculamos la derivada .

Fr_p_ 16200
X
Para hallar los valores criticos:
p 16200
X
5 162200
X
» 16200
2
x? =8100.

Los valores criticos son: x=90y x=-90.

Dado que x es una medida de longitud, x =-90 no es un valor posible, y el Unico
valor critico es x=90.

Usando el criterio de la segunda derivada, determinaremos si el valor critico es un
MAaximo o un minimo.

_ 32400

X3

F ”

£ _ 32400
(90

Por lo que la funcién tiene un minimo cuando x =90.

=0.044 > 0.

Ahora, si x =90, entonces:

y= 10800 10800
X 90

=120.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Sustituimos x y y en F :2x+2y,

2(90)+ 2(120) =180 +180 = 360.

Conclusion
Las dimensiones de la huerta son 90 m. de ancho y 120 m. de largo.

El duefio de la huerta comprara 360 metros de cerca, y gastara
360(55) = 19800 pesos en cercarla.

4. En una Iglesia, sea desea construir un vitral en forma de rectangulo
coronado por un semicirculo. Si el perimetro del vitral est4 limitado a 24
metros. ¢Qué dimensiones debera tener para que el vitral permita entrar la
mayor cantidad de luz?

Solucién:

Sean x el radio del semicirculo, y y la altura de la parte rectangular.

Recordemos que el perimetro del circulo de radio r es: P=2xr,
y el area es: A=rr?, sustituyendo el radio r por x, tendremos que:
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

El perimetro del semicirculoes P =7z x.
El perimetro del lado rectangular es P =2x+2y.

Entonces, el perimetro del vitral es:

2y +2X+x=24.

Despejando a y:

_ 24-2X—7X
T,
El area del vitral se expresa como:
7Z'X2
A=2xy+—.
Y 2
Sustituyendo el valor de y:
_ _ 2 2
A= ZX[24 2x ﬂxj+ X 4% —2x% — X2 +m2(

:24X_X2(2+7Z—722j

= 24— x2[2+”j .
2
Calculamos A’ y los valores criticos.
, T
A= 24—2x(2+2j= 24 — 4X — 7x

=24-x(4+ 7).
Para encontrar los valores criticos:

24— x(4+17)=0
24
VS

X
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Usando el criterio de la segunda derivada:
A =—(4+7).

Como la segunda derivada es una constante con valor negativo, podemos concluir
que la funcion tiene un maximo.

Por lo tanto, la funciéon tiene un maximo en x = A )
+

Conclusion
Las dimensiones del vitral que admiten la mayor cantidad de luz son:
¢ Radio de la parte semicircular.

24
4+

X= = 3.36 metros.

e Para calcular la altura de la parte rectangular, sustituimos x en y:

24 24
242 —al
(4+;J (4+7zj_24(4+7z)—48—247z

2 2(4+ )

_96+24rx—-48-24x
B 2(4+7)

y:

24
A+

Por lo tanto, la altura es de

24
d+r

=~ 3.36 metros.

y:

De donde se concluye que la altura del rectangulo es igual al radio del semicirculo.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

5. Una caja cerrada de base rectangular cuyo largo es el doble del ancho tiene
un area total de 432 cm?. ¢cudles seran sus dimensiones para lograr un

volumen maximo?

Solucién:

_———<m -

Sean x el ancho, 2x el largoy y la altura de la caja.

Ahora calculamos el area de cada cara de la caja.
Avsse = (x)2X) = 2%°.
Apa = (x)(2X) = 2X7.

Alados frontales — 2(2X)(y) = 4Xy .

Alados laterales — Z(X)(y) = 2Xy .
Area total:

A=2%%+2X* +4xy + 2xy
= 4X* +6Xy .

Entonces, segun los datos del problema:

4x* +6xy =432
Despejando y:
y = 432 —4x?
6X
_216-2x°
3x
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

El volumen de la caja es V = (area de la base)altura)
V =2x%y

Sustituimos el valor de y, entonces

V = 2y 216 — 2x2
3X

= X (216 2x?)
=144x — :x3 .

Es la funcion que se va a analizar.

Ahora calculamos la primera derivada:
V' =144 —4x>.
Para obtener los valores criticos, igualamos a cero, entonces:

144 —4x* =0

,  —144
X" = =
—4

36.

Los valores criticos son: x=6 y x=-6.

Por ser x una medida de longitud, descartamos el valor negativo, entonces el
valor critico factible es x=6.

Usamos el criterio de la segunda derivada para determinar si el valor critico es
MAaximo o minimo.

V" =-8x.
Sustituyendo el valor critico:
V"(6)=-8(6)=—-48 <0.

Como el valor es negativo, entonces la funcion tiene un maximo cuando x=6.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Conclusion

Las dimensiones de la caja con el maximo volumen son:

Ancho x=6.

Largo 2x =2(6)=12.

216-2(6)° _216-72 _

3(6) 18 8-

Alto y=

Volumen V = 2x*y =2(6)*(8)=576 cm®.

Ejercicios

Plantea y resuelve los siguientes problemas de maximos y minimos.

Un lado de un campo rectangular esta adyacente a un rio. Para los otros
tres lados se dispone de 240 m. de cerca. ¢ Cuales son las dimensiones
para que el area sea maxima?

Una hojalata rectangular mide 8 dm. por 5 dm. Se va a fabricar una caja
abierta cortando cuadrados iguales en cada esquina y doblando hacia
arriba los lados. Calcula las dimensiones de la caja de mayor volumen que
se puede fabricar.

La suma del area lateral y el area de la base de un bote cilindrico es de
588 cm?. Hallar el radio de la base y la altura, si el volumen es maximo.

Hallar dos nimeros cuya suma es 12 y el producto de un namero por el
cuadrado del otro es maximo.

Hallar dos nameros cuya suma es 36, y el producto de un namero por el
cubo del otro es maximo.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

6. Un terreno rectangular que tiene 25,000 m? se va a cerrar y dividir en 4
lotes por cercas paralelas a uno de los lados. ¢ Qué dimensiones del campo
permitiran utilizar un minimo de cerca?

7. De una larga pieza de lamina galvanizada de 51.5 cm. de ancho, se va a
hacer un canalon para que conduzca agua. Doblando hacia arriba las orillas
del largo hasta formar angulos rectos. Encuentra las medidas del ancho y la
altura del canalén que permita que fluya el mayor volumen de agua.

8. Un arquitecto desea disefiar una ventana de tal manera que la parte inferior
sea rectangular y la superior sea un triAngulo equilatero. Si la ventana tiene
un area de 3 m? .¢Cuéles deben ser las dimensiones para que el perimetro
sea el menor posible?

9. Cada una de las paginas de un libro debe tener 600 cm? de area, con
margenes de 2 cm. a los lados y 3 cm. arriba y abajo. Encuentra las
dimensiones de la pagina que permitan la mayor area impresa.

10. Una fabrica puede producir 25 articulos por semana. La experiencia
muestra que se pueden vender x articulos por semana al precio de vy

dolares cada uno, donde y =110-2x Yy el costo de producir x articulos es

de 600+10x+ x> ddlares. ¢ Cuantos articulos por semana deberia producir
la fabrica para obtener la mayor ganancia?

Sugerencia: usar la féormula de: ganancia = ingreso - costo.
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CONCLUSIONES

A pesar de las diferentes reformas curriculares y pedagdgicas, el aprendizaje de
las matematicas sigue siendo problematico en los diferentes niveles educativos,
especificamente en el nivel educativo que aborda este trabajo, el nivel medio
superior. Uno de los aspectos problematicos a los que nos referimos es, el alto
indice de reprobacion que hay en los distintos cursos de matematicas, que se
asocian con la experiencia generalizada de que “las matematicas son dificiles”.

Generalmente la enseflanza de las matematicas se aborda como una mera
aplicacion de conceptos, desarticulados e inconexos, sin retomar los fundamentos
matematicos, se impone un proceso mecanico y por tanto se fuerza al alumno a
confiar en la memoria antes que en la comprension. A pesar de que la estructura
curricular va incorporando durante este proceso de ensefianza-aprendizaje las
diferentes areas de las matematicas: algebra, geometria, trigonometria y el
desarrollo de las funciones, los alumnos no logran integrar en el proceso de qué
manera se aplican o como se relacionan entre si.

En este trabajo hemos presentado una propuesta de reestructuraciéon para el
curso de Calculo Diferencial, en donde hemos planteado modificar la presentacion
de los temas del curso, esto es, damos una introduccion a los contenidos basicos
de &lgebra y un repaso general de las funciones: su dominio y gréfica, asi como
sus operaciones elementales; posteriormente se abordan los limites: sus
propiedades, los limites directos y los que presentan una indeterminacion del tipo

0 ; por ultimo abordamos las derivadas: su definicion, interpretacion geométrica,

las férmulas de derivacion y la aplicacion de las derivadas en el calculo de los
maximos y minimos. Con esta reestructuracion los estudiantes puedan trabajar el
calculo teniendo presentes las herramientas elementales del algebra y las
funciones, que son los conocimientos previos en los que se apoya el Célculo.

Esta propuesta que he presentado, ha surgido a partir de la experiencia de trabajo
con los alumnos, y aun cuando no faltan alumnos reprobados en los cursos,
también nos encontramos con diferencias cualitativas en la forma en que los
alumnos entienden las matematicas y se perciben frente a ellas. Ya que la forma
en que se presenta el curso les da la oportunidad de trabajar con los conceptos
matematicos, no desde la mecanizacion de procedimientos sino desde la
comprensién de los temas que se presentan.

Por otra parte, el profesor que imparte el curso también encuentra un beneficio al
dar un tiempo para contextualizar a sus alumnos en los conocimientos previos. La
forma en la que trabaja el profesor es diferente, ya que da a sus alumnos un ritmo
y un estilo de trabajo en cuanto a la forma de desarrollar los temas; asi como la
oportunidad para desarrollar habilidades, por medio de la practica que se da en
cada tema con los ejercicios que se proponen, en donde el nivel de complejidad es
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acorde al que se presenta en los ejemplos, y los ejercicios tienen diferentes
grados de dificultad.

En mi experiencia cuando se aborda el curso sin este contexto, el profesor se ve
enfrentado a un grupo de estudiantes que desconocen 0 no recuerdan cOmo
simplificar, o graficar, o incluso interpretar la simbologia (por ejemplo en el caso de
los intervalos) que requieren los temas del Calculo, teniendo como consecuencia
grupos apaticos o indiferentes a la clase y por lo tanto un enorme indice de
reprobacion.

¢Cuales son las dificultades a las que se enfrenta esta propuesta de
reestructuracion?

Me parece que principalmente son tres:

v' En primer lugar, esta el tiempo que se destina en cada escuela al curso de
Célculo, ya que el programa de la SEP esta disefiado para 48 horas, y esta
propuesta de reestructuracién requiere de tiempo para que los alumnos
trabajen y practiquen los temas que se abordan. Si se diera el curso en 5
horas a la semana, es decir 1 hora diaria, tendriamos un curso de 80 horas
por lo menos, practicamente el doble del tiempo propuesto.

v" En segundo lugar, esta la disposicion de los profesores para dar el tiempo
necesario en retomar los conocimientos previos, y ajustar el orden en el
que se presentan los temas. Generalmente éstos tienen que dar el curso a
partir de los programas de estudio, con una lista de contenidos a cubrir en
un tiempo especifico, donde los conocimientos previos entran en la
categoria de lo que los estudiantes “deberian saber”.

v" Finalmente, en el caso de las escuelas particulares, es muy importante la
disposicion que tenga o no la direccién académica de la escuela para dar
mas tiempo para el curso de calculo, asi como entender los beneficios del
ajuste tematico.

Por dltimo hay que decir que dado que el curso de Calculo esta dividido en dos
semestres, esta propuesta para reestructurar el curso de Célculo Diferencial,
implica una reestructura para el siguiente curso que es el de Calculo Integral. De
hecho los temas que quedaron pendientes: el analisis de funciones y los limites
infinitos, se abordan al inicio del curso de Calculo Integral, porque es entonces
que los alumnos han desarrollado ya una metodologia y comprension de los
fundamentos del calculo diferencial, posteriormente se trabaja con las
diferenciales y los métodos de integracion. De esta forma se completa el curso de
calculo en el bachillerato, donde se han dado las bases teoricas y metodoldgicas
que se ampliaran, profundizaran y especializaran dependiendo de las distintas
areas de conocimiento que los alumnos elijan al entrar a la licenciatura.
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