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Notacion.
P Probabilidad.
E Operador Esperanza.
Var Operador Varianza.
i 4y Funcién indicadora sobre el conjunto {A}.
= Implica.
Por lo tanto.
v Para todo.
= Definicién (el lado izquierdo se define como el lado derecho).
F,G Distribuciones de probabilidad.
f.9 Funciones de densidad.
N(u,0?) Distribucion Normal con media p y varianza 0.
ie Es decir.
iid Independientes e idénticamente distribuidas.
v.a Variable aleatoria.
Cc.s Convergencia casi sequra (=3).
Sn Suma de las variables aleatorias X1, ..., X,,.
M(0) Funcién generadora de momentos (f.g.m) o transformada de Laplace.
»(0) Funcién generadora acumulativa o logaritmo de la f.g.m. (log M (6)).
>> Representa la continuidad absoluta entre dos medidas.
x Proporcional a.
~ Aproximadamente a.
= Equivalente a.
v Vector v = (v1, ..., v,) donde n depende del contexto del problema.
vT Vector v transpuesto, cuya dimensiéon depende del contexto del problema.
I Matriz identidad, cuya dimensién depende del contexto del probelma.
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Capitulo 1

Introduccion.

En la actualidad la simulacién se ha convertido en una herramienta estadisti-
ca muy importante ya que la complicada estructura de los fenémenos en estudio
dificulta encontrar resultados analiticos que ayuden a su interpretacién. Sin em-
bargo la simulacién puede ser una herramienta sumamente costosa en términos
computacionales, por lo que el verdadero problema es desarrollar métodos que re-
duzcan el nimero de simulaciones sin reducir la exactitud de la estimacién. Estos
métodos son conocidos con el nombre de técnicas de reduccion de varianza. En este
trabajo mostraremos el funcionamiento del Muestreo de Importancia, técnica que a
pesar de ser utilizada como un método de estimacién Monte Carlo en la practica,
en gran parte de la literatura referente a estos métodos (métodos Monte Carlo)
es considerada unicamente como una técnica de reduccién de varianza, lo que le
resta relevancia y generalidad al método en si. Nosotros trataremos al muestreo
de importancia como una ténica general de simulacién y explicaremos el aspecto
tedrico de la efectividad de la misma, utilizando la amplia relacién que mantiene
con las Grandes Desviaciones'. Con esto en mente, comencemos por explicar algu-
nos conceptos bésicos que nos ayudardn a entender el mundo de la simulacién
estocdstica.

El método Monte Carlo consiste en generar valores X; de una distribucién F
parai = 1,...,n y calcular 0; = 0 (X,) para cada i, donde al generar valores de
0; para un n suficientemente grande, la distribucién empirica con pesos + en cada
valor de 6, es una estimacién de 6 (X).

6(X) representa informacion relevante como valores de integrales o en un con-

'Las Grandes Desviaciones son basicamente un conjunto de resultados asintéticos a probabilida-
des de eventos de baja ocurrencia asi como un conjunto de métodos para derivar dichos resultados.
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texto probabilistico, probabilidades de eventos especificos o cantidades como la
esperanza y la varianza de alguna poblacién o fenémeno que se desea describir o
entender, y que debido a su estructura, encontrar una forma cerrada para calcu-
larla es imposible o sumamente dificil, por lo que la alternativa es crear métodos
que nos porporcionen aproximaciones confiables y de bajo costo en términos del
tiempo empleado para dicho proceso. Los métodos Monte Carlo se ajustan par-
ticularmente bien para este propoésito, basando su estimacién de la realidad en
la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros y asegurando con esto que para muestras de
gran tamafio la convergencia hacia el valor exacto es casi segura. Sin embargo,
en la realidad simular muestras lo suficientemente grandes para garantizar di-
cha convergencia se refleja en costos elevados para quien realiza el cdlculo, donde
estos costos se refieren al uso de recursos computacionales, monetarios, de infra-
estructura y en la mayoria de los casos al tiempo empleado. Es por eso que en el
fondo el problema se transfoma en la elecciéon de estimadores que proporcionen
una varianza pequena para asi asegurar una menor inversioén de recursos.

El Muestreo de Importancia o IS como sus siglas en inglés lo denominan, es
un método de simulacién via Monte Carlo descrito como el proceso de estimar
algo acerca de una distribucién mediante observaciones de una distribucién dife-
rente. Bajo el muestreo de importancia (IS) cada dato se obtiene de una distribucion
de muestreo diferente de la distribucién original, de modo que si nombramos a esta
ultima distribucion como G, entonces X; ~ Gy los valores observados 6 (X;) para
pesos tales que se compense el sesgo del método de muestreo propuesto por la
distribucion estimada, representan nuestra nueva estimacion.

La distribucion de muestreo se elige con la intencién de mejorar la eficiencia® de
la simulacién, y asi asignar mayor densidad a la regién de importancia o 4rea de
interés en comparacion con la distribuciéon verdadera. Existen diferentes tipos de
esquemas en el muestreo de importancia, ya que la eleccién del cambio de medida
estd en funcién del evento o fendmeno en estudio. En el caso de probabilidades
de eventos de baja ocurrencia, mejor conocidos como eventos “raros”, el esquema
propuesto por las Grandes Desviaciones proporciona el cambio de medida éptimo
en un sentido asintético, y muchas veces dicho cambio proporciona estimaciones
de varianza minima, con lo cual se asegura su efectividad en términos de eficien-
cia.

2La eficiencia en términos estadisticos, se refiere al minimo uso de recursos para la obtencién
de una estimacion, es decir que una estimacién es mds eficiente que otra si se obtienen los mismos
resultados con un menor empleo de recursos.



El concepto de eficiencia serd tratado a detalle en los capitulos subsecuentes,
pero en esencia se refiere a obtener una mayor reduccién de varianza® utilizando
la menor cantidad de recursos posible. La eficiencia y la precisién son dos concep-
tos distintos pero ampliamente ligados, ya que para obtener estimaciones eficien-
tes debemos asegurar un cierto grado de precisién. A lo largo de este documento
explicaremos debidamente estos conceptos y enfatizaremos su importancia para
efectos précticos.

En resumen, como consecuencia del cambio de distribucién impuesto por el
muestreo de importancia, tenemos las siguientes ventajas:

= Se obtiene gran ganancia en la eficiencia de la simulacién, es decir que el
orden de magnitud del nimero de iteraciones que se requieren para alcanzar
cierto grado de efectividad se reduce considerablemente.

» En algunos de los casos més dificiles de estimar, como los eventos de baja
probabilidad se obtiene la mayor precision registrada.

» Facilita la estimacién de eventos “raros”, es decir que este método es muy
comun en la estimacién de eventos poco probables ya que de hacerse de
forma adecuada (esquema via grandes desviaciones), la eficiencia de la si-
mulacién en términos de reduccién de varianza, es 6ptima.

» Es consistente con la Teoria de Grandes Desviaciones, que nos habla de aspectos
asint6ticos y comportamientos limite de eventos o fenémenos ubicados en
la cola de la distribucién.

» Es un método viable en aplicaciones con mds de una distribucién verdadera.

» El muestreo de importancia puede usarse para estimar resultados de muchas
distribuciones en una sola simulacién.

» E1IS puede utilizarse para calcular esperanzas con respecto a pardmetros de
entrada en la distribucién o distribuciones.

3La reduccién de varianza como ya indicamos es el proceso utilizado para incrementar la pre-
cisién de estimaciones que pueden ser obtenidas mediante un ndmero fijo de iteraciones.
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§1.1. El Método.

Para describir rdpidamente el método del Muestreo de Importancia, debemos to-
mar en cuenta que para cualquier aplicacion de este, una muestra se obtiene bajo
la “distribucién de muestreo”, sin embargo se requiere de una estimacién basa-
da en la distribucién verdadera. Esta estimacion se obtiene bajo la distribucién
empirica pero en lugar de suponer uniformidad sobre los pesos, se asignan dife-
rentes pesos a cada observacion.

Dichos pesos se eligen a modo de insesgar los resultados, es decir, para impedir
sesgos hechos al utilizar la “distribucion de muestreo”en lugar de la verdadera.
Para poder realizar esto, se escogen pesos rigurosamente proporcionales a los de
la “funcién de pesos”, definida de la siguiente manera

f(X)
W(X) =122 (1.1)
)T
donde f, g representan las densidades de F'y G respectivamente. Cabe men-
cionar que a pesar de la condicién rigurosa de proporcionalidad, la eleccién de
diferentes pesos es posible, de tal forma que diferentes filosofias de IS conducen
a elecciones distintas de pesos y por lo tanto a diferentes estimaciones.

Existen dos amplias interpretaciones del IS, la Integracién y el Muestreo. Des-
de el punto de vista tradicional, la simulacién Monte Carlo es una forma de in-
tegracion ya que para estimar la esperanza de 6 (X)) bajo la densidad f, debemos
realizar lo siguiente

B 0(0) = [0S @dr= [0 L8y w)ar

Porlo tanto, si g (z) > 0 cuando f (z) > 0, definimosa Y (z) := 6 (x) f () /g (z),
para escribir a la media como

y claramente p puede estimarse bajoY = 1/n > | Y (x;), la muestra promedio de
los valores obtenidos bajo g para una cierta muestra de tamafio n.

Al hacer IS de esta forma, se involucran tanto un esquema modificado de
muestreo como una transformacién inducida de # a Y, de tal forma que si Y tiene
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menor varianza (bajo g ) que la que tiene 6 (bajo f), nuestra estimacién es mas efi-
ciente (en el siguiente capitulo trataremos a fondo con la reduccién de varianza).
Bajo este esquema de IS, la integracion estimada de una esperanza es

1 n
Ning 1= _E Y (z;))=Y. 1.2
Hint n (x) (1.2)

Aqui el muestreo de importancia involucra la concentracién de esfuerzos, es
decir, requiere de especial atencién en las regiones relevantes del espacio muestral.
De esta forma el muestreo de importancia puede confundirse con un muestreo
estratificado?, sin embargo en el transcurso de este trabajo nos daremos cuenta de
que el IS es una herramienta diferente y mucho mas flexible para la estimacién de
eventos poco probables.

La aproximacién muestral necesita que la distribucién tenga probabilidad to-
tal igual a 1. Cabe resaltar que la integracion estimada puede reescribirse como un
promedio pesado de la siguiente forma

flint = Y Vit (X1)0(X5), (1.3)
=1
en donde
W(X;
V() = AR (1.4

representa el peso asignado a cada una de las observaciones i. Por lo tanto tene-
mos como resultado un promedio pesado sobre los valores observados, con pesos
que por lo general no suman 1; sin embargo podemos asegurar que

E,(W) = /W(x)g@)dx = /f(x)dx = 1. (1.5)

Como la aproximacién muestral requiere que los pesos sumen 1, s6lo necesita-
mos hacer la siguiente ponderaciéon

Vrazén(Xi) = % . (16)

Esto nos da como resultado lo que se denomina Razén Estimada

“El muestreo estratificado se define como aquel en el que se divide a una poblacién de N in-
dividuos en k sub-poblaciones o estratos, atendiendo a criterios que puedan ser importantes en el
estudio, y posteriormente realizar un muestreo aleatorio simple en cada uno de estos estratos.
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n

. 1 B
Hrazén = n Z ‘/T‘(ZZOTL(X’L>9(XZ) —

=1

X : (1.7)
\W%

La aproximacion muestral y la estimacién via integracion, proporcionan ma-
yor eficiencia en el célculo de integrales y valores esperados (esperanzas), parti-
cularmente para distribuciones con expresiones o pardmetros dificiles de calcular,
esto incluye la estimacion de probabilidades pequefias o probabilidades que tien-
den a cero. Por otro lado la estimacién via integraciéon no es equivariante, lo que
repercute en un cierto niimero de consecuencias inesperadas, que deberdn ser evi-
tadas en muchas de las aplicaciones. Una de estas dificultades ocurre en simula-
ciones con mds de un pardmetro o cantidad de salida, esto se debe a que la misma
transformacién propuesta por el método tiene que aplicarse a cada una de estas
cantidades o pardmetros.

La aproximacion muestral es més general, pues la razén estimada produce
una distribucién estimada de puntos y pesos, mientras que la estimacién via In-
tegracion sélo estima esperanzas. Esta aproximacion puede utilizarse en algunas
aplicaciones que caen fuera del objetivo tradicional de la estimacién via integra-
cion, el cual es la reduccién de varianza. Alin mds, esta estimacion es responsable
de garantizar rigidez en las estrategias de muestreo para un parametro de salida.
De cualquier forma, la Razén Estimada es menos ttil como técnica pura para la re-
duccién de varianza con una cota inferior distinta del cero en la posible reduccién.
Afortunadamente, las extensiones de ambos métodos convergen en la produccién
de los mismos resultados. Estas estimaciones proporcionan lo mejor de ambos
mundos: estimaciones de distribuciones con masa unitaria, equivarianza y esti-
maciones de esperanzas con menor varianza que las proporcionandas por la inte-
gracion bésica y la estimacion muestral. La aplicacién més amplia en la mejora de
estimaciones es la regresion. Para cualquiera de estas estimaciones, la efectividad u
obtencién de buenos resultados depende de la distribuciéon muestral elegida para
realizar los célculos.

Para entender el funcionamiento del método, supongamos que se desea calcu-
lar la esperanza de una funcién conocida y que tenemos X una variable aleatoria
con distribucién normal de media 0 y varianza 1.

Una forma de calcularla seria hacer una estimacion directa, es decir, calcular

E(f(X)), con X ~N(0,1),

estimando E(f(X)), mediante la siguiente aproximacién
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B(/(X) ~ > F(X0), (18)

con n un entero suficientemente grande y X, el i-ésimo ntimero generado aleato-
riamente bajo la distribucién normal estdindar de manera independiente. Sin em-
bargo grandes fallas pueden ocurrir en el cdlculo de esta estimacion, pues aunque
se puede evadir el tema de qué tan validos son los niimeros generados y argumen-
tar una regla de seleccién de un entero n apropiado (ver seccion 2.2) o incluso si
los ntmeros aleatorios son perfectos y n es muy grande, existen funciones muy
sencillas para las cuales esta simulacion ingenua falla atin para la obtencién de un
digito significativo.

Como ejemplo de lo anterior, tomemos f = I,>4 y supongamos que lo que
deseamos calcular es E( f(z)) utilizando (1.8). Si pensamos en el ntimero de térmi-
nos de (1.8) hasta el primer sumando distinto de cero, facilmente nos daremos
cuenta de que el rapido decaimiento en la cola de la distribucién de una variable
aleatoria normal implica que este niimero es muy grande (ver cuadro 1y seccién
2.5). Peor atin para garantizar un cierto grado de confianza para que el primer
digito de la estimacién sea correcto, probablemente no deberiamos detener nues-
tra simulacion hasta haber obtenido un centenar o méas de sumandos distintos de
cero. Por lo tanto estas dos observaciones revelan que no es factible realizar el
calculo bajo simulacién directa. Esto puede ser un argumento para creer que no
se puede calcular E(f(z)) via una simulacién, pero nada puede estar mas lejos de
la realidad, ya que de hecho un apropiado disefio del tipo de simulacién nos per-
mitird obtener un tamafio razonable de n y generar ntimeros aleatorios de forma
adecuada, a modo de obtener 3 digitos significativos en s6lo unos segundos. Todo
lo que necesitamos hacer es encontrar una forma de concentrar nuestros esfuerzos
en lo que realmente es importante o significativo para nuestro contexto.

El problema con la simulacién directa es que uno puede obtener muestras
{X;},~; que se encuentren lejos del punto en donde la informacién importan-
te de I’ estd ubicada. Si nuestro problema hubiera sido estimar E(g(x)), donde
g(z) = Ijz<0y, entonces tanto las muestras de normales estandarizadas y lo mas
informativo sobre la conducta de ¢ podrian ser centralizadas en el cero. En tal ca-
so, la simulacién directa podria realizar un trabajo satisfactorio. Esto sugiere que
para realizar una simulacién adecuada, deberfamos ser capaces de encontrar algu-
na forma de transformar nuestro problema original en uno en donde las muestras
que obtengamos estén concentradas directamente en donde se encuentra la con-
ducta relevante de F.

La idea es buscar la manera de ganar un poco de flexibilidad sobre el lugar
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donde se observan las muestras, y afortunadamente existe una forma natural para
realizar los calculos que hacen factible esta idea.

Si denotamos a E, como la esperanza bajo el modelo N(z, 1) entonces, es bas-
tante claro que siempre podemos reescribir E[f(z)], con X una variable aleatoria
N(0,1) como

Eo[f(X)] = J%/ f(ﬂf?)@_;2 dz
1 o —(e=w)? 2
= — xTle 2 6%67“1 €T (19)
\/%/oo f) 4

— B, [f(X)e X5 ],

El argumento fuerte, es que uno tiene una familia paramétrica completa como
alternativa a la simulacién ingenua dada por (1.8), de tal forma podriamos usar
simplemente cualquiera de las estimaciones

E\f]~ 23 0()  endonde g5) = F)eE Ly Y~ N 1)
=1

Como la elecciéon de p: estd a nuestra entera disposicion, entonces podemos
asegurar una mejoria en la eficiencia de la estimacién directa (1.8). Por ejemplo,
si podemos evaluar el coeficiente de variacién, que no es mds que una medida
de dispersién definida como ¢(u) = |[Eg[Y3]|/Var[g(Y1)]2 y evaluar esta cantidad
como funcién de y, entonces la elecciéon apropiada de p serd el valor que minimize
().

Desafortunadamente tal esquema de optimizacién no es realista, pues como
tratamos de usar la simulacién para encontrar E[f(X)], que esigual a E[g(Y})] para
1 = 0, entonces si somos en cierto sentido estrictos debemos admitir que no pode-
mos esperar conocer ¢(y). Sin embargo, no nos encontramos tan lejos de saberlo ya
que aunque no podamos encontrar el valor 6ptimo de y, para obtener una buena
estimacion, basta con realizar una buena eleccién de este parametro basdndonos
en una intuicion de la regiéon en donde se encuentra la informacién relevante de
F, y con esto podemos asegurar que casi siempre mejoraremos nuestra estimaciéon
si podemos elegir 1 de tal forma que nuestra muestra se cambie cerca de esta zona
de importancia. Por ejemplo, en nuestro problema original seria suficiente tomar
p = 4, para mejorar nuestra estimacion de manera sustancial.



§1.1. EL METODO. 11

En la siguiente tabla se muestra una camparacién numérica entre el muestreo

de importancia y la simulacén ingenua, para la estimacién de E[l,>4], con 2 ~
N(0,1).

Cuadro 1.1: Simulacién ingenua contra Muestreo de importancia. El cuadro in-
dica el nimero de simulaciones (N), el valor estimado (Est.), su varianza (Var.),
el nimero de valores aceptados (M) y un intervalo del 95 % de confianza para la

estimacion.
Estimacién de E[l,>4], con z ~ N(0,
Método N Est. Var. | M IC
. . 1000 0 0 0 0,0
Simulacién E ;
10000 0 0 0 0,0
Ingenua (MCC)
100000 1x10~x0.3 1x10~4x0.3999 3 1x10~4x(—0.03947,0.639478)
1000000 1x10~*x0.34 1x10~*x0.3998 34 1x10~%x(0.22571, 0.639478)
1000 1x10~%x0.302 1x10~10x0.425 496 1x10~%x(0.26196, 0.34282)
Muestreo
. 10000 1x10~7x0.3277 || 1x10~11x0.471 5046 1x1074x(0.31428,0.34117)
de Importancia
100000 1x1078x0.3164 1x10~12x0.45 49809 1x10~%x(0.31228, 0.32059)
1000000 || 1x10—9x0.,3174 1x10~13x0.5 499809 1x10~%x(0.31619, 0.31875)

En este trabajo explicaremos brevemente la estructura del método conocido
como muestreo de importancia introduciendo algunos conceptos bésicos y defini-
ciones para el desarrollo de este documento [Capitulo 2]. Motivaremos el uso de
herramientas bésicas de la teoria de Grandes Desviaciones en aplicaciones estadisti-
cas [Capitulos 3 y 4] y estableceremos el objetivo principal de este documento:
utilizar la teoria de grandes desviaciones para crear un esquema de muestreo de
importancia 6ptimo en el estudio de eventos “raros”o de baja ocurrencia [Capitulo
5].

La principal referencia de este trabajo es el articulo escrito por Paul Glasserman
y Yashan Wang [11], en el que se basa el Capitulo 4 y que motivo el objetivo princi-
pal de este documento. La parte introductoria a la teorfa de grandes desviaciones
tratada en el Capitulo 3, se encuentra desarrollada en el libro de Richard Durrett [7],
mientras que las aplicaciones mostradas en el Capitulo 5 fueron una recopilacién
de [14], [9], [2], [10] y las referencias mencionadas en cada uno de los problemas.
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Capitulo 2

Muestreo de Importancia.

En este capitulo hablaremos brevemente de las herramientas bésicas en simu-
lacién y métodos Monte Carlo. Unicamente nos preocuparemos por mencionar
algunos aspectos fundamentales y explicaremos por qué estas herramientas son
utiles para el andlisis realizado por el muestreo de importancia (IS), lo que es
nuestra principal motivacion. Mencionaremos también tres criterios de eficiencia
que seran importantes para la evaluacion de la efectividad del IS. Estos criterios
serdn ampliamente explicados desde un aspecto tedrico en el siguiente capitulo.
Sin embargo es conveniente ir familiarizdndonos con dichos conceptos ya que
seran trascendentes en el analisis de la practica y nos ayudaran a ver cuando la
aplicacion del muestreo de importancia bajo un esquema de grandes desviaciones
es optimo.

§2.1. Simulacién Monte Carlo.

Los métodos Monte Carlo se basan en la analogia existente entre Probabilidad y
Volumen. Las Mateméticas de medida formalizan la nocién intuitiva de Probabili-
dad al asociar a un evento con un conjunto de resultados posibles y posteriormente
definir la Probabilidad del evento como el volumen o medida relativo al universo
de posibles resultados. La simulacién Monte Carlo usa esta identidad de manera
inversa, calcula primero el volumen del conjunto para interpretarlo como una pro-
babilidad. En el méas simple de los casos, esto significa muestrear aleatoriamente a
partir de un universo de posibles resultados y tomar la fraccién aleatoria que cae
en un conjunto dado como una estimacioén del volumen del mismo conjunto. La
Ley Fuerte de los Grandes Niimeros asegura que esta estimacion converge al valor
correcto conforme la fraccién aleatoria de resultados simulados crece. El Teorema
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del Limite Central provee informacién acerca de la probable magnitud del error en
la estimacion después de un namero finito de simulaciones.

En nuestro caso particular nos interesa realizar simulaciones sobre esperan-
zas o probabilidades de eventos “raros”, por lo cual nos restringiremos a realizar
simulaciones via Monte Carlo de la siguiente forma:

Sea Z una variable aleatoria (v.a.), y supongamos que lo que deseamos simular
es ( = E[Z] en una situacién tal que ¢ no sea facil de expresar analiticamente
pero pueda ser simulada. El método Monte Carlo Crudo (MCC) consiste en simular
repeticiones independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) de Z, Z;, ..., Zy,
y estimar ( via la media empirica

y de manera anédloga estimar la varianza de Z utilizando la varianza empirica

1 & 1 &
=N (2, -0 == 72 -
S N;(’L g) N; 1 C

De este modo, si consideramos el problema de estimar

donde X es una v.a. en R? con densidad f y h : R? — R, entonces para realizar
nuestra estimacién via Monte Carlo, proponemos un estimador de la forma

con Xy,..., X, va.iid. condistribucién f. Este estimador a pesar de tener una for-
ma sencilla, basa su estructura en la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros, con lo que
aseguramos un comportamiento asintético de @ sobre a para muestras de gran
tamafio. Sin embargo, como ya se ha mencionado previamente, este tipo de es-
timadores no presentan un buen desempefio en algunos casos. Existe una gran
variedad de alteraciones a este tipo de estimadores para asi mejorar los resulta-
dos, en la mayor parte de las ocasiones estas mejorias buscan reducir la varianza
de las estimaciones y con esto disminuir el costo de la simulacién.
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§2.2. Teorema del Limite Central e Intervalos de Con-
fianza.

El resultado que acontinuacién se menciona, es uno de los teoremas limite mas
importantes de la teoria de probabilidad, y una de las herramientas maés utilizadas
para realizar estadistica. Para fines de este documento, la prueba de este teorema
serd referida a cualquier libro de teoria de probabilidad, en particular se recomien-
da al lector consultar [6]. El objetivo de enunciar este importante resultado es dar
una expresion cerrada para el tamafio de muestra requerido para alcanzar cierta
presicion en las estimaciones realizadas via Monte Carlo.

La version mds sencilla y conocida del Teorema del Limite Central establece lo
siguiente: Si X;, X», ... son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con media p y varianza o2 (0 < o < 00). Entonces la media muestral

_ 1 <&

satisface que

Xn —

a/Vn
donde la convergencia es en distribucién. Este hecho se prueba al mostrar que la
funcién caracteristica de la expresién de la izquierda converge a la funcién carac-
teristica de una variable aleatoria con distribucién normal estandar. Si X7, Xo, ...
son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con media p
y matriz de varianzas y covarianzas ), entonces a

— N(0, 1), 2.1)

con N (0, Y) denota la distribucién normal multivariada con vector de medias cero
y matriz de varianzas y covarianzas Y. Aqui, nuevamente la convergencia es en
distribucién y este resultado pude deducirse facilmente a partir de (2.1) conside-
rando todas las combinaciones lineales del vector X,,.

De la definicién de convergencia en distribucién, (2.1) significa que para toda

reR
S <7} = e

en donde ® representa la distribucién acumulativa de una normal estdndar.
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De modo que la probabilidad de que un intervalo de la forma

S o S g

)
con 0 < ¢,y < 00, contenga a i se aproxima a ®(cy) — (—c) conforme n tiende
a infinito. Se puede elegir a ¢, y c; de modo que este limite sea igual a 1 — ¢, para
algtin 6 > 0.
De entre todas las elecciones posibles de ¢; y ¢, para las cuales ®(cy) — &(—c1) =
1 — 9, los valores que minimizan la longitud del intervalo (—c¢;, c2) son¢; = ¢; =
qs/2, donde g5/, es el cuantil §/2 de la distribucién normal estdndar que resuelve
la ecuacién 1 — ®(gs/2) = /2. Por lo tanto el intervalo

S g
X, £ —

ds/2 \/ﬁ
contiene a p con probabilidad aproximadamente igual 1 — ¢ conforme n tiende a
infinito y es en este sentido un intervalo de confianza asintéticamente valido para
. Por la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros sabemos que

(2.2)

1
n—1

Z<Xi - X,)? —o.

=1

Sp —

Lo que implica que s,, es un estimador consistente de o, y ya que o > 0 pode-
mos modificar a s,, de modo que siempre sea positivo sin afectar la propiedad de
consistencia del estimador, y obtener que o/s,, converge a 1. Entonces, utilizando
este hecho y (2.1), tenemos la siguiente convergencia en distribucién

De modo que

(2.3)

es un 1—0 intervalo de confianza asint6ticamente valido. Como nuestro objetivo es
proveer informacién sobre la precision del estimador en términos del tamafio de
muestra, utilizamos (2.2) para mostrar que el nimero de repeticiones necesarias
para alcanzar un intervalo de confianza de la mitad del ancho de € es

2 2
qs 50
ne= 2. (2.4)
€
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Si 0 es desconocida, entonces se utiliza un procedimiento de dos etapas en
donde la primera consiste en usar un conjunto inicial de repeticiones para estimar
dicho valor, y posteriormente utilizarlo en (2.4) para estimar el tamafio total de la
muestra. Cabe mencionar que n. crece en funcién de que tan pequefio sea el error
e que se desea admitir.

En (2.1) solamente se ha presentado la forma mas elemental del Teorema del
Limite Central. La media muestral y otros estimadores son asintéticamente nor-
males, bajo condiciones més generales. El resultado elemental aqui mostrado, es
suficiente cada vez que se simulan repeticiones independientes e idénticamente
distribuidas, no obstante es importante mencionar que para tratar con otro tipo
de condiciones que nacen en el ambiente de la simulacién, se necesita de resul-
tados mas generales. Por mencionar algunas de estas condiciones podemos decir
que:

» Las técnicas de reduccién de varianza muchas veces introducen dependen-
cia a través de las repeticiones. En algunos casos la dependencia es insigni-
ticante conforme el niimero de repeticiones crece, y en los casos en donde
esto no ocurre, simular conjuntos y permitir dependencia entre ellos, pero
no dentro de ellos, reduce el problema a uno de repeticiones independien-
tes. Atin cuando esta limitante no se presente, una version mas general del
teorema del limite central es necesaria. Como ejemplo de lo anterior se reco-
mienda al lector revisar la discusion establecida en el andlisis de salida de la
seccion 4.4 de [9].

» A menudo nuestro interés se enfoca en como el error de un estimador cam-
bia conforme algtn parametro de la simulacién cambia en funcién del cre-
cimiento del niimero de repeticiones. Por ejemplo, cuando se discretiza un
modelo con paso de tiempo h, se puede analizar la convergencia de un es-
timador conforme h tiende a cero y n tiende a infinito. Esto se debe a que
cambiar h, cambia la distribucién dependiendo de donde sea muestreada la
repeticiéon. Casos como este requieren de un teorema del limite central para
arreglos de variables aleatorias en lugar de uno para sucesiones (ver seccion
7.2 de [4]).

§2.3. Reduccion de Varianza.

El propésito de las técnicas de reducciéon de varianza es encontrar un estima-
dor MCC Z de ( y posteriormente transformar Z en un estimador alternativo 2’
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que cumpla que E[Z'| = E[Z] = (y Var[Z’'] < Var|Z]. Este problema es un area
clasica en la literatura de simulacién, y muchas ideas sofisticadas se han desarro-
llado a lo largo de los afios. La reduccion de varianza involucra una idea tedrica
(en algunos casos, cdlculos matemaéticos), un esfuerzo de programacién y un me-
nor tiempo para producir una simulacioén. Por lo tanto, uno podria argumentar
que a menos de que la Var[Z'] sea considerablemente menor que la Var|Z], la
reduccién de varianza dificilmente valdria la pena.

Por ejemplo, si tenemos que la Var[Z'] = $Var|Z], entonces al reemplazar el
nuimero de repeticiones N por 2N tendremos la misma precisién para el méto-
do MCC que cuando simulamos N’ = N repeticiones de Z’ y en la mayoria de
los casos, este modesto incremento de /N no provoca problema alguno. Existen
muchos métodos de reduccién de varianza utilizados para la estimacién de even-
tos “raros” o poco probables, algunos de ellos son: Ajustes de Regresién, Control
de Variedades, Ntiimeros Aleatorios Comunes y el Método Monte Carlo Con-
dicional. Sin embargo, nosotros enfocaremos nuestro estudio en el Muestreo de
Importancia (IS), ya que es de gran utilidad para simular probabilidades de baja
ocurrencia y estd ampliamente ligado con la Teoria de Grandes Desviaciones, ademds
de ser una de las técnicas mds sofisticadas y eficientes que se han estudiado hasta
el momento para hacer estimaciones de eventos tales como la Ruina.

§2.4. El Muestreo de Importancia.

E11S consiste en calcular ( = E[Z] simulando bajo una medida de probabilidad
diferente de la inicial, es decir que si P representa nuestra medida inicial y P es la
nueva medida de probabilidad con la propiedad de que exista una v.a. L tal que

¢ =Ep[Z] = Es[LZ], (2.5)

donde Ep es el operador esperanza bajo Py IE; es la esperanza bajo P. Al imple-
mentar el método MCC para generar parejas (21, L1),...,(Zy, Ly) a partir de P,
utilizamos el estimador

1 N
=% ZLiZi.

Por lo tanto para cumplir con (2.5), la obvia posibilidad para nuestra nue-
va medida, es tomar P equivalente a P y viceversa, es decir que P y P deben ser
mutuamente equivalentes. Posteriormente debemos definir a I, = dP/dP como la
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razén de verosimilitudes, herramienta de la que hablaremos un poco mds adelan-
te.

Como es de suponerse la reducciéon de variancia puede o no ocurrir, ya que
todo depende de la eleccién de P, y por ende el problema radica en hacer una
eleccion adecuada de esta nueva medida. Para este fin, una observacion crucial es
que la eleccién 6ptima para el cambio de medida P es tal que dP/dP = Z/E[Z] =
Z/(, es decir que L = (/Z (donde el evento {Z = 0} no altera el andlisis pues
P{Z = 0} = 0), por lo tanto

2

Vars[LZ] = Es[(LZ)*] — [IEZ[@[LZ]]2 = Ep [ﬁZQ} ~Ep[ZP = - =0.

Aparentemente bajo esta eleccién hemos producido un estimador de varianza
cero, sin embargo, el argumento es un tanto engafioso ya que hemos simulado
bajo el supuesto de que ¢ no es factible analiticamente, de tal manera que no po-
demos calcular L = Z/(. No obstante, atin cuando el cambio de medida 6ptimo
no es factible, proporciona una clara guia que nos indica elegir P tal que dP/dP
sea proporcional a Z tanto como sea posible. Esto puede ser dificil de valorar, pe-
ro tentativamente uno puede tomar P de tal forma que los valores grandes de Z
sean mas probables.

§2.5. Simulacién de Eventos Raros.

El problema consite en estimar P{A} cuando esta probabilidad es muy pe-
quenia, es decir que A es un evento “raro”o poco probable. De este modo, se pro-
pone estimar P{A} a través de Z = I, para efectos de simulacién y entonces
calcular ¢ = E[Z].

Si estamos en el contexto que envuelve el problema de la Ruina (por mencio-
nar uno de estos eventos de baja ocurrencia), el evento A puede describirse de la
siguiente forma: A = {inf{n > 0: 5, > u} < T} si es que estamos ubicados en un
horizonte de tiempo finito (7') y como A = {inf{n > 0: S, > u} < oo} para un
horizonte de tiempo infinito, en donde en cada una de estas representaciones se
inicia con un capital igual a u. Mds adelante se describirdn a detalle los conceptos
aqui nombrados, pero mientras tanto es de gran utilidad conocer a grandes rasgos
el trato de este tipo de eventos. El método MCC proporciona una varianza igual a
0% = ((1 — (), cantidad que tiende a cero conforme ( tiende a cero. Sin embargo,
a pesar de que esta precision es buena, la precision relativa es mala, pues
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or _ JI-Q 1

=+ ~- —o00, conforme (— 0.

¢ ¢ ¢

En otras palabras, si ¢ es sumamente pequefia esta estimacién es inttil para
obtener informacién sobre nuestro evento en cuestion, o visto desde el aspecto
econdmico seria considerablemente costoso realizar un estudio basado en esta es-
timacion, ya que el nimero de simulaciones requeridas para alcanzar una cierta
efectividad es cosiderablemente grande. Para ilustrar este problema en términos
del tamafio de muestra N necesario para alcanzar una relativa presicién, diga-
mos del 10 %, sabemos que a partir del teorema del limite central, esto se reduce a
resolver la siguente ecuacion

q 0z 0.1
6/2 = U.d,
N

lo que implica que

v 100 GpC —¢) 10045,
¢? ¢
y como ¢s/» es una constante igual al cuantil 0.05 de una distribucién normal
estdndar, el valor de IV crece conforme ( tiende a cero. Por lo tanto, si ¢ es muy
pequefia, el tamafio de muestra necesario para alcanzar esta presicion relativa
serd muy grande.

A partir de este momento y hasta el final de este trabajo, adoptaremos el IS
como forma potencial (aunque no la tinica) para lidiar con este tipo de problemas.
Sabemos que el cambio de medida proporcionado por el estimador de varianza
cero es

Z
Z;
Es decir que el cambio éptimo (por ser el de menor varianza) P es la distri-
bucién condicional dado A. No obstante, no contamos con conocimiento alguno
sobre ¢ lo cual nos impide hacer el cdlculo de la razén de verosimilitudes y por lo
tanto tampoco podemos obtener el IS-estimador, es decir, el estimador propuesto
por el muestreo de importancia.
Usualmente no es practico simular a partir de la probabilidad condicional P{-|A},
por lo que trataremos de hacer nuestra eleccién de P de forma tan parecida a
P{-|A} como sea posible.
En lo referente a la efectividad de la simulacién de eventos “raros’se esta-
blecen tres criterios de eficiencia como los mds comunes y ttiles para evaluar el

P{B} = E{ B} = %}P’{AB} — P{BJ|A}.
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desemperio de estimaciones de eventos de baja probabilidad. El primero de ellos
se denomina Eficiencia Asintdtica. Este concepto, como observaremos en el si-
guiente capitulo, esta ampliamente ligado al andlisis de grandes desviaciones sobre
el comportamiento de eventos “raros”, y se define como

lim sup{ — élog E]@[dz(:lr)]} =27, (2.6)

en donde & = L.l 4,}, A, representa el evento o fendmeno de baja probabilidad,
L, eslarazén de verosimilitudes, P es el cambio de medida seleccionado y

1
v=—lim —logP{A,}.
—00 I

T—00

El segundo criterio se denomina Eficiencia logaritmica, y basa su fuerza en un
sentido asint6tico que implica acercarse “tanto como se desee”a la potenca 2, de
manera que Varg[@(z)] debe tender a 0 al menos tan rapido como P{A,}* ¢ para
algtin € > 0, es decir

Varg[a(x)]
lfim sup ——+—2" < o0, 2.7
MSUP By e (2.7)

Esto implica que la varianza del estimador (calculada bajo la medida de cam-
bio P) decrece ligeramente més lento que P{A,}?. En la préctica este criterio es
conocido con el nombre de Eficiencia Logaritmica debido a su expresién equivalen-
te

i inf = log (Var@, [(54(1;)])
e L)

Proposicién 1. Las expresiones (2.7)y (2.8) son equivalentes.

(2.8)

Demostracion

(2.7) se cumple si y sélo si para toda ¢ > 0, existe zy > 0 tal que para todo
T > Xy

Varg[a(z)]
P{A,}>

con k constante. Entonces, utilizando que la funcién logaritmo es creciente

<k+¢,

log Varg[a(z)] < log(k + €) + log (P{A,}*).
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Por lo tanto
—log Varg[a(x)] + log(k + €')

Como el denominador de la expresién del lado izquierdo es positivo, asegura-
mos que

> 2 —e€.

— ~ 1A /
lim inf log Varg|a(z)] + lim inf log(k + €) >2—e
r—oo —log (P{A,}) z—oc —log (P{A,})
Es claro que el segundo término de la suma del lado izquierdo de la ecuacién,
tiende a cero conforme z crece a infinito, dando como resultado

Jfm inf — log Vary|a(x) >2—e
v—oo —log (P{A,})

Ya que todos los pasos a qui mostrados son un si sélo si y la elecciéon de € es
arbitraria, se concluye el resultado.

o

El tercer criterio, es probablemente el mds utlizado en la practica y como se
puede observar en la siguiente definicién, también esta relacionado con la con-
ducta del segundo momento del estimador en cuestiéon. Diremos que un estima-
dor tiene Error Relativo Acotado si satisface

Es[a2(z)]
lim su P <00 29
En la literatura de simulacién existen varias definiciones alternativas para de-
cir cuando un estimador tiene error relativo acotado o no, sin embargo todas coin-
ciden en la siguiente condicién: se dice que un estimador tiene error relativo acotado
si
Varg|a(z)]
lim — 22 < 0. 2.10
i—oo P{A,}? (2.10)
Ambas definiciones nos dicen que de cumplirse, la varianza del estimador en
cuestion no crece desmesuradamente respecto a su valor esperado (bajo IP). Como
se puede observar, tanto (2.9) como (2.10) se basan en mantener el crecimiento
del segundo momento del estimador controlado.
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Proposicién 2. (2.10) implica (2.9).

Demostracion
Si (2.10) se cumple, implica que

o Epl2(n)] — EFfa()]
Hnep P{A,}

Entonces, utilizando que P{A,} = Ez[&(x)] tenemos

< 0Q.

) Es[6%(x
lim sup %

de modo que existe z, > 0 tal que para todox > zgy e > 0
Ep[0”(2)]
P{A,}?

con k constante. Utilizando que la raiz cuadrada es una funcién creciente se obtie-
ne

—1 < o0,

<k+1+c¢€

Es[a2(z)] |
NP 1 /2
P{A} <(k+1+€)/7
con lo que se concluye que

, Es[02(z)]

hin_)s;jp W < 00

O

El reciproco no es cierto ya que de manera andloga al procedimiento antes
expuesto, s6lo podemos garantizar que

Es[62(x)] Vars[a(z)]
lfm sup Y———"= < o0 = lim sup ———-2 < 0.

No obstante, si la condicién (2.9) se satisface, se puede garantizar un creci-
miento “controlado”de la varianza del estimador a. Es por esto que para efectos
précticos y del desarrollo de este trabajo, basta con verificar (2.9) para medir la
eficiencia de un estimador monte carlo en términos de varianza.



24 2. MUESTREO DE IMPORTANCIA.

Mas adelante trataremos con estos conceptos como herramientas bésicas pa-
ra medir la eficiencia del muestreo de importancia y estableceremos condiciones
para que los estimadores propuestos en las secciones subsecuentes cumplan es-
tas propiedades, asi como tambien enfatizaremos su uso en el estudio de casos
especificos.

§2.6. Razén de Verosimilitudes.

Hasta este momento hemos tratado con el concepto de Razén de verosimilitu-
des sin haberlo definido propiamente, sin embargo es claro que el objetivo primor-
dial de esta raz6n es asignar pesos a nuestras variables simuladas y que la correcta
eleccion de este cociente redituara en una simulacién eficiente. Para aclarar estas
ideas trataremos con funciones de variables aleatorias y no s6lo con variables alea-
torias como en un principio, en el entendido de que una funcién de una variable
aleatoria no es mas que otra variable aleatoria. Entonces si recordamos nuestro
problema central, lo que deseamos es estimar

con h una funcién medible, f la densidad dela v.a. X.Si g es cualquier otra funcién
de densidad en R? que cumpla que f(z) > 0 implica que g(z) > 0 para toda
z € R, entonces nuestra representacion alternativa de a proporcionada por el IS
es:

f(x)
a= [ h(z)—=g(x)dz.
=1
Esta integral puede interpretarse como la esperanza de un producto de fun-
ciones con respecto de la densidad ¢, de tal forma que podemos reescribir esta

expresion como

_ f(X)
o= Eg[h(X)g(X)},
donde E, representa la esperanza bajo la densidad g. Si X, ..., X,, son simulacio-

nes independientes bajo g, el IS-estimador asociado a g es

A_dn:ln (S
g = ay(n) n;mmg(&) (211)
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El peso f(X;)/g(X;) es lo que hemos definido todo este tiempo como la Razén
de verosimilitudes, que no es otra cosa mas que la derivada de Radon-Nikodym de f
con respecto a g, evaluada en X;. Como se puede observar, lo tinico que hemos
hecho aqui es pasar del uso de variables aleatorias a funciones de variables alea-
torias, y por lo tanto todo lo propuesto para el caso de variables es andlogo para
funciones de variables.

Hasta ahora hemos supuesto por simplicidad, que X es R?-valuada, pero estas
ideas pueden ser extendidas para X que toma valores en conjuntos més generales.
También, hemos supuesto que X tiene densidad f, pero las mismas observacio-
nes son aplicables si f es una funcién de masa de probabilidades (o en un contexto
mas general, podemos tomar una densidad con respecto a alguna medida de re-
ferencia en R¢, diferente de la medida de Lebesgue).

§2.7. Cambio Exponencial de Medida.

A continuacién hablaremos del cambio de medida mas socorrido en el estudio
del Muestreo de Importancia, el Cambio Exponencial de Medida, también conocido
como Medida de Gibbs. Este cambio de medida es de mucha utilidad debido a la
gran variedad de distribuciones que abarca y a la “facilidad”de su caculo.

Para una funcion de distribuciéon F en R, definamos a

o0

¥(0) = log / AP (x) = log E[e?].

A esta funcion se le da el nombre de funcién generadora acumulativa de F' o
simplemente logaritmo de la transformada de Laplace de F'. Sea © = {6 : ¢(0) <
oo} y supongamos ademds que © es no vacio, entonces para cada § € © definamos
ahora

Fo(z) = / PO (1),

Cada una de estas I} es una funcién de distribucién de probabilidades, y el
conjunto {Fyp,0 € ©} forma lo que se denomina Familia Exponencial de distribu-
ciones, mientras que a la transformacién de F' a Fy se le conoce como cambio
exponencial de medida. Si F' tiene densidad f, entonces Fj tiene densidad

fo(x) = " VO f(x).
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Supongamos ahora que Xj,..., X, son v.a.i.i.d con distribucién comtn F'y
que aplicamos un cambio exponencial de medida bajo el cual estas variables se
conservan i.i.d pero ahora con distribucién comun Fj, entonces la razén de vero-
similitudes para esta transformacién es

L dFy ()
i1 ng([L‘l)

= exp{—Qin + nap(0)}. (2.12)

Una propiedad importante del cambio exponencial de medida es que la razén
de verosimilitudes, que es en principio funcién de Xj,..., X, se reduce a una
funcién de la suma de X/s con i = 1,...,n, lo cual en términos estadisticos se
denomina como Estadistico Suficiente® para 6.

La funcién ¢ almacena gran parte de la informacion relevante de la distribu-
cién Fy, ademads de ser una funcién relativamente facil de maniobrar. Un ejemplo
claro de esto es que al derivar (¢) con respecto a ¢, obtenemos la media de Fj.
Denotemos a E, como la esperanza respecto a la distribucién Fj y notemos que
1 (0) = log E[exp(#.X)], con E igual a la esperanza bajo F'. Por lo tanto al diferen-
ciar obtenemos

o0 = L]~ B o)~y px)

Célculos similares se pueden hacer sobre las siguientes derivadas de ¢ y asi ve-
rificar por ejemplo que ¢/" () es la varianza de Fj. La funcién ¢ pasa por el origen
y la desigualdad de Holder nos muestra que es una funcién convexa, de tal forma
que " es positiva, (para mayores detalles sobre los aspectos teéricos de la Familia
Exponencial, ver Barndorff-Nielson [3]).

>Un Estadistico T es suficiente para 6 si la distribucién condicional de la v.a. X dado {T = ¢} no
depende de 6.



Capitulo 3

Grandes Desviaciones y Muestreo de
Importancia.

En el presente capitulo desarrollaremos la parte fundamental de la Teoria de
Grandes Desviaciones marcando especial énfasis en la obtencién de la cota inferior
de las grandes desviaciones, ya que esta cota se encuentra al realizar cierto cam-
bio de medida que como podremos observar en los capitulos subsecuentes, seré el
cambio de medida utilizado en el IS bajo el esquema que propone este documento.
Ademads notaremos que este cambio de medida mantiene una fuerte ralacién con
uno de los criterios de eficiencia mencionados en el capitulo anterior, la Eficiencia
Asintética, lo que en la practica serd de gran utlidad para garantizar la obtencién
de un método que simule eventos poco probables con gran efectividad al menos
asintGticamente.

La exposicién de este capitulo se basa fundamentalmente en [7] y recomenda-
mos al lector consultar [5] para mayor comprensién sobre la teoria antes mencio-
nada.

§3.1. Motivacién e Idea Heuristica.

Sean X, Xs,..., variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das con distribucién comtn F' y media finita (¢ < co). Tomemos un ntiimero a > 0
tal que a > E(X;). Entonces por la Ley Débil de los Grandes Niimeros, la probabili-
dad del evento {X; + - - - + X,, > na} decrece a cero conforme n tiende a infinito.
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Nuestro interés es saber qué tan rapido decrece esta probabilidad, por lo que
para tratar de responder esto calcularemos lo siguiente:

Sea k un entero tal que n/k es entero, entonces X ;)41 + - - -+ X(j41)r > ak para
todoj =0,...,(%) — 1, 1o que implica que

X 4+ X,
IP{ 1+ +

Za}:IP{Xl—i—n-—i—Xanm}
n

, n
> P{X(ry1 + -+ Xgyogp 2 ak V5= 07-~-a(E) -1}

Es decir que

n

Xyt X, - n
[[D{ L Za}zIP’{X(jk)+1+~--+X(j+1)kEak v 3:0,_..,(%)—1}

=P{X, + -+ X} > ak}*,

por independencia de las X/s. De modo que la tasa de convergencia debe ser a lo
mas exponencial. Esto nos lleva a pensar que la probabilidad del evento

>6},

{’X1+...+Xn_E X1+...+Xn]
n n

decrece de manera Exponencial.

Las Grandes Desviaciones analizan el comportamiento asintético de sistemas es-
tocdsticos, razon por la cual se adecuan perfectamente al tratamiento de eventos
de baja probabilidad y como hemos visto hasta ahora el muestreo de importancia
se basa esencialmente en encontrar un cambio de medida 6ptimo para realizar
estimaciones. A continuacién mostraremos cémo la cota inferior de las grandes
desviaciones nos brinda las bases tedricas para realizar un cambio de medida y
obtener aproximaciones ¢éptimas en un sentido asintético.

§3.2. Grandes Desviaciones.

En esta secciéon daremos una prueba del Teorema de Chernoff en R, también
conocido como el Teorema de Cramér, para variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas.

Seann,m € N, X;, X5, ... vaiid, identifiquemos a
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1
v(a) = lim —logP{S,, > na},

n—oo M

paraun a > p = E(X;).

Nuestro primer paso es probar que este limite existe, por lo cual necesitamos
hacer la siguiente observacion. Si definimos a II,, = P{S,, > na} entonces

M =P{S,1m > (n+m)a} > P{S,, > ma, S, — S > na}.

Al utilizar la propiedad de independencia obtenemos que

P{S,, > ma, Spim — Sm > na} = P{S,, > ma}P{S, > na} = I1,,11,.

Definamos ahora a

1 1
Yo = —logll, = —logP{S,, > na},
n n

para transformar asi el producto en una adicién.

Con el siguiente lema, veremos que el limite y(a) efectivamente existe.

Lema 1. Si v, m > Vo + Ym, entonces

1 Tn {’Ym}
im — =supq—¢.

n—oo M le m

Demostracion

Claramente el limsup,,_, . {7/} < sup,,~1{vm/m}, por lo que para completar
nuestra prueba es suficiente demostrar que para toda m € N,
liminf 2 > T
n—oo N M
Escribamos n = km + 1 con 0 < [ < m. Como Vp1m > Ym + Tn, podemos
observar que v, = Vem+i > Yem + Y = KYm + 71, 1o que implica que al dividir entre
n = km + [ tenemos

m n

%>k7m+%:< km )’@ %:<

In >h+ﬂ
n — km+1 km +1 1—1—# m n
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Por lo tanto si hacemos crecer n a infinito, dado que n = km +1lcon 0 <[ < m,
entonces

lfminf 2% > 2™
n—oo M m

&

El Lema anterior prueba la existencia de y(a), que ademads es negativo ya que
P{S,, > na} < 1.
Por lo tanto

P{S, > na} < e"1(@+e, paraun e>0 y VneN.

De aqui en adelante supondremos que X, tiene transformada de Laplace finita
para algtin 6 > 0, salvo cuando se especifique lo contrario.

Sea 0, = sup{f : M(0) < oo}, _ = inf{f : M(6) < co}. Es claro que M(§) < oo
para 0 € (6_,0+). Por lo tanto, ya que X; tiene transformada de Laplace finita,
tenemos que E[X,'] < co y ademés pp = E[X ] — E[X ] € [—00, ).

Ahora bien, si § > 0, la desigualdad de Chebyshev implica

" P{S, > na} < Elexp(0S,)] = M™(6).
De donde podemos concluir que

P{S, > na} < exp{—n(af — :(0))}. (3.1)

Para entender un poco mejor el comportamiento de esta cota superior, esta-
blezcamos el siguiente Lema.

Lema 2. Si a > p, entonces existe 0, tal que af — (6) > 0, para todo 6 € [0, 6,).

Demostracion

Comenzaremos por notar que ¢(0) = log M (0) = 0, por lo que basta con pro-
bar:

1. 7 es continua en 0.
2. ¢ es diferenciable en (0,60,), y

3. ' () converge a y conforme 6 tiende a 0.
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Por lo tanto, existe 6 tal que

0
af —(0) = /0 (a— 1 (z))dz < 0.

Primero mostremos que efectivamente la derivada de v’ existe, para esto, sea
F(z) =P{X; <z}, como

hx
e — 1| = ‘/ eydy‘ < |hx|(e" 4 1). (3.2)
0

Entonces al hacer uso del Teorema de Convergencia Dominada con (3.2), logramos
mostrar que

_ hz _
M’(@):}llinéM(6+h})L M(@):}Lﬁ% e — 1

—/xe‘%dF(ac) ,para 6 € (6_,0,).

e dF(z)

Por la tltima ecuacién se sigue que ¢ (f) = log M () tiene derivada ¢’ (0) =
M'(0)/M (). Ahora si tomamos el limite cuando ¢ decrece a 0, notamos que por
el Teorema de Convergencia Monétona para las z < 0° y del Teorema de Convergencia
Dominada para las = > 0 tenemos que M’'(#) tiende a i« conforme 6 tiende 0.

Un razonamiento similar nos muestra que si 6 decrece a 0, entonces A/ (#) con-
verge a 1.

Con lo anterior hemos probado de 1. a 3., y dada la condicién de suficiencia, nues-
tro Lema queda demostrado.

&

Hasta este momento hemos encontrado una cota superior para P{S,, > na}, y
de manera natural nos preguntamos por el valor 6ptimo de la misma. Es por esta
razén que el siguiente paso es buscar optimizar esta cota encontrando el valor
maximo de fa — 1(6). De este modo al derivar con respecto de # tenemos

M'(6)
M)

d
Ao —v(O)} =a-

®Es claro que tenemos una sucesion decreciente como funcion de 6 que converge a la identidad
y por lo tanto la integral converge a la media
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ntonces, si suponemos que las cosas se comportan “bien”, el méximo ocu-
Ent 1 tan “bien”, el

rre cuando a = M'(8)/M(0). Para ver que efectivamente las cosas se comportan
“bien”hagamos de esta condicién subjetiva una Hipétesis matématica. Para esto
definamos

Fue) = 577 | <"aF )

Si utilizamos la prueba del Lema 2, tenemos que para ¢ € (0_,0+), Iy es una
distribucién con media

EQ(X) = /.Ing(éE) = ﬁ/_oo ajeeﬂﬁdF(m) _ ]Jézég)) |

Por lo tanto, si repetimos la misma prueba podemos notar que si 6 € (6_,0.,),
entonces

M"(0) = / h z?ePdF ().

—00

De esta forma

300 ~ 30 ~ () = [ 24t - ([ am) >0

Como esta tltima expresion representa la varianza de Fjy, si pensamos que la
distribucién de F' no tiene masa en el punto p, entonces M'(0)/M(6) es estricta-
mente creciente y por lo tanto la funcién afl — log M (#) es concava. Ademdas como
M'(0)/M(0) = p tenemos que para cada a > p existe al menos un 6, > 0 que
resuelve la ecuacién a = M'(6,)/M(6,) y este valor de 6 es el que maximiza la
funcién af — log M (0).

Para poder aclarar la existencia de ¢, analicemos el siguiente escenario

Teorema 1. Supongamos que M () existe para algiin § > 0, que la distribuciéon F' no
tiene masa en yu, y que ademds existe un 0, € (0, 6,.) tal que a = M'(6,)/M (8,). Entonces

1
lim —logP{S,, > na} = —ab, + log M (0,).
n

n—oo
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Demostracion

Iniciemos por decir que

1
lim sup — log P{S,, > na} < —ab, + log M(6,),
n

n—oo

es consecuencia inmediata de

P{S, > na} < cap{—n(ad — log M(6))},
ya que si # > 0 podemos aplicar la desigualdad de Chebyshev para obtener
e"P{S, > na} < M"(0)
& P{S, >na} < e " M™(0)
& P{S, > na} < exp{—nba+nlogM(0)}.

Entonces si aplicamos la funcién logaritmo en ambos lados de la desigualdad

log P{S,, > na} < —nba + nlog M(0) = —n{fa — log M(0)}

1
= —logP{S, > na} < —6a+ log M(0).
n

Por lo tanto, al cambiar ¢ por 0, tenemos que

1
lim sup — log P{S,, > na} < —ab, + log M(6,).

n—oo 1

Ahora, para probar que
liminf log P{S,, > na} > —6,a + log M(6,),

tomemos un A € (0,,6,) y X7, X3, ... v.a.iid con distribucion F).
Definamos para esta sucesion de variables aleatorias a S) = X + ... + X\

Entonces, si escribimos dF'/dF\ como la derivada de Radon-Nikodym asociada
a las medidas en cuestion, se sigue inmediatamente de la definicién que

— =M.
aF ¢ (A)

De modo que si FY es la distribucién de S,AL y F™ la distribucién de S, entonces
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Lema 3. La n-ésima derivada de Radon-Nikodym de las distribuciones F y F' estd dada
por

dF™

— )\zMn ]
ary ¢ ()

Demostracion
Para poder probar esto utilizaremos induccién sobre n.

El caso n = 1 queda cubierto inmediatamente de la definicién de F'y F).
Sin > 1, debemos notar que

F'(2)=F"'%F(z) = /_: /_: dF(y)dF"*(z),

es decir que F" es la n-ésima convolucién de la distribucién F'. Por lo tanto bajo
la hipé6tesis de induccién tenemos

dF™ 1 (z) = e_AxM"_l(A)de_l(x) Yy dF(y) = e M (\)dFy(y),

lo que implica que

F*(z) = / / e MM\ dF\(y)e M M (N dFY ()
:/ /]I{Hygz}eA(”y)M"()\)dFA(y)del variables con dist. F).

=E[liss xne’® ¥ DM"())]  haciendo X} = S} — S)_,.
—ASA 1 rn
= Ellsy<zye " M"™ ()]

_ / TN (AN (u).

De modo que

dF"

dF™(2) = e ¥ M™(\)dF}(2) 7ot
A

= e MM™(N).
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De esta forma si tenemos que v > q, entonces al utilizar el Lema anterior y la
monotonia podemos afirmar que

P{S, > na} > / NN NAF (2) > MM (\)e ™ (B () — FY(na)).  (33)

Ahora como ya sabemos que la media de la distribucién F es M'(\)/M()), si
tenemos que a < M’'(\)/M(N\) < v con probabilidad 1, utilizando la Ley Débil de
los Grandes Niimeros (LDGN) obtenemos que

F{(nv) — F{(na) — 1 conforme n — oo.

Por otro lado, el producto M™(\)e~*" converge a cero a una tasa menos rapida,
por lo que

1
liminf —log P{S,, > na} > —Av +log M (\).
n

n—oo

Y yaque A > 0, yv > M'()\)/M(\) es arbitrdria, nuestra prueba estd completa.

o

Si nos fijamos ahora en los valores de ¢ para los que no podemos resolver
la ecuaciéon a = M’(0)/M(6), debemos observar que si x, representa el supre-
mo de la funcién de distribucién sobre todos los valores de x para los cuales
F(z) < 1 (extremo del soporte de la distribucién), entonces si F' no tiene masa
en zy, podemos afirmar que M'(0)/M () crece a z, conforme 6 crece a infinito,
pero M'(0)/M(6) < x, para todo # < co. Sin embargo el resultado para a = z, es
trivial ya que

1
—logP{S,, > nxo} = logP{X; =z} vV on.
n

Cuando zy = oo se tiene que M’(6)/M(6) crece a infinito conforme 6 crece a
infinito, de tal forma que el tinico caso por analizar queda cubierto con el siguiente
Teorema

Teorema 2. Supongamos que xy = 0o, 84 < oo y que ademds M'(0)/M (0) crece a un
limite finito ao conforme 6 crece a 6y, entonces si ag < a < 0o

1
—logP{S,, > na} — —ab, + log M(0,),
n

implicando con esto la linealidad de ~(a) para valores a > ay.
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Demostracion

Como log(M(6))" = M'(9)/M(6), entonces al integrar de 0 a 6, tenemos

IS Aj@(f)) 46 = log(M(6..)) — log(M(0)),

donde claramente log(M(0)) = 0y ya que M (f) es finito para todo 6, garanti-
zamos que log(M(#)) también es finito.
Si hacemos 0 = 6, en P{S,, > na} < exp{—n(ad — ¢ (0))} obtenemos que

1
- log P{S,, > na} < —af; +log(M(0;)) = —aby +1(04).

Por lo tanto

lim sup % logP{S,, > na} < —ab, + ¥(6,).

n—oo

Para verificar la otra desigualdad, usaremos la distribucién F con A = 6. ,entonces

P(S, 2 nah = [ P M0)AR, (0) 2 M0 )e ", () — F, (na)).
Y como esto es vélido para v > a, tenemos que por la Ley Débil de los Grandes
Nuimeros la parte entre corchetes converge a 1, y por lo tanto

1
lim inf - logP{S,, > na} > —vh, + (6;).

n—oo

Ya que 6, > 6, yv > M'(6.)/M(0.) es arbitrario, segtin nuestras hipétesis, se
sigue que
1
—logP{S,, > na} — —aby + ¥ (6;).
n

Al hacer que 0 crezca a 0, y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada
para z < 0y el Teorema de Convergencia Monétona para x > 0, de manera analoga
al punto 3 de la demostracién del Lema 2, podemos observar que F) tiene media
ap. Entonces como

P{S, > na} > M"(N)e "™ [F(nv) — F}(na)],

siag < a < v = a+ 3¢, se obtiene lo siguiente
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1
1 logP{S,, > na} > M(\) — v+ —logP{S} € (na,nv]}.
n n

Al tomar X7, X3, ... va.i.id con distribucion F) y considerar S;, tenemos que

P{S} € (na,nv]} > P{S? | € ((ap—€)n, (ap+€)n|} P{X} € ((a—ag+e)n, (a—ag+2¢)n]}.

Es decir que primero ubicamos a S;_; y después observamos en donde cae X
Ahora, si utilizamos el hecho de que la distribucién F), tiene media a, por un lado
sabemos que por la LDGN

P{S} | € ((ap — €)n, (ag + €)n]} == 1.

n

Por lo que

P{S) € (na,nv]} >P{S) | € ((ap — e)n, (ag + €)n]}
P{X € ((a — ag + €)n, (a — ag + 2€)]}

> %P{X;l\ € ((a—ap+e)n,(a—ap+e)(n+1)}.
(3.4)
Cabe resaltar que esta cota inferior es vélida, pues si analizamos los intervalos
en los que se pide se encuentre la variable X' por separado, podemos observar
que el extremo izquierdo de ambos intervalos es el mismo ((a — ag + €)n), por lo
que tnicamente analizaremos el extremo derecho.
Por un lado,

(a—ag+2€)n=(a—ay+en+e+en—1),

mientras que

(a—ap+e)(n+1)=(a—ag+en+e+ (a—ap).

Por lo tanto al eliminar los términos iguales, obtenemos e(n — 1) en el primer
intervalo, en tanto que en el otro nos resta (a — ay). Entonces resaltando que es-
te dltimo término es constante, tenemos que para un n suficientemente grande
e(n —1) > (a — ap), con lo cual confirmamos que la cota inferior expuesta en (3.4)
es correcta.
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Asi que para poder completar la prueba de nuestro Teorema, s6lo nos resta
saber cudl es el comportamiento de

P{X} € ((a — ag + €)n, (a — ag + €)(n + 1)]}.

De esta forma, al hacer un anélisis de primer paso afirmamos que

1
limsup — log P{X) € ((a —ag +€e)n, (a —ag+e)(n+1)]} =0 ,e>0.
n

n—oo

El argumento para esta afirmacion es el siguiente : podemos decir que este
limite superior es igual a cero, ya que de otra forma seriamos capaces de elegir un
n < 0 tal que

%log]P’{X,)l‘ €((a—ap+e)n,(a—ap+e)(n+1)]} <n<0.

Entonces

P{X; € (wn,w(n+1)]} <e" <1 endonde w = (a— ag+e).

De modo que

ZP{X; € (wn,w(n + 1)} < Ze"" < o0.

n=0

Puesto que la funcién exponencial decrece rapidamente y se encuentra eleva-
da a un exponente negativo, implica que para la parte positiva de las variables la
. e . +
esperanza es finita, es decir E[ X} ] < oo.

Por lo tanto, al hacer un anélisis similar tomando ¥ > 0 tal que ¥ < —n, enton-
cescomo ¥ +1n < 0

E[e’X1] = / P dFy(z)

o0

0 Nw 00
= / e’ dFy(z) + / e’ dFy + / "1 dFy (),
—00 0

Nw

(3.5)

para un N,, € R, que depende de w. Ahora, dada la ecuacién (3.5) Ganicamen-
te basta verificar que estas tres tltimas integrales son finitas para obtener el re-
sultado que estamos buscando. Es claro que por las propiedades de la funcién
exponencial en cero, en la primera integral tenemos
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0
/ eﬂx%dF,\(as) <1-P{X} € (—00,0)} < o0,

mientras que en la segunda
Nw N
/ e’ ARy < "N P{X) € (0, Nw)} < 0.
0

Por ultimo, para garantizar que la tercer integral es finita, podemos realizar lo
siguiente

/Nooeﬂx%da(x): Z / " dFy(z) < Y "MIP{XY € (n,n+ 1]}}

n=Nw n=Nw

< Z e’ em  por lo visto arriba

n=Nw
= Z elemem = ¢? Z e < o0 pues (¥4 1n) < 0.
n=Nw n=Nw

Ahora bien, como E[¢?X?] < oo para algtn ¢ > 0 implica que E[e*")X1] < oo,
No obstante, esto no es posible ya que contradice el supuesto A = 6, = sup{0 :
M(8) < oo}

De esta forma se concluye que

lim mf log P{S,, > na} > liminf[M(\) — A\v] + lim mf — log P{S) € (na,nv]},

n—oo n—o0 n—oo

implica

1
lim inf[7(\) — Av] + lim inf —log P{S) € (na,nv]} > M(\) — \v.

n—oo

Por lo tanto
1
lim —logP{S,, > na} = ~v(a).

n—oo M
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Como acotaciéon importante al desarrollo tedrico antes expuesto, observamos
que Fy es justamente el Cambio Exponencial de Medida definido en la seccién 2.7 y
que y(a) puede traducirse como la constante vy definida para la Eficiencia Asintéti-
ca, concepto del cual hablamos en la seccién 2.5, considerando un a fijo y el hecho
de que {S,, > na} es un evento de baja probabilidad. Por lo tanto la esencia del
muestreo de importancia bajo un esquema de Grandes Desviaciones, radica en en-
contrar el 6, que optimiza la funcién af — () y posteriormente realizar el cambio
de medida sobre este parametro.



Capitulo 4

Contra-ejemplo en Muestreo de
Importancia para Probabilidades de
Grandes Desviaciones.

Como ya hemos mencionado en repetidas ocasiones, el Muestreo de Importancia
es un estupendo método para obtener estimaciones eficientes de probabilidades
de eventos raros, via Monte Carlo. Sabemos que el muestreo de importancia puede
basarse en el cambio de medida que sugiere el andlisis de Grandes Desviaciones y
que bajo éste esquema garantizamos la asintotisidad de nuestros resultados. Sin
embargo, atin no podemos asegurar reducir sustancialmente la varianza de estas
estimaciones.

En una gran variedad de problemas ésta aproximacién puede sugerir el uso
de estimadores que resultan ser 6ptimos en un sentido asintético. No obstante, en
este capitulo brindaremos un ejemplo para el cual, el estimador propuesto bajo el
esquema que sugieren las grandes desviaciones, presenta un pobre desemperfio en
lo que a eficiencia se refiere, ya que este estimador puede tener una varianza que
decrezca a una tasa més lenta que la de un estimador “ingenuo”’o “burdo”, una
varianza que se incremente con la rareza del evento o incluso una varianza infini-
ta. La caracteristica principal de este ejemplo es el hecho de permitir mas de una
forma para que el evento “raro”ocurra, lo que debe ser analizado minuciosamente
o redituard en una baja eficiencia. Esta es la idea mostrada en el articulo de Paul
Glasserman y Yashan Wang [11], en el cual se basa la exposiciéon de este capitulo. En
el desarrollo del ejemplo se propone un estimador alternativo y se discute a fondo
el por qué de esta idea, asi como también se enfatiza el hecho de que esta alterna-
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tiva otorga pesos especicficos a las trayectorias de baja probabilidad omitidas por
los téminos asintéticos.

Como ya sabemos las grandes desviaciones buscan identificar la curva o tra-
yectoria mds parecida al evento que se desea simular, sin embargo esto puede
tener efectos adversos en lo que a la varianza se refiere. Para hacer mds evidente
esto, simplemente tomemos en cuenta que el anélisis de primer momento no nos
puede garantizar nada acerca de la conducta del segundo momento, por lo que
es natural pensar en la necesidad de ir mas alla del limite de las grandes desvia-
ciones para garantizar la efectividad del IS en términos de varianza. A pesar de
existir casos para los cuales el estimador propuesto via grandes desviaciones, no
muestra un gran desempefio, estos casos son contados y es claro que el cambio de
medida propuesto bajo este esquema siempre serd un buen punto de partida, ya
que de ser coherente con estos principios garantizamos propiedades sobre la con-
vergencia de nuestras estimaciones, y en caso de ser necesario siempre podemos
refinar esta primer propuesta para obtener los resultados deseados en téminos de
reduccién de varianza.

64.1. Descripcion del Problema.

Comencemos por dar una formulacién genérica del problema al que nos en-
frentaremos, y para esto consideremos una familia indexada de eventos {A,,z >
0} que satisfaga cualquiera de las siguientes dos condiciones

1
lim ~log P{A,} = —, (4.1)

r—00 I

para algan v > 0, o la asint6ticidad exponencial

P{A,} ~ Ce ™, (4.2)

para alguna constante C' > 0. En la seccién 2.4 hablamos de que para estimar
a(x) = P{A,} via una simulacién directa, debemos generar repeticiones indepen-
dientes de la variable aleatoria I 4, o algo que se le aproxime.

Bajo este tipo de simulacién tenemos que la varianza del estimador es

Var[lia,,] = E[Hwa}] —E[l{4,])* = a—a

por lo tanto, si P{A,} tiende a 0, implica que la varianza se aproxima a cero, pero
el Error Relativo del estimador (el cociente de la desviacién estdndar y la media)
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satisface

Error Relativo = — 00, conforme x — 0.

Oé([L‘) - a(gj)

Si (4.1) se cumple, el incremento a infinito es exponencial, lo que indica que el
niimero de repeticiones independientes de I; 4, } requeridas para alcanzar un Error
Relativo fijo crece exponencialmente con z, ya que de manera andloga al procedi-
mento mostrado en la seccién 2.5 observamos que el tamafio de muestra N para
alcanzar una cierta efectividad ¢ se expresa como

N qg/g(@(l’) —a*(x)) qg/z
B a(x) §2Ce=

Hemos visto que bajo el IS se generan muestras independientes sobre una di-
ferente medida de probabilidad digamos [P con operador esperanza E; y se usa la
representacion

P{A,} = E3[Ly; Ag] = Ep[Lalia ], (4.3)

donde L, es la razén de verosimilitudes entre las medidas P y P, o de manera mas
precisa es la razén de verosimilitudes de una resticcién de PP a una restriccién de P,
la restriccién que se hace de una sub-o-algebra contenida en A, en la cual P >> P.
Muchas veces la continuidad absoluta de las medidas no restringidas falla. Este es
justamente el caso de nuestro ejemplo y de hecho de todos los ejemplos en donde
el cambio de P a P transforme la distribucién en comtin de una sucesién infinita
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas.

Basado en (4.3) obtenemos un estimador insesgado de P{A,} = a(x) prome-
diando repeticiones independientes de

d(ﬁ) = Lx]I{AI},

con & generado bajo P. Ahora bien, si la desviacion estandar de este estimador
es mds pequefa que la de I;4,}, al menos para = grande, implica que &(z) es un
mejor estimador para nuestros propoésitos.

Si (4.1) se satisface, entonces la no negatividad de la varianza implica que
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I

[
=
.’ﬁ—l| !
joN
N =
VAN

[
=
o)

%

1
= limsup —— log Ez[a%] < lim —~ log Ez[a]?
T

T—00 T—00 x
1 1

= limsup —— log Ez[a%] < lim ——logP*{4,} = 2.
T—00 T r—00 I

Por lo tanto

1
lim sup{— - log Ez[a% ()]} < 27.

T— 00

Esto significa que la tasa logaritmica de crecimiento del segundo momento del
estimador puede ser a lo mds dos veces 7.

Recordaremos ahora las siguientes definiciones

Definicién 1. Se dice que un estimador &(x) es Asintéticamente Eficiente o Asintoti-
camente Optimo, si la tasa logaritmica de crecimiento mdxima es alcanzada, es decir

’ 1 .
Jim { — logEsla’(x)]} = 2.

Definicién 2. Decimos que el estimador &(x) es Logaritmicamente Eficiente, si existe
e > 0 tal que

i VYars|a(x
lim sup $

< 00,

0 de manera equivalente

lim inf — log (Varﬁ, [o?(x)])
e AL

Definicion 3. Un estimador & (x) tiene Error Relativo Acotado si satisface

E-l42
h’msup% < 00.

Las siguientes dos proposiciones, enfatizan la importancia de la Definicién 3.
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Proposicion 3. Si &(x) tiene error relativo acotado, entonces &(x) es asintoticamente
eficiente.

Demostracion

Sabemos que debido a la no negatividadde la varianza, siempre se cumple que

1
lim sup{ - log Eﬂo@%x}]} < 27,

por lo que para probar que &(x) es asintéticamente eficiente, basta con demostrar
. 1 2
hfi}){}f{ - log Es & (a:)]} > 2.

De este modo, utilizando que &(z) tiene error relativo acotado, tenemos que
para todo € > 0, existe z, > 0 tal que para todo = > z,

VEs[62(z)] _ Es[d*(x)]
P{A.} Esla(x)]

con k constante. Entonces

<k+e,

Esa*(z)] < (k + €)"Ef[a(x)].
Haciendo uso de la monotonia de la funcién logaritmo observamos que
log E3[a%(x)] < 2log(k + €) + 2log Ez[a(x)],
de donde se sigue
1 2 2 2 .
- log E[a(x)] > - log(k +¢€) — - log Eg[a(z)].

Por lo tanto, al tomar el limite inferior de esta desigualdad

1 1
liminf —=log Ez[a* ()] > 21liminf — = log Es[&(x)],
T T

T— 00 T— 00

ya que el primer sumando de la parte del lado derecho, tiende a cero conforme =
tiende a infinito. Por dltimo como Ez[d(z)] = P{A,}, se concluye el resultado.

&

Proposicion 4. Si a(z) tiene error relativo acotado, entonces &(x) es logaritmicamente
eficiente.



46 4. CONTRA-EJEMPLO.

Demostracion

Como &(x) tiene error relativo acotado, existe xy > 0 tal que paratodae >0y
T > Xy

Ep[a?(z)]
P{A.}

con k constante. Al elevar al cuadrado y restar de ambos lados de la desigualdad
un 1, tenemos que

<k-+e,

_[42 E2[a E2[A
P2{A.} Efla(x)] EZla(x)]
de donde facilmente se sigue
Varg[a(z)] 2 _
(A} <(k+e€”—1.
Por lo tanto
, Vars[a(z)]
ll;risol.}p P{A, > < 00
o

Estas tres propiedades son de gran utilidad para el andlisis de la eficiencia de
los estimadores, y ya que el objetivo primordial de este capitulo es mostrar como
los estimadores sugeridos en base a la asintoticidad de P{A,}, pueden no cum-
plir dichas propiedades e inclusive pueden tener menor efectividad que estima-
dores directos como la funcién indicadora del evento, necesitamos precisar per-
fectamente el mecanismo mediante el cual un estimador es sugerido. Uno puede
imaginar pocos sentidos por los cuales un cambio de medida es consistente con el
resultado de grandes desviaciones, lo que sugiere que es poco razonable pensar
que alguno de ellos pueda cubrir todos los aspectos a estudiar. Tal vez la nocién
mads atractiva seria la existencia de un Teorema Limite Condicionado, que nos mues-
tre estrictamente que la medida de probabilidad P condicionada en A, converge a
P conforme z tiende a infinito y asf simular sobre la Ley Condicional y producir un
estimador de varianza cero.

Una nocién relacionada es la existencia de un resultado de grandes desviacio-
nes para medidas empiricas en trayectorias de A,, generalizando asi el Teorema de
Sanov (ver [5]).
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Sin embargo, nosotros trabajaremos con dos nociones aparentemente més débi-
les que intentardn acompanfar a (4.1) y (4.2), respectivamente.

Definicion 4. Diremos que P es consistente con el resultado de grandes desviaciones para
P{A,} sielliminf, ... P{A,} > 0y bajo P, cualquiera de las dos siguientes condiciones
se cumple:

LlogL, —~  en probabilidad, (4.4)
xz

e’ L, tiene una distribucion limite propia, (4.5)
donde “propio”significa excluir distribuciones con masa en oo.

Esto claramente no intenta cubrir todos los casos, pero si trata de establecer un
eslabon entre el resultado de grandes desviaciones y el cambio de medida pro-
puesto. Tanto (4.4) como (4.5), sugieren que P condicionada en A, es aproximada
por P debido a que la razén de verosimilitudes no se esparce demasiado: la Ley
condicional por si sola tiene razén de verosimilitudes constante con respecto a P en
A,. En algunas ocasiones es preferible multiplicar por la funcién indicadora Iy,
en la condicién (4.5), pero en el ejemplo que mostraremos aqui, tenemos que P
se encuentra en la frontera de una familia paramétrica de medidas bajo la cual la
probabilidad de A, converge a 1. Podemos argumentar nociones mds fuertes de
"Consistencia con Grandes Desviaciones”que serdn preferibles, no obstante, en
las aplicaciones este tipo de nociones pueden ser imposibles de verificar, por lo
que en la préctica, uno muchas veces encuentra que no hay nexos precisos entre
la asintoticidad de los eventos "raros”’y la medida sugerida por el muestreo de
importancia.

A continuacién mostraremos un ejemplo basado en la asintoticidad logaritmi-
ca, para el cual el estimador propuesto es consistente con (4.4) y sin embargo al
hacer un anélisis de varianza, podemos observar que este estimador tiene varian-
za infinita. Posteriormente se propone un estimador alternativo que cumple con
ser asint6ticamente eficiente.

§4.2. Probabilidades de Cola para la Suma de Varia-
bles Aleatorias.

Sean X, X5, ... va..i.d, con funcién generadora acumulativa (¢) cuyo do-
minio tiene interior no vacio, y supongamos también que existe a > 0 tal que
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|E[X1]| < a, para el cual ademas existen soluciones 6, y _, en el interior del domi-
nio de ¢ a las ecuaciones ¢'(6,) = ay ¢'(0_,) = —a.Sea S, = > . X;,n=1,2,....
Un hecho conocido a partir de la prueba del Teorema de Cramér mostrada en el
capitulo anterior, es que

— lim 1 logP{S,, > na} = 0,a —¥(0,) = ., (4.6)
n—oo N
y
— lim 1 logP{S,, < —na} = —0_,a —Y(0_,) = v_a. (4.7)
n—oo N

El tinico cambio de medida asintéticamente eficiente, debe cambiar la distri-
bucién comun de las X; por 6,, es decir

Py, {X1 < 2} = Elexp{0, X1 — ¥(0,)}; X1 < z].

Cabe resaltar que bajo Py,, las X/s son atin v.a.ii.d, ya que las medidas Py,
y P son mutuamente absolutamente continuas cuando nos restringimos a la o —
dlgebra generada por {X1,...,X,}, sin embargo no lo son en la o — dlgebra ge-
nerada por la sucesién infinita {X;, Xs,...}. Entonces podemos generalizar esto
para obtener

Py, {S, < an} = Ey, [exp{—0.,5, + n(0,)}; S < an).

Mas adelante, se verificard que si se cumple la condicién v, < v_, entonces Py,
es consistente con la conducta de grandes desviaciones que describe P{|S,,| > an}.
Por lo que la obvia extensién del método ya descrito, seria generar repeticiones
independientes de

a(n) = exp{—0,5, + n(0,) Y5, 12any = Lnllfs, [>an}

que es un estimador generado bajo Py, .

Al analizar el comportamiento de este estimador nos daremos cuenta de algu-
nos inconvenientes, como el hecho de que & tiene varianza infinita (Teorema 3.1),
por lo que se buscara una alternativa a nuestro método tradicional para generar
un estimador y asf refinarlo, obteniendo la siguiente propuesta

B-l—(n) = eXp{QaSn + nw(ea)}H{SHZan%
generado bajo Py, y
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B-(n) = exp{0_qS, + 1n(0_0) Mg, < an),

generado independientemente bajo IPy_,. Al sumar estos dos tiltimos estimadores,
obtendremos una mejor estimacién del evento en cuestion.

De tal forma que B(n) = B.(n) + B_(n), es el estimador propuesto, y como es
natural también se realizard un anadlisis sobre la eficiencia del mismo (Proposicion
5.3).

Proposicién 5. Supongamos v, < v_,, entonces:
1. limy, o0 — = log P{[Sn| > an} = 7.
2. L, en &(n) satisface (4.4) con y = ,.
3. 3(n) es asintéticamente eficiente.

Demostracion

Para probar el punto 1, recordamos los resultados del Teorema de Cramér pre-
viamente expuestos, es decir, nuestras ecuaciones (4.6) y (4.7).
Si utilizamos una propiedad general de la funcién logaritmo que establece que

log(z +y) = log(z) + O<g>, si 4 0,
T x

podemos mostrar lo siguiente

lim —llogIP’ﬂSn] >an} = lim —l[log (P{S, > na} + P{S, < —an})]

n— 00 n n—o0 n
1 P{S, > na}
— lfm —=log P{S, > It —on Z 1Ay
nggo n 08 {Sn - na} + nLIgoO(IP’{Sn < —an})
= eaa - ¢(9a)
= Ya-

En el punto 2 tenemos

a(n) = exp{—0,5, + 1 (0,) Y5, 12any = Lnllfs, [>an}»

lo que implica que

L, = exp{—0,S, + n(6,)},
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de donde

—l log L, = Ha& —(0,,).
n n

Al tomar en cuenta que la Ey[X;] = ¢/(f) y basados en el resultado de la Ley
Fuerte de los Grandes Niimeros, sabemos que S,,/n converge a la media x con pro-
babilidad igual a 1. Entonces ya que ¢'(61,) = =a (por hipétesis) obtenemos el
resultado buscado, es decir

1 Sn
—log L, = 0,2~ — — Oa —
~log Ly = 0,2 — v(0) — faa — 0(6,).

donde esta convergencia es casi segura con respecto a [Py, conforme n crece.
Para poder probar 3., nos basamos en que el

, 1 -
lim ——log By, [01] = 27+a,

n—oo N

puesto que Bi es un estimador de la forma LI 4,;. Entonces al utilizar la desigual-
dad de Jensen y aplicar un razonamiento similar al realizado en la descripcién del
problema general, tenemos que para 3, se cumple

Eo,[2] > B, 3] = B, {S, > an}.
Por lo que

1 - 1
—ﬁlog Eo, [83] < —ElogIP’za{Sn > an}.

La no negatividad de la varianza nos da

1 A 1
2744 < limsup —— log By, [37] < limsup ——logP; {9, > an} < 27y4,. (4.8)
n n

n—oo n—oo

Por lo tanto

, 1 5
limsup — = log By, [ 2] = 274,

n—oo

Notando que los limites inferiores también se encuentran acotados como en
(4.8), obtenemos

1 .
lim inf — = log Eg, [37] = 2744
n

n—oo
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De tal forma que

) 1 A
lim —=log By, [37] = 274

n—oo n

Un razonamiento anédlogo sobre el segundo momento de 3_ nos lleva a con-
cluir que

Tim —% logEg_, [32] = 27_..

Por lo tanto, basdandonos en que B(n) es la suma de G, (n) y B_(n), implica que
el logaritmo del segundo momento decrece asintéticamente a una tasa no menor
que la més pequefia de las tasas de convergencia para los dos estimadores por
separado. Esto significa que la tasa de decrecimiento de 3(n) es mayor o igual que
el min{2y44,27-0a} = 2744, Ya que 74, < 7—o. Y al utilizar nuevamente la no
negatividad de la varianza de 3(n) tenemos que la tasa debe ser menor o igual
que este mismo minimo, por lo tanto resulta que esta tasa de decrecimiento es
exactamente el minimo de las dos por separado. Es decir que

1 N
lim —— log Ey[5%] = 27,.
n

n—oo

Con lo que se concluye que nuestro estimador alternativo es asintéticamente
eficiente.

&

El siguiente Teorema analiza el comportamiento de &(n), el estimador sugerido
por el término asintético de P{|S,,| > an}. En este caso notaremos que la eficien-
cia del estimador puede ser muy pobre, ya que a pesar de que [Py, asigna poca
probabilidad al evento {S,, < —an}, L, puede ser muy grande en este conjunto,
estableciendo lo que en este capitulo hemos denominado como Contra-ejemplo.

Teorema 3. Supongamos que v, < V_q
1. Siy(—6,) = oo, entonces & (n) tiene varianza infinita.
2.5i0,+0_, >0y (—0,) < oo, entonces Eq,[6*(n)] — oo.

3. Sif,+06_, <0, entonces + log Eg, [¢*(n)] — min{27,, —¢(0,) — (6_,) — a(b, +
)
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Demostracion

Para demostrar el punto 1, notamos que
Eq,[6°(n)] = Eo, [exp{—2(0aS, — 119)(0a))}; |Sn| > an]
= / exp{—2(0,5, — n(0,))yeP* 5 M(0,) "dF™
{|Sn|>an}

= / exp{—(0.5, — n(6,)) }dF"
{|Sn|>an}

= Elexp{—(0.5, — n(6a))}; [Sa| = an]
= Elexp{— (0.5, — n(0,))}; Sn > an]
+ Elexp{—(0,S, — nv(6,))}; S < —an).

Lo que implica que

Ey, [62(n)] > Elexp{— (0.5, — m(02))}: S < —an]

— Elexp{— (0.5, — mb( D)} — Elexp{— (0.5, — n4(6,))}; S > —an]
— exp{nté(0)} (Elexp{~0S,}] — Elexp{~0S,}; S, > ~an] )
> exp{ny(6a)} (Elexp{~05,}] - exp{0aa} )
= exp{nw(éa)}<exp{nw(—9a)} — exp{n@aa})

= OQ.

Ya que ¢(—0,) = oo , tenemos que como el segundo momento del estimador
analizado no es acotado, entonces ¢ tiene varianza infinita.

Para probar el punto 2, escribamos

Elexp{—(0.S, — nv(0,))}; S, < —an]
=E_y, [exp{—0,5, +nY(0,) — (—04)Sn + n(6,}; S < —an] 4.9)

= exp{n@b(@a)} + nqu)(_ea)}lp)—@a{sn < _an}'

De tal forma que si §, + 6_, > 0 entonces E_g, [X;] = ¢'(—0) < ¢'(0_,) = —q,
pues 0_, > —0, y 1 es convexa.
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Si notamos que el liminf,, . P_y,{S, < —an} > 0y hacemos uso de la conve-
xidad de v, tenemos que ¢(6,) + ¢ (0_,) > 2¢(0) = 0, lo que implica

Eg, [6*(n)] = exp{n(t(0a) + ¥ (0-0))}P-0,{Sn < —an}.
Y como ¢(0,) + ¢¥(6_,) > 0 podemos asegurar que existe un v > 0 tal que
¥(0,) + ¢ (0-,) > v, de modo que
B, [6°(n)] > exp{nv}P_g,{S, < —an}
> liminf { exp{nv}P_q,{S, < —an}}
= 0.
Por lo tanto

Ey, [@*(n)] — oo.

Con este resultado, lo tinico que nos resta probar es el punto 3, y para poder
demostrarlo, debemos observar que la hipétesis principal, 6, + 0_, < 0, implica
que 0_, < —0,, entonces

o= V(0-0) < ¥(—0,) = B_o,[Xi].
Definamos ahora a
_g, = logE_g, [exp{0X;}]
= IOgE[eXp{_eaXl - ¢(—9a) + QXl}]
= log E[eX10=0)] — Jog E[e~%%1]
= ¢(9 - ea) - ¢(_0a)

Al derivar ambos miembros de la igualdad con respecto a 6, obtenemos que

(4.10)

Py, = V(0 —0,),

de modo que 0_, =0, + 0_, resuelve la ecuacion

wLH,l (9_,(1) =Y (0_a —ba) =¢'(0-a) = —a.

Al hacer uso de este resultado junto con en el Teorema de Cramér logramos ver
lo siguiente
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1
lim ——logIP’ A8 <ant = —0_,a—_g,(0-,)

= —a(@a + 0_(1) — 1/1(0—(1 - ea) + 77Z}(_8a)
= —a(@a -+ 07a> - w<97a) + w(_6a>'

Entonces bajo la expresion (4.9) tenemos
—% log Elexp{— (0,5, — n¥(6,))}; Sp < —an)
1
=~ log { exp{mih(6.) + n(~0,)P-o,{S, < —an} |
1 1
= - _—— < p—
" log { exp{ny(0,) + ny(—6 )} " logP_p,{S, < —an}

= —1p(0,) — Y(—0,) — - log P_y,{S, < —an}
= —0(0a) — V(—ba) — alls + 0_0) — V(0_0) + V(—0,)
= —(0a) = ¥(0-a) — a(ba + 0-a).

Ahora, utilizando parte de la prueba del punto 3 de la Proposicién 5, sabemos
que

—0
—0

! log E[exp{— (6.5, — n¥(0.))}; Sn > an] — 2v,, conforme n — oo.
n

Por lo tanto

! log B, [&*(n)] — min{27y,, —(0,) —¥(0_o) —a(0,+60_,)}, conformen — oco.
n

o



Capitulo 5

Aplicaciones.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar algunas de las aplicaciones del
Muestreo de Importancia a problemas especificos. Analizaremos el aspecto préctico
del método propuesto en este trabajo en escenarios tales como el cdlculo de me-
didas de riesgo como el VaR, la optimizacién en la elecciéon de Portafolios de
Inversion, la Valuacién de Opciones y el problema de la Ruina.

§5.1. Muestreo de Importancia para el Valor en Ries-
go.

El llamado Valor en Riesgo, mejor conocido como VaR por sus siglas en inglés, se
ha convertido en una importante medida para estimar y administrar un portafolio
de inversion. Esta medida de riesgo se define como un cierto cuantil del cambio en
el valor del portafolio de inversién durante un periodo de tiempo especifico. Para
ser mds claros, supongamos que el valor de un portafolio de inversién al tiempo ¢,
estd determinado por la funcién V(¢), que el periodo de tiempo al que esta sujeto
es At, y que el valor del portafolio al tiempo ¢t + At es V(t + At).

Denominaremos a la pérdida en el valor del portafolio durante el periodo de

tiempo al que esta sujeto como ¢ = —AV, en donde AV = [V(t + At) — V()] y
definiremos al VaR,, asociado con una probabilidad p, por la siguiente relacién

P{¢ > x,} =p. (5.1)
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Es decir que el VaR,, es el cuantil (1 — p) de la distribucién de pérdida.

Comunmente At es tomado como un dia o dos semanas y p < 0.05. Muchas
veces p = 0.01 es de gran interés ya que con este valor de p se asegura una con-
fianza del 99 % sobre el nivel de pérdida.

Para valuar (5.1), los métodos Monte Carlo son utilizados en la mayoria de las
ocasiones debido al amplio material existente. De modo que aproximar los cam-
bios de los factores de riesgo del portafolio de inversion se hace posible y con esto
re-valuar el portafolio y calcular la distribucién de pérdida. No obstante, la obten-
cién de estimaciones exactas del VaR puede ser computacionalmente costosa, ya
que:

1. En un portafolio de inversién, por lo general se encuentra un gran ntimero
de instrumentos, es decir que nuestra variable en cuestion es de considera-
ble complejidad y por lo tanto para poder hacer la valuacién del portafolio
se requiere de presupuestos altos.

2. Cuando p es pequefia, una gran cantidad de simulaciones son requeridas
para lograr estimaciones acertadas sobre la cola de la distribucion de proba-
bilidad.

Nuestro propdsito radica entonces en describir una técnica de reduccién de va-
rianza, que nos ayude a disminuir sustancialmente la varianza para alcanzar una
determinada precisién. Bajo este contexto, nuestra propuesta obvia es el muestreo
de importancia pues la clave para reducir la varianza de una estimacién del VaR,,,
es obtener estimaciones exactas o certeras de P{¢ > x}, para valores de x cercanos
a x, y de esta forma concentrar nuestros esfuerzos en esta zona. Nuestro fun-
damento bdsico es explotar el conocimiento que tenemos sobre la distribucién de
una aproximacion a la funcién de pérdida y asi idear esquemas de muestreo Mon-
te Carlo més efectivos. Las aproximaciones a la funcién de pérdida empleadas en
este problema son expansiones de series de Taylor de primer y segundo orden
sobre /. Dichas expansiones, son las aproximaciones Delta y Delta-Gamma res-
pectivamente. Estas aproximaciones son utilizadas ya que si los factores de riesgo
tienen una distribucién normal multivariada, como se asume en muchos de los
casos précticos, la distribucién de la aproximacién Delta se conoce en su forma
analitica, mientras que la distribucién de la aproximacién Delta-Gamma puede
calcularse numéricamente.

Estas aproximaciones No siempre son lo suficientemente exactas para proveer
estimaciones precisas del VaR, sin embargo de la correlaciéon entre la aproxima-
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cién y la pérdida actual, el conocimiento sobre la aproximacién puede ponernos
en gran ventaja para cumplir nuestro propésito y reducir la varianza. Si estamos
interesados en estimar P{/ > z}, entonces podemos hacer uso de I;¢-,) como va-
riable de control, en donde Q es la aproximacién a la pérdida. Especificamente
esto significa reemplazar la estimacién estandar Iy, ., con

Liosay — Blosay — P{Q > x}],

donde ¢y Q son valuadas en el mismo escenario de precios y P{Q > x} se calcu-
la numericamente. El coeficiente 3 puede estimarse a partir de la simulacién que
minimice la varianza.

El principal problema de estimar P{¢ > z} para valores grandes de z, es el
hecho de que en muy pocas muestras se encontrara el evento {¢ > z}, y como
consecuencia en muchas de las muestras se tiene que I, = 0. Como sabemos,
una pricipal caracteristica del muestreo de importancia, es la buena adaptacién
en la simulacién de eventos “raros”’o de baja probabilidad. Entonces si supone-
mos que la densidad conjunta del cambio de los factores de riesgo es f, al aplicar
nuestro método tenemos que en lugar de simular con esta densidad, una diferente
densidad g sera utilizada, de tal forma que podemos escribir a la probabilidad de
pérdida de la siguiente manera

P{{ >z} = /]I{g>m}f(2>d2 = /]I{g>x}%g(z)dz = Ey[lp>ar L(Z)]. (5.2)
A continuacién mostraremos como utilizar las aproximaciones Delta y Delta-
Gamma como guia para la eleccién de una efectiva distribucién de muestreo.
Observaremos ademads en el desarrollo de este ejemplo, que la aplicacién de
esta técnica de reduccién de varianza (el IS) puede mejorarse al combinarse con
la estratificacién y que en particular la combinacién de estos dos métodos no in-
volucra algunna clase de costo extra. Por el contrario los gastos generales de una
implementacién de este tipo son sumamente pequefios. Para ser mas claros, si
suponemos que la aproximacion Delta-Gamma esta dada, los tinicos gastos son:

1. Costo en términos del tiempo empleado para calcular el cambio de medida
del muestreo de importancia.

2. Tiempo empleado para calcular los cuantiles relacionados con el muestreo
estratificado.
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3. Un costo adicional por cada muestra al generar los factores de riesgo a partir
de la distribucién condicional de los estratos y calcular su respectiva razén
de verosimilitudes, costo que es insignificante comparado con lo que se ne-
cesitarfa para evaluar incluso un portafolio de inversién de tamafio modesto.

§5.1.1. Aproximaciones Delta y Delta-Gamma.

Comenzaremos por describir la forma de las aproximaciones Delta y Delta-
Gamma como sumas de términos que envuelven variables aleatorias indepen-
dientes normales estdndar. Esto facilita el cdlculo de las cantidades requeridas
para el control del muestreo de importancia y la estratificacion.

Supondremos por el momento que hay m factores de riesgo, y que

S5(t) = (5:(t),...,5u(t)),

denota el valor de estos factores al tiempo t. Definamos a AS = [S(t + At) — S(t)]”
como el cambio en los factores de riesgo durante el intervalo de tiempo [¢, ¢ + At].
Por lo tanto la aproximacién Delta-Gamma est4 dada por la siguiente ecuaciéon

1
AV =—(~0OAt+5TAS+ 5ASTFAS, (5.3)
donde © = 2V, §; = %, y Ty = #g@jm, (todas la derivadas parciales son

evaluadas en S(t) ). Mientras que la aproximacién Delta esta dada por

AV =—(~0At+iTAS

Si AS tiene distribucién normal multivariada con vector de medias cero y ma-
triz de varianzas y covarianzas ¥, entonces para obtener muestras de AS podemos
tijar AS = CZ, donde Z es un vector de m normales estdndar independientes en-
tre si y C es una matriz tal que CC' = ¥, de tal forma que para la aproximacién
Delta tenemos que

P{{ >z} ~P{b"Z > 1+ OAt} =P{Y > y,}, (5.4)
en donde

v = —5TC, Y =b'Z, Yy Y. =ax+ OAL (5.5)

Para la aproximacién Delta-Gamma, buscamos expresar { ~ c+b"Z+Z"'AZ =
¢+ Qdonde cada una de las Z ’s sea normal estdindar independientes entre si y A
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sea una matriz diagonal. Entonces lo tinico que nos falta, es elegir C de tal forma
que

1
c'c=x y ECTI‘C sea diagonal. (5.6)

Para mostrar que tal eleccién es posible, iniciemos con una matriz C arbitraria
para la cual se cumpla que CC" = ¥ y escribamos C'I'C = —UAU", donde U es
una matriz ortogonal con la propiedad de que sus columnas son los vectores pro-
pios de 1C'T'Cy —A es la matriz de valores propios de : C'I'C ( 'y en consecuencia
también de 1I'S), lo cual es viable al aplicar el Teorema de Descomposicion Espectral.
Ahora al reemplazar la matriz original C con CU obtenemos

CU(CU)T = CUU'C" = CIC"  pues U es ortogonal

1 1
= 5(CU)TFCU: 5UTCTFCU: ~U"UAU"U= ~IAT = —A  que es diagonal.

De modo que la nueva eleccion satisface (5.6). Entonces, al seguir la estructura
de (5.6) observamos que

(~—-OAt—§'CZ=—-OAt+b"Z+Z"\Z, (5.7)

Para b = —§7 Cy Zes un vector de normales estandar independientes. Enton-
ces

P{¢ >z} =~ P{Q >z + OAt} =P{Q > y.}, (5.8)

donde Q = V" Z+Z"AZ = 3 (b;Z;+ )i Z2) es la parte estocastica de la aproximacién
cuadratica de /. Por lo tanto al completar el cuadrado tenemos que la distribuciéon
de Q puede ser relacionada con una suma de variables aleatorias ji-cuadradas no
centradas.

§5.1.2. Preliminares para la Reduciéon de Varianza.

En esta seccién mostraremos la flexibilidad del IS enfatizando el hecho de que
puede utilizarse no sélo como técnica inicial, si no también puede combinarse con
otros métodos como el Muestreo Estratificado para obtener mejores resultados o re-
parar problemas que aparezcan en el proceso de aplicacion y de este modo nos
daremos cuenta de que combinaciones de estos dos métodos muestran un mejor
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desempefio bajo circunstancias especificas. Como ya se ha descrito en (5.2), pode-
mos reescibir a P{¢ > x} como E/[I{;-,} L], en donde este tiltimo denota la espe-
ranza bajo la distribucién de muestreo para Zy su respectiva razén de verosimi-
litudes. Sabemos que el producto de estas dos tiltimas es el estimador propuesto
por el muestreo de importancia. En el contexto descrito en la seccién anterior Z es
un vector de normales estdndar, entonces bajo este supuesto, podemos considerar
dos tipos de IS, uno en el que unicamente cambiemos la media de la distribucién
de Z y otro donde ambos parametros de la distribucion de nuestro vector aleato-
rio normal estdndar sean cambiados. Entonces si la media de la distribucion de Z
se cambia de 0 a v, tenemos

Le{_%ZTZ} 1
L(Z) _ f(Z) — \/ﬁl —e E’l}TU*’UTZ}. (59)
9(2) T Lt izaniz)

Si el cambio es en ambos pardmetros, cambiando la media de 0 a v y la matriz
de varianzas y covarianzas de I a B con B > 0 (definida positiva) implica que

f(2) _ iy

L<Z) = g(Z) - |B|—%€{—%(Z—U)TB*1(Z—U)}7 (5].0)
en donde |B| es el determinante de B. Por lo tanto si simulamos n muestras
(Z',...,Z") y caculamos la pérdida asociada al vector Z y la denotamos como
(1,...,0,), tenemos que el estimador propuesto para P{/ > z} es

R 1< 4
P, =~ > Ty L(Z). (5.11)
j=1

De este modo si X es una variable aleatoria con media conocida, la variable de
control propuesta bajo el IS deberd ser X - L(Z), que tiene la misma media.

Por otro lado, en el muestreo estratificado se tiene que identificar la variable de
estratificaciéon X y posteriormente partir el rango de X en k intervalos o estratos
(S1,...,S5k) lo que nos lleva a escribir

k
P{{ >z} =) P{{>z]|X € Si}P{X € S;}. (5.12)

=1
Comunmente se utiliza & = 25 hasta k = 100 estratos equiprobables (es decir,
P{X € S;} = 1/k), posteriormente se sacan n, muestras de X de cada uno de los
estratos i existentes, y se define a X;; como la j-ésima muestra del estrato i. Tome-
mos Z% una muestra de Z con distribucién condicional Z |X = X;;, y denotemos
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a {;; como la correspondiente pérdida del portafolio de la muestra Z. Entonces
P{¢ > x} puede estimarse como

k n;

o 1 «—

Po= PIX €S} x =D ey, (5.13)
i=1 Jj=1

en donde claramente tenemos la libertad de asignar los estratos, es decir, elegir
n; de una manera arbitraria. Para obtener mejores resultados debemos aplicar la
asignacioén 6ptima para un ntimero total de muestras especifico con estratos equi-
probables (hecho conocido), que es hacer n; proporcional a la desviacion estdndar
de Iy, >}

Ahora, cuando combinamos el IS con el muestreo estratificado, se puede pen-
sar en la aplicacion indistinta de cada uno de los métodos primero, es decir aplicar
IS primero y después el muestreo estratificado o viceversa y asi obtener dos dis-
tintos estimadores. Al aplicar primero el muestreo estratificado tenemos

k
P{¢ >z} =) P{{>z]X € S;}P{X € S;}
o (5.14)
= Elj,»0L(2)|X € S|P{X € S;}.
i=1
Es decir que X se toma de la distribucién original y después Z se obtiene de la

distribucién de muestreo dado X, y por lo tanto el estimador asociado con (5.14)
es

k n;

R 1 & i

P, =) P{X €5} x — > Tsay L(Z) (5.15)
i=1 vj=1

Por otro lado, si aplicamos primero el muestreo de importancia y posterior-
mente la estratificacién obtendremos

k
P{l> 2} = Ey[lysay L] = Y Eylesay L(Z)|X € SiIP{X € Si}, (5.16)

i=1

en donde P, denota la probabilidad bajo la densidad de cambio g. Es claro que en
este método, tanto X como Z dado X se obtienen de la distribucién de muestreo,
por lo tanto el estimador asociado es
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k n;
P, =) P{X € S} x %Zﬂ{gm}uz”). (5.17)

i=1 v =1
Para ver la distincién entre (5.14) y (5.16), supongamos que en ambos méto-
dos empleamos k estratos equiprobables (bajo P y P, respectivamente). Entonces
siX =b"Zy ¢~ X, al utilizar (5.14), la media de X es 0y s6lo unos cuantos estra-
tos tendran indicadora .., positiva para un x grande. Ahora si usamos (5.16),
la media de Z se cambia de 0 a v donde b'v = z, entonces la media de X es z
y en aproximadamente la mitad de los estratos se tiene una funcién indicadora
positiva; de tal forma que al combinar estos dos métodos, primero se debe apli-
car IS y posteriormente la Estratificacion. Un esquema eficiente de muestreo para
una variable de estratificacion lineal X = b”Z se describe en el articulo escrito
por P. Glasserman, P. Heidelberger y P. Shahabuddin [10], en donde a grandes rasgos,
definen una variable v = b/,/(b”b) y denotan a ®~! como la inversa de la dis-
tribucién normal estdndar de modo que al tomar una variable U uniforme en el
(0,1) y un vector ¢ de m normales estandar independientes obtienen la siguiente

transformacién

Z =0 U+ (I —vv")g,

que por supuesto también es un vector de variables aleatorias normales estandar.
Al reemplazar las U’'s muestreadas independientemente por una muestra estra-
tificada utilizando subintervalos del intervalo unitario como estratos, obtienen el
efecto de estratificacion sobre v*'Z y por lo tanto también de b” Z (revisar [10] para
mayores detalles).

§5.1.3. Reduccién de Varianza con Base en la Aproximaciéon Del-
ta.

La técnica mas obvia de reduccion de varianza basada en la aproximacién Del-
ta es usar a la cola de la distribucién de probabilidades de la aproximacién como
variable de control. Especificamente, (5.4) sugiere usar Iy ,,} como variable de
control, donde Y = b7 Z y y» = =+ OAt. Lamedia de esta variable se puede calcu-
lar facilmente, no obstante como ya se ha discutido, la efectividad de esta aproxi-
macién disminuye segun crece z. Cabe resaltar que puede existir otra y’ # y, para
la cual la variable de control Iy, tenga menor varianza.

El muestreo estratificado en Y = b”Z usa mayor informacién sobre la apro-
ximacion Delta y evita algunas de las dificultades envueltas en la aplicacion de
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variables de control (es decir, seleccionamos la mejor ¢’ y estimamos la variable
de control 6ptima, multiplo que podria introducir un sesgo e incluso generar esti-
maciones negativas de la probabilidad) sin embargo, a menos de que la asignacion
del estrato {n;} sea disefiada de tal forma que se coloquen méas muestras en el es-
trato “prometedor”, entonces mas muestras resultardn en ¢ < z.

En la estimacién de probabilidades de eventos “raros”como P{¢ > z}, un cri-
terio de eleccion para la distribucién de muestreo se basa en el anélisis de gran-
des desviaciones y como ya se ha mencionado repetidamente en este trabajo,
dicho analisis nos dice que bajo ciertas condiciones técnicas, la probabilidad de
un evento raro es aproximadamente igual a la probabilidad de “la trayectoria
mas parecida”al evento raro. Con esta idea en mente, la distribucién de mues-
treo es elegida como la distribucion que describa la trayectoria més parecida al
evento en cuestion. Para distribuciones Gaussianas multivariadas esta aproxima-
cién ya se ha estudiado ampliamente cambiando la media de las variables de 0 a
= (1, ..., ,) donde este punto es el que maximiza la probabilidad del evento.
Por lo tanto es claro que al utilizar la aproximacién dada por (5.4), encontraremos
(e al resolver el siguiente problema de optimizacién

AN .
mMAax —— z: tal que bizi > Yy. 5.18
fx — ; ! tlq ; y (5.18)

Via multiplicadores de Lagrange, obtenemos la siguiente solucion: p = by, /(b"b),
lo que implica que la razén de verosimilitudes apropiada estd dada por (5.9), con
v = p. El segundo momento de este estimador es Ey[I;/-,yL*(Z)] = E[l>. L(Z)],
de modo que una condicién suficiente para lograr la reduccién de varianza es
L(Z) < 1 para todos los puntos Z tales que L > x. La condicién L(Z) < 1 es equi-
valente a $p" i — p*Z < 0, que al completar el cuadrado nos da como resultado
que cada punto Z € {¢ > x} debe ser mds cercano a ;» que a 0. De hecho, en general
se obtiene reduccion de varianza con sélo cambiar la media de 0 a v, donde v es
cualquier vector (distinto de ), haciendo que cada punto en {¢ > =} sea més cer-
cano a v que a 0. Con un procedimiento andalogo, si L < f para toda Z € {{ > z},
el segundo momento del IS-estimador se reduce por lo menos en un factor de f.
La varianza del IS-estimador puede reducirse ain maés si utilizamos una variable
de control como Iy, L(Z), que es la eleccion més obvia para nuestro caso.

Para combinar el IS con la estratificacién, uno puede estratificar virtualmente
sobre cualquier variable. En el caso de distribuciones normales es particularmente
tacil estratificar sobre una combinacioén lineal de las Z ’s, resaltando que cuando
la media de la distribucién de muestreo es yu, entonces L(Z) = ciexp(—p’Z) =
crexp(—cob” Z) para algunas constantes ¢; y ¢,. Estrictamente esto sugiere estratifi-
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car sobre 17 Z (equivalentemente b’ Z), ya que esto simultdneamente remueve toda
la variabilidad en la razén de verosimilitudes y la mayor parte de la variabilidad
en la funcién indicadora I .}, lo que provoca que la aproximacién Delta sea mas
cercana a la pérdida /.

§5.1.4. Reducciéon de Varianza con Base en la Aproximacién Delta-
Gamma.

Como ya hemos visto, la aproximacién Delta-Gamma puede usarse para deri-
var técnicas de reduccién de varianza, primero (5.8) sugiere usar a I;g-,,} como
variable de control, o usar a Q como variable de estratificacion. Para estratificar
en Q, debemos poder simular Q y Z dado Q, puesto que P{Q € 5,} puede calcu-
larse numéricamente, entonces en principio se debe simular Q bajo el método de
la transformada inversa’. Sin embargo, no contamos con un método directo para
simular Z dada la forma cuadrética de Q, pero un método simple para generar Z
a partir de la distribucién condicional correcta es el siguiente

Primero, se debe generar un vector Z de variables normales estdndar indepen-
dientes y después calcular Q. Si Q € §;, entonces este vector Z tiene distribucién Z
dado Q € S;. Si hay menos que n; muestras del estrato ¢ entonces debemos utilizar
esta Z para valuar el portafolio, de otra forma debemos descartarla. Es necesario
continuar con el muestreo hasta obtener el nimero adecuado de muestras de ca-
da estrato. Como esta idea estd basada en el método de aceptacion y rechazo (ver
capitulo 2 de [9]), esto desecha algunas muestras, sin embargo, la experiencia de
quienes han realizado este procedimiento ha sido que a excepcién del {n;} mas
asimétrico u oblicuo (skewed), los gastos generales son modestos, especialmente
en comparacion con el costo de valuar el portafolio (ver [14]).

También es posible la estratificacién sobre otras variables. Primero, suponga-
mos que A\; es mucho mayor que );, donde cada ); representa cada uno de los
elementos de la matriz A con (i > 1) y A; > 0. De esta forma gran parte de la va-
riabilidad en la parte positiva de Z es explicada por Z7, lo cual sugiere estratificar
en Z;, que claramente tiene distribucién ji-cuadrada, al provenir de variables nor-
males estandar. Esta distribucién debe ser facil de simular utilizando el método

"Método que afirma que si deseamos generar una v.a. X con distribucién F, entonces lo que se
debe hacer es resolver X = F~!(U) con U una v.a. uniforme en el (0, 1). (ver capitulo 2 de [9] para
mayores detalles)



§5.1. VAR. 65

de la transformada inversa. Si las \}s son todas aproximadamente iguales, enton-
ces gran parte de la variabilidad en Q es explicada por R? = Z} + ... + Z2,, lo
que nos motiva a estratificar sobre R? (estratificacion radial). Cabe resaltar que
R? tiene distribucion ji-cuadrada con m grados de libertad. Ahora para completar
el muestreo estratificado, primero hay que simular R? utilizando el método de la
transformada inversa, y posteriormente simular m variables normales estandar
independientes X1, ..., X,, y calcular Z;, = X;v/R/\/X?+ ...+ X2. La ventaja
primordial de estratificar sobre R* en lugar de hacerlo sobre Q es que existe este
método directo de simular R?, y posteriormente obtener simulaciones de Z dado
R?, no obstante, estratificar en Q es tipicamente mas efectivo que sobre R?.

La aproximacion Delta-Gamma se puede utilizar en una variedad de formas
distintas para asi seleccionar la distribucién de muestreo. Ya que contamos con
un andlisis previo del comportamiento de grandes desviaciones para este tipo de
eventos (de manera similar a lo visto en la seccién anterior), podemos aplicar la
aproximacién de la trayectoria mds parecida en la que solamente el vector de medias
es cambiado. En esta aproximacién, deberiamos resolver el mismo problema de
optimizacion que en (5.18), excepto porque la restriccion cambia a > (b;z;+\;27) >
Yy, la cual se deriva de la aproximacién cuadratica més que de la lineal, como en la
aproximacién Delta. Al resolver este problema via multiplicadores de Lagrange,
obtenemos que el vector de medias 6ptimo ahora tiene la forma p; = (6b;/(1 —
2(\;) para alguna constante de normalizacién 5. No obstante, esta aproximacién
puede sufrir del mismo problema descrito en la seccién anterior, es decir, nuestros
resultados estan sujetos a que el evento {¢ > x} sea dominado por el punto x, o
de otra forma los resultados obtenidos seran poco informativos.

Si examinamos el cambio de medida propuesto por el muestreo de importan-
cia en el cual no solamente el vector de medias es alterado, si no que ademas la
matriz de varianzas y covarianzas de Z es cambiada, nos restringiremos a una
forma particular de vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas, que
proviene de considerar un cambio exponencial de medida en la forma cuadrética de

Q.
Sea 0 el parametro de cambio y definamos a

Bg = (]I — 29/\)_1 Yy Mo = QBQb (519)

Cuando el muestreo de importancia estd hecho a modo de fijar el vector de
medias en py y la matriz de varianzas y covarianzas en By, la razén de verosimili-
tudes de (5.19) se simplifica de la siguiente manera
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L(Z) = exp{—0(b" Z+ Z"AZ) + ()} = exp{—0Q + ¥(0)}, (5.20)

donde

1 m
-2 (1 W 207 ). (5.21)

i=1

es el logaritmo natural de la funcién generadora de momentos de la variable
aleatoria (). Debemos notar que cuando el IS estd hecho de esta forma, el tnico
término aleatorio en la razén de verosimilitudes es (). La gran pregunta es como
elegir § de manera adecuada para que se cumplan nuestros propdsitos. Para ello,
supongamos que la aproximacién Delta-Gamma es exacta. Entonces, debido a la
estructura de la muestra, el segundo momento del estimador es

Ey[L(Z)*T{@>y.}) = Bolexp{—20Q + 20(0)io5y,3] < exp{—20y, + 2¢(0)}, (5.22)

donde E4 denota la esperanza bajo la nueva medida cuando el parametro de cam-
bio es 6. Al elegir § = 0, para minimizar el lado izquierdo de (5.22) obtenemos la
mejor cota superior posible para el segundo momento (aunque no necesariamen-
te el valor mds pequefio del segundo momento), mientras no exista una forma
cerrada para la expresiéon de 6, podemos facilmente encontrar una al resolver la
ecuacion no lineal ¢'(6,) = y,. La funcién ¢ es estrictamente convexa y [¢'(6)|
tiende a infinito conforme |f| tiende a infinito, asegurando la existencia de una
Unica solucién que en teoria se puede calcular numéricamente. Con este valor
de 0, la media de () bajo el IS es igual a y,, atin més, como ya se ha demostra-
do, hacer la seleccién del parametro de cambio bajo este método nos proporciona
una “técnica asintéticamente dptima”conforme z crece. Bajo el supuesto de que
la aproximacién Delta-Gamma es exacta, estrictamente hablando, el hecho de ser
asintéticamente 6ptimo significa que el segundo momento tiende a cero a una ta-
sa del doble de la tasa con la que el primer momento tiende a cero, la cual es la
mejor tasa posible ya que la varianza es no negativa. Sin embargo, la simulacién
puede ser no requerida si la aproximacién Delta-Gamma es exacta, este pequefio
andlisis indica que el procedimiento que implica el muestreo de importancia es
muy efectivo en la practica.
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§5.2. Valuacion de Opciones Exéticas.

La valuacién de opciones es una de las afeas de méas desarrollo e importancia
en las matematicas financieras de los dltimos afios, esto se debe en gran parte a
que ayudan a disminuir la incertidumbre que existe sobre el mercado de precios al
determinar su valor mediante activos fundamentales tratados en cualquier tipo de
Mercado Financiero®. En otras palabras las opciones son intrumentos financieros
de transferencia de riesgo que basan su valor en el valor de un activo fundamental
denominado subyacente.” Las opciones fueron disefiadas para que el poseedor se
beneficie de los movimientos del mercado a su favor pero no sufra pérdidas como
consecuencia de movimientos del mercado en su contra. A grandes rasgos, una
opcion es un contrato que le da al propietario el derecho, mds no la obligacién de
comprar o vender el subyacente negociado. Los dos tipos bdsicos de opciones son:
la opcién de compra mejor conocida como Call y la opciéon de venta o Put. Un Call
le da a su duefio el derecho, pero no la obligacién de comprar el subyacente en
cuestién a un cierto precio pactado en una fecha especifica, mientras que un Put
por su parte le otorga a su poseedor el derecho pero no la obligacién de vender el
subyacente a un precio y fecha determinados.

Existe una gran variedad de tipos de opciones financieras como reflejo de la
complejidad de los mercados financieros y los instrumentos que ahi se manejan.
Sin embargo para propdsitos de este documento nos basta con saber que depen-
diendo de la tipologia del contrato las opciones se dividen de manera bésica en:

1. Europeas: Son aquellas opciones que se pueden ejecutar unicamente al final
del contrato, es decir que pueden ejercerse solamente en la fecha de venci-
miento estipulada por las partes involucradas.

2. Americanas: Son aquellas opciones que se pueden ejecutar durante toda la
duracion del contrato, es decir que pueden ejercerse en cualquier momento
dentro de los limites de tiempo convenidos en el contrato.

Dependiendo de la complejidad del contrato, las opciones se clasifican en con-
vencionales y exdticas, donde las primeras son las més usuales y sencillas, mientras
que las segundas adquieren su nombre por ser combinaciones de las primeras con

8Un Mercado Financiero se define en términos econémicos como un mecanismo que permite a
los agentes econémicos el intercambio de dinero por valores o materias primas.

?Los subyacentes pueden ser bienes como el oro, productos como el petréleo, una accion indi-
vidual, una canasta de acciones, un instrumento de deuda, indicadores como un indice burséatil o
incluso el precio de otro instrumento financiero.
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variaciones en los perfiles de rentabilidad o ser productos completamente diferen-
tes con opcionalidad incluida, es decir que en su estructura se encuentra aparejada
una opcion. Este tipo de instrumento financiero se manejan por lo regular en los
mercados de moneda extranjera, o sea que el activo subyacente es la divisa. Para
mayores especificaciones de las opciones y los productos derivados en general se
recomienda al lector revisar [16].

Con el objetivo de mostrar la utilidad del muestreo de importancia en el mun-
do de las opciones, trataremos con algunos ejemplos de opciones exéticas enfati-
zando la flexibilidad del método bajo un esquema de grandes desviaciones. Antes
de comenzar a tratar el caso de las opciones exdéticas, describamos algunos con-
ceptos bésicos de la teoria matemadtica del muestreo de importancia aplicado a las
opciones financieras para asi poder entender de manera clara la naturaleza del
problema.

Iniciemos por explicar el cdlculo de la Razén de Verosimiltudes bajo un cam-
bio exponencial de medida inducido por el esquema de muestreo de importancia
propuesto por las grandes desviaciones. En la valuacién de opciones, es natural
pensar que X representa una trayectoria discreta de un activo subyacente, de es-
ta forma la densidad de la trayectoria (si es que existe alguna) no se encuentra
especificada de manera directa, pero puede construirse a través de elementos un
poco mds primitivos. Consideremos por ejemplo una trayectoria discreta S(¢;) ,
i=20,1,...,m, de activos subyacentes o variables de estado evaluada al tiempo ¢;,
y supongamos que el proceso es Markoviano. Adicionalmente supongamos que
la distribucién condicional de S(t;) dado S(t;—1) = x tiene densidad f;(z, ). Si
consideramos un cambio de medida bajo el cual las densidades de transiciéon f;
sean reemplazadas con densidades de transicién g;, entonces la razén de verosi-
militudes para este cambio de medida es

De manera mds precisa, si E denota la esperanza bajo la medida original (f) y
[E, denota el operador esperanza bajo el cambio de medida (g), entonces
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para todas las funciones £, tales que la esperanza sobre la medida original exista
y sea finita.

De forma implicita en el ejemplo anterior, se supone que S(t,) es constante.
Ahora, de un modo mas general podemos admitir tener densidad f, bajo la medi-
da original y densidad g, bajo la nueva medida. Esto podria resultar en un factor
adicional f,(S5(t0))/g0(S(to)) en la razén de verosimilitudes.

En la mayoria de las ocasiones la simulacién de una trayectoria S(t), . . ., S(t)
se realiza utilizando un mecanismo recursivo de la forma

S(tiv1) = G(S(t:), Xiv1), (5.24)
basdndonos en vectores aleatorios i.i.d X1, Xs, ..., X,,. Si suponemos que las X;
tienen densidad comun f para i = 1,...,m y aplicamos un cambio de medida

que preserve la independencia entre las X;, pero cambie a una densidad comtn g,
entonces la correspondiente razén de verosimilitudes es

ﬁ f(X5)
L1 9(X)
Esto significa que
S, S = By [1(Ste) S [T ] 629
Claramente esta tltima ecuacion recae en el hecho de que S(t;), ..., S(t,) son

funciones de X1, ..., X,,.

§5.2.1. Horizonte Aleatorio.

El Horizonte aleatorio es un tiempo de paro proveniente de la extensién de un
numero fijo de pasos m a un nimero aleatorio de pasos. Si aplicamos esta idea a
las ecuaciones (5.23) y (5.25) para demostrar que esto se cumple en el caso de
entradas i.i.d., debemos suponer que n = 1,2, ... y definir h, como una funcién
de n argumentos, para poder pensar ahora que lo que deseamos estimar es

E[hN(S(t1)7 cet 7S(tN>>]7 (526)

con N una variable aleatoria que toma valores en {1,2,...}. Por ejemplo si pen-
samos en el caso de una opcién con barrera y denominamos a esta barrera como
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b, podemos definir a NV como el indice més pequetio del tiempo ¢; para el cual
S(t;) > b, tomando N = m si todos los S(ty), ..., S(t,) caen debajo de la barrera.
De esta forma podemos expresar el pago descontado de un put (opcién de venta)
“up-and-out”como Ay (S(t1),...,S(tn)) con

hy(S(t1),...,S(ty)) = { S_Ttm“( ~ S iiZ : ? ..,m— 1.

Asi el precio de la opcién puede ser expresado como en (5.26). Supongamos
ahora que la ecuaciéon (5.24) se cumple y que ademads S(ty) es fijo bajo ambas
medidas (f la original y g la de cambio). Sea N un tiempo de paro para la sucesioén
X1, Xs, ...; por ejemplo, N podria ser el tiempo de paro para S(;), S(t2), ... como
en el ejemplo de la opcién con barrera. Entonces

Elhn(S(t1), -, SN in<ooy] = Ey | ha(S(t) S(ty) H ]I{N«x,}}

con la condicién de que la esperanza de la izquierda sea finita. Esta identidad
(algunas veces llamada identidad de Wald o identidad fundamental del anélisis
secuencial) se establece de la siguiente forma

E[hn(S(th), ..., Stx)ncoo)] = ZE ),y S(tN))in=n]
_Z]E { S () n— H}Hf }

=E, [hN(S (t1) ﬁ g ]I{N<oo}]

=1 1
(5.27)
en donde para la segunda igualdad se usa la propiedad de tiempo de paro. Como
N es un tiempo de paro, el evento { N = n} queda determinado por X;, ..., X,, lo
que nos permite aplicar (5.25) a cada término en la suma infinita. Debemos notar
que es completamente posible que el evento { N < oo} tenga probabilidad igual a
1 bajo una de las medidas pero no bajo la otra.
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§5.2.2. Horizonte Largo.

Continuemos considerando dos medidas de probabilidad bajo las cuales los
vectores aleatorios X, X», ... soni.i.d. Denotemos por P a la medida que asigna a
las X/s la densidad f y P, a la que asigna la densidad ¢ a las variables aleatorias.

Debe notarse que aunque f y g sean mutuamente absolutamente continuas, las
medidas de probabilidad IP y IP; no necesariamente lo son. Sin embargo, la conti-
nuidad absoluta se mantiene para las restricciones de estas medidas a los eventos
definidos por un segmento inicial finito de una secuencia infinita.

Si para A C R, el evento

1
{Tilfgog > Tixen = / f<x>dx},

tiene probabilidad igual a 1 bajo la medida P, el evento debe tener probabilidad
cero bajo P, a menos que f y g sean idénticas casi donde sea. La Ley Fuerte de los
Grandes Niimeros garantiza que P y P, no concuerdan sobre aquellos eventos con
probabilidad 0. Este colapso de continuidad absoluta en el limite, se refleja en una
conducta un tanto patolégica de la razén de verosimilitudes conforme el ntimero
de téminos crece, argumento mostrado por Glynn e Iglehart en [12]. Supongamos

que
w1 () | <

Entonces bajo la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros esto implica que

%ilog (g g;) — Eg[\log (ch gﬁ)@ =C con C constante, (5.28)

i=1

con probabilidad 1 bajo IP,. Si aplicamos la desigualdad de Jensen, por la concavi-
dad de la funcién logaritmo obtenemos que

C< 1og1f<:ig{£gﬂ = log/%g(x)dx =0,

en donde la desigualdad es estricta a menos que P,{f(X;1) = ¢(X1)} = 1 (ya que
el logaritmo es estrictamente céncavo). Pero si C' < 0, (5.28) implica que
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S f(X3)
log (
; 9(Xi)

exponencialmente. Por lo tanto

) JX) — Cm M f(X5) — ex m
Z-Z—;log <9(Xz')) cm = Zng()(i) p{Cm},

que conforme m tiende a infinito, se acerca a cero con probabilidad P, = 1. De
tal manera que la razén de verosimilitudes converge a 0 aunque su esperanza
sea igual a 1 para todo m. Esto indica que la razén de verosimilitudes tiende a
hacerse un poco “oblicua o sesgada”, tomando valores cada vez mas grandes con
una pequefia pero no despreciable probabilidad. Esto en cambio resulta en un
incremento en la varianza si el cambio de medida no se elige cuidadosamente.

§5.2.3. Opcién de Choque: Knock in Option.

Como un ejemplo sumamente ilustrativo del muestreo de importancia a través
de un cambio exponencial de medida, trataremos con el caso de una “opcién de
barrera baja y adentro” (down and in barrier option'®). El instrumento es una opcién
digital'’ de choque con funcién de pago

]I{S(T)>K} ) H{ml'nlgkgm{s(tm)<H}} ’

conty =0<t < ... <t, =1T,donde T es el tiempo de maduracién de la
opcion, es decir el tiempo que marca el vencimiento del contrato, S(¢;) para i =
0,...,mrepresenta el valor del subyacente al tiempo t;, K es el precio del contrato
previamente convenido, mejor conocido como Strike y H representa la barrera
especificada en el contrato.

De esta forma si H es mucho mads pequefia que S(0), es claro que en una simu-
lacién ordinaria una gran cantidad de trayectorias del subyacente resultaran en
un pago igual a cero. Dadas estas condiciones, nos encontramos con un evento de
probabilidad pequefia y como bien sabemos el muestreo de importancia se adapta
perfectamente a este tipo de escenarios haciendo que los choques con la barrera

19Estas opciones son un call o put ordinarios con una barrera (H) que hace que la opcién ad-
quiera un valor fijo estipulado en el contrato de acuerdo a si el mdximo o el minimo de los valores
del subyacente han topado o chocado con la barrera.

1Son opciones parecidas al put y call tradicionales, pero tienen valor en el vencimiento cuando
el subyacente es inferior o superior al precio de ejercicio, respectivamente.
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Sean menos raros.

Supongamos que el activo subyacente puede modelarse a través de un proceso
de la forma

S(t,) = S(0)exp{&,}, donde ¢, = ZXi,
=1
para X, X, ... va.iidy & = 0. Por lo tanto la funcién de pago se convierte en

Lig,>cramys

donde ¢ = In(K/S(0)) y 7 es la primera vez que la caminata aleatoria &, cae por
debajo de —b = In(H/S(0)). Entonces si b o ¢ son grandes, tenemos que la probabi-
lidad de que se presente un pago distinto de cero es muy pequefia, de modo que
para hacer crecer esta probabilidad de pago, debemos guiar a &, hacia abajo de —b
y posteriormenmte hacerla subir hasta c.

Supongamos que X; tiene funcién generadora acumulativa 1. Al realizar un
esquema de muestreo de importancia en donde primero apliquemos un cambio
exponencial de medida que altere la distribucién de X; bajo un pardmetro _ para
el cual la deriva ¢/(f_) sea estrictamente negativa hasta el momento en el que la
barrera sea cruzada. Posteriormente, cambiamos la distribucién de las restantes
Xr41, ..., X, bajo un pardmetro 6, para el cual la deriva ¢’(6. ) sea estrictamente
positiva, guiando asi al proceso hacia arriba hasta alcanzar el strike. Entonces el
evento {7 < m} tiene razén de verosimilitudes

Ly = exp{—0-& +(0-)7} - exp{—0.[{n — & + 9(04)[m — 7]}
= exp{(01 — 0-)& — 06 + (W(0-) — (01))7 +ma(64)}.

Por lo tanto el estimador que propone el muestreo de importancia bajo este
esquema es el producto de esta razén de verosimilitudes con la funcién de pa-
go descontada. Apliquemos ahora un argumento heuristico para seleccionar los
pardmetros 0, y 0_. Ya que para b y c grandes suponemos que & =~ —by &, = c
en el evento {7 < m,&,, > c}, es decir que el exceso por encima de c y el déficit
por debajo de —b deben ser pequefios, es natural suponer que la mayor parte de la
variabilidad del estimador sea resultado del tiempo de cruce 7 (tiempo de cruce
de la barrera). Por lo tanto seleccionamos los parametros 6, y §_ de modo que se
satisfaga que ¢(0_) = ¢(60.), simplificindose asi la razén de verosimilitudes de la
siguiente forma
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exp{(0y — 0_)& — 0:&n +map(04)},

donde claramente podemos observar que cualquier tipo de dependencia sobre T
queda eliminada. Por ultimo supondremos que la caminata aleatoria se mueve
en linea recta de 0 a —b con una tasa [¢'(f_)| y que posteriormente sigue una
trayectoria en linea recta de —b a ¢ con una tasa ¢(6;) y que ademas alcanza c en
el tiempo m, es decir que:

—b n c+b
W(0-)  ¢'(04)

Esta condicién garantiza la unicidad en la eleccién de 6., al menos si el domi-
nio de 7 es suficientemente grande.

= m.

Para el caso del Movimiento Browniano Geométrico M BG(u, 0?) con espacia-
do de tiempo ¢,, = nh, tenemos que

1
X~ N((N - 50-2)h7 U2h>7

que la funcién generadora de cumulantes es

W(0) = (1 — %U‘Z)he + %02}192.

Como es una funcién cuadratica para 6, entonces debe ser simétrica con res-
pecto a su minimo, por lo que la condicién ¥ (0_) = ¢ (6;) implica que ¢ (6_) =
—1(04) y dado el cambio de medida propuesto, tenemos que la caminata aleatoria
se mueve a una velocidad constante igual a |¢’(6.)|. La trayectoria debe pasar por
debajo de la barrera y subir hasta alcanzar el strike en m pasos, por lo tanto

P(0-) = —v(04) [0(62)] "
=
9/(6s)] = 2

Al resolver esta tltima ecuacién encontramos que los parametros de cambio
son
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2b+ ¢

I p
b= (5= 52 = o

2 o?
z o . . 1 - ﬂ Z _
Es facil ver que el punto en el cual ) se minimiza es (5 — %), y que los pardme
tros de cambio son simétricos con respecto a este punto, cumpliéndose asi todos
nuestros supuestos.

§5.2.4. Opciones de Trayectoria Dependiente.

En esta seccion trataremos la valuacion opciones de Trayectoria Dependiente,
considerando modelos para los activos subyacentes conducidos por el Movimien-
to Browniano (o simplemente por vectores aleatorios normales después de la dis-
cretizacién) y un cambio de deriva del Movimiento Browniano que guie al subya-
cente hacia las regiones de “importancia”, donde la “importancia’sera determi-
nada por el pago de la opcién. Ademads identificaremos un especifico cambio de
medida a través del planteamiento de un problema de optimizacién.

El método descrito a continuaciéon contiene tinicamente aspectos fundamenta-
les del tratamiento del problema, pero que ayudaran a comprender la idea bésica
de esta aplicacion. Si el lector de este trabajo desea indagar més sobre el desarrollo
tedrico del problema, se recomienda revisar [10].

Este método se restringe a cambios deterministicos de deriva en tiempos dis-
cretos. Es tedricamente posible eliminar toda la varianza de la estimacién a través
de un cambio estocéstico de deriva en tiempo continuo, sin embargo esto requiere
del conocimiento previo del precio de la opcién, lo que es literalmente imposible.
Esto se debe a que esencialmente la reduccién de varianza se logra al tomar la
opcidn, valuarla como un activo numerado y aplicar un cambio de medida aso-
ciado al cambio de la numeracién, ademads se pueden producir sesgos para las
aproximaciones.

Para simplificar las cosas, nos restringiremos al tratamiento del problema en
tiempo discreto, considerando la particion 0 = ¢y < t; < ... < t,, = T. Supon-
dremos que la tnica fuente de aleatoriedad involucrada en el modelo simulado
es un Movimiento Browniano de dimensién d. Los incrementos del Movimien-
to Browniano de ¢;,_; a ¢; son simulados como /t; — t,_1Z;, donde Z, ..., Z,, son
vectores d-dimensionales con distribucién normal estdndar. Si denotamos por Z a
la concatenacién de las Z;s en un solo vector de longitud n = md, entonces cada
simulaciéon de Z determinard una trayectoria de los activos subyacentes o varia-
bles de estado, mientras que cada trayectoria determinard el pago descontado de
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una opcion. Sea G la composiciéon de estos mapeos, por lo tanto G(Z) es el pago
descontado derivado de Z. Nuestra tarea es estimar E[G(Z)], es decir la esperanza
tomada para Z con distribucion Normal estdndar de dimensién n.

Para aclarar estas ideas, consideremos un solo activo subyacente modelado
como un M BG(r,0?) y simulémoslo de la siguiente manera

S(t) = S(ts 1) exp{(r — %ﬁ)(ti bt o JEEaZ)Y, i=1....m. (529

De este modo si tomamos un call asiatico'® con tiempo de maduracion 7', tasa
de rendimiento r y strike K, entonces podemos observar que para el promedio
aritmético S de los valores S(t;), el pago de la opcién como funcién de Z; se puede
escribir de la siguiente manera

G(2)=G(Zy,...,Zn) =[S — K|

Por lo tanto valuar la opcién significa calcular la E[G(Z)], para Z ~ N(0,I).

§5.2.5. Cambio de Deriva: Linealizacién.

A través del muestreo de importancia podemos cambiar la distribucién de Z
y obtener un estimador insesgado de E[G(Z)], donde claramente proporcionamos
ciertos pesos a cada evento de acuerdo a su importancia sugtn la razén de vero-
similitudes. Si nos restringimos tinicamente a cambios de medida que cambien la
media de Z de cero a algtin otro vector y, e identificamos a la nueva medida de
probabilidad como P, y a su respectivo operador esperanza como E,,, entonces
tenemos que Z ~ N(u,I). Bajo las condiciones anteriormente expuestas tenemos
que a

E[G(2)] = E,[G(Z) exp {477 + 5"},

para cualquier vector 1 € R". Un algoritmo facil de simular es

12Ge denominan opciones asidticas a aquellas cuyo valor depende del promedio de los valores
que ha tenido el subyacente durante la vida (o parte de ella) de la opcién.
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Para repeticiones i=1,..., N
Generar Z' ~ N(u,I)
. ) o1
Asignar Y' — G(Z")exp{—p"Z" + QHTH}
Yig o4 Y¥
Regresar N

Claramente este estimador es insesgado para cualquier valor de y, no obstante,
estamos interesados en la eleccién del pardmetro ; que proporcione el estimador
de menor varianza. Con este objetivo en mente, tomemos las funciones G con do-
minio no negativo (como es tipico para las funciones de pago de opciones descon-
tadas) y escribamos G(Z) = exp {F(Z)}, con la convencién de que F(Z) = —o0
si G(Z) = 0. Cabe resaltar que tomar la esperanza de Z bajo P, es equivalente a
reemplazar Z por u + Z y tomar la esperanza bajo la medida original. En el al-
goritmo expuesto previamente, esto simplemente significa que podemos obtener
muestras de la distribucién N (u,I) muestreando a partir de una N(0,I) y sumar
posteriormente el pardmetro H,_de modo que

E[G(2)] = E[G(Z)] = E,lexp {F(Z)} exp {—" Z

= Elexp{F(p+ Z)}exp {—p" (n+ Z) + s pu" p}] (5.30)
1

= Elexp {F(p+ 2)}exp {=p" Z = 5" p}].

Ademds para todo vector i la expresion que se encuentra dentro del operador
esperanza en (5.30) es un estimador insesgado con Z ~ N (0, I).

Para ver una eleccién particular de p, desarrollemos a F' en su expansion de
Taylor de grado 1, entonces podemos aproximar al estimador de la siguiente for-
ma

exp {F(u+ 2)} exp (-~ Z — S} ~ exp{ F()+ VE() 2} exp {1 Z — S ),

(5.31)
con VF(u) el gradiente de F' evaluado en p. Si recordamos un poco lo realizado
en el caso del VaR, entonces debemos poder elegir  de tal forma que se satifaga
la siguiente condicién de punto fijo a
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VF(u) = p". (5.32)

De este modo la expresién del lado derecho de (5.31) colapsard hacia una cons-
tante que no depende en absoluto de Z. Por lo tanto si aplicamos un esquema de
muestreo de importancia para el cual se satisfaga (5.32) debemos lograr producir
un estimador de varianza cero, si y s6lo si (5.31) se cumple estrictamente, es decir
en igualdad, mientras que para el caso en que s6lo se cumpla aproximadamente
lograremos producir un estimador de varianza muy pequefia.

§5.2.6. Cambio de Deriva: Aproximacién Normal y Trayectoria
Optima.

A continuacién presentaremos un argumento alternativo al de la seccién ante-

rior, que conduce esencialmente a una eleccion equivalente del pardmetro p. Re-

cordemos que para estimar E[h(X)] con h : R — R, el muestreo de importancia
propone un estimador de la forma

1 ¢ :

n= 9(X3)
donde f representa la densidad del problema original, g es la densidad de cambio
y Xi,..., X, son variables aleatorias simuladas bajo la densidad g.

Entonces si pensamos solamente en las funciones h que son no-negativas, esto
implicaria que el producto h(x) f(x) es también no-negativo y ademds es claro que
puede ser normalizado para formar una densidad. Supongamos que esta densi-
dad es g, por lo tanto

g(x) oc hx) f (@), (5.33)
donde si no consideramos el valor de X; obtendremos que la constante de norma-
lizacién es igual a

En este caso el estimador propuesto por el muestreo de importancia es un esti-
mador de varianza cero, sin embargo como ya se ha expuesto con anterioridad en
este documento, este estimador es inttil en la practica pues para lograr normali-
zar el producto & - f necesitamos dividir el mismo entre el valor de su integral, es
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decir la E[A].

Con esto en mente, sabemos que la densidad 6ptima del muestreo de impor-
tancia es el producto normalizado del integrando y la densidad original, de modo
que al adaptar estas ideas a nuestro problema de estimacién para la valuacién de
opciones de trayectoria dependiente podemos decir que la densidad 6ptima es
proporcional a

exp{F(z) — %ZTZ},

pues el integrando es igual a exp{F(z)} y exp{—272/2} es proporcional a la den-
sidad normal estandar. Al normalizar esta funcién y dividirla entre su integral
producimos una nueva densidad que en general no pertenece a la familia de den-
sidades normales.

Ya que hemos restringido nuestros calculos a cambios de medida que sélo alte-
ren la media de la distribucién, podemos tratar de seleccionar . de tal forma que
la densidad N(u,T) se aproxime a la distribucién éptima. Una manera de hacer
esto es escoger 1 igual a la moda de la distribucién, es decir elegir el valor x que
resuelve a -

méx{ F(z) — %sz}. (5.34)

Dado este problema de maximizacién, observamos que la condicién de primer
orden para el 6ptimo es VF(z) = z', que coincide con (5.32). Si por ejemplo
tenemos que la funcién objetivo en (5.34) es estrictamente céncava, entonces si la
condicién de primer orden tiene solucién, podemos asegurar que esta es la tinica
solucion existente y por lo tanto el tnico punto 6ptimo.

Podemos interpretar a la solucién de (5.34) como una trayectoria 6ptima, ya
que para cada z € R" se determina una trayectoria discreta del Movimiento Brow-
niano y esta a su vez describe una trayectoria del activo subyacente. Si estamos
midiendo la importancia via el producto de la funcién de pago exp{F(Z)} y la
densidad exp{—z72/2}/(27)"/?, se dice que la solucién de (5.34) es la trayectoria
mas “importante”del subyacente. Por tltimo, s6lo nos falta resaltar el hecho de
que al hacer la eleccién de este punto p, estamos eligiendo una nueva deriva para
el Movimiento Browniano que guia al proceso a lo largo de la trayectoria 6ptima.
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§5.2.7. Opciones Asiaticas.

En la seccién anterior hemos mostrado la seleccién y aplicaciéon del cambio de
deriva 6ptimo para el caso de un call asidtico, ddndonos cuenta de que resolver
(5.34) es equivalente a maximizar G(z)exp{—z’2/2}, con G la funcién de pago
de una opcién asidtica. En este ejemplo podemos ver claramente que el factor de
descuento exp{—r71'} es constante, sin embargo para propésitos de optimizacién
podemos ignorarlo y redefinir G(z) como [S — K|*. Ademaés es facil ver que para
obtener este maximo, es suficiente con considerar los puntos z para los cuales
S > K ya que son justamente los puntos donde G es diferenciable.

Entonces para la condicién de primer orden debemos diferenciar

S - Klexp{-"},

para posteriormente resolver
oS
— — |5 — K]z; = 0.
azj [ ]Z]

Al utilizar (5.29), encontramos que

S 1 =0S(t) 1
a—Z]_E; 8Zj ——;O’\/ti—tils(ti),

m “—

transformando nuestra condicién de primer orden en
Z?lj O‘\/ti — tz_lS(tZ)
zZj = .
mG(z)

Si consideramos ahora el caso particular donde el espaciado de tiempo es uni-
forme con t; — t,_; = h, obtenemos la siguiente regla recursiva

a\/ﬁ(g((z))%—[()’ zj+1:zj—%b;g]) j=1,...,m—1 (5.35)
De donde dado el valor de G(z), (5.35)y (5.29) determinan el valor de z. De
hecho si y = G(z), podemos aplicar (5.35) para calcular z; paraj =1,...,m — 1.
A través de esta iteracion, cada valor de y determina un valor de z(y) y una
trayectoria S(¢;,y), coni = 1,...,m. Al resolver la condicién de primer orden, nos
reducimos a encontrar la y para la cual la funcién de pago en S(t1,y), ..., S(tm,y)
es de hecho y, es decir que debemos encontrar la raiz de la ecuaciéon

21 =
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m

1
— E S(ti,y) — K —y=0.
m

Jj=1

§5.2.8. Muestreo de Importancia mas Estratificacién.

Como ya hemos visto la reduccién de varianza puede ser dificil de obtener en
algunos casos précticos dadas las condiciones del problema, sin embargo sabemos
también que el muestreo de importancia es una técnica sumamente poderosa y
flexible para poder alterarse y combinarse con otros métodos como el muestreo
estratificado (como vimos en el caso del VaR), y asi lograr mejores resultados. Si
realizamos una estratificacién sobre una proyeccion lineal de Z, tendrémos que
v Z esta estratificado para algin v € R", y ademds es facil de implementar (ver
seccion 4.3.2 de [9)).

El cambio de medida no afecta en absoluto esta condicién sobre la muestra, ya
que de hecho podemos obtener muestras de una distribucién N(y,I) a partir de
una N (0,T) y posteriormente afiadir el parametro 1, de modo que podemos aplicar
primero un Muestreo Estratificado sobre la distribucién N(0,T) y posteriormente
sumar /.

En [10] se consideran dos tipos de estrategias para seleccionar la direccién v
de la estratificacion. La primera es fijar v = p en los grupos donde 1 describe una
trayectoria importante, y por ende una potencial direccién para la estratificacién.
La segunda estrategia es expandir (5.31) de la siguiente manera

exp {F(p+ 2)} exp {~"Z — S} ~explF() + VE(Z + 377 H(n) 7}
1

cexp{—p'Z —Sp'pl,

con H () como el Hessiano de la matriz que proporciona I’ evaluado en p. Bajo
un esquema de muestreo de importancia en donde ' = VF(u), se elimina el
término lineal en el exponente indicandonos que la estratificacion debe aplicarse
al término cuadrético, bajo algtn criterio de optimizacién (seccién 4.3.2 de [9]).

§5.3. El Problema de la Ruina.

Una aplicacion cldsica del muestreo de importancia nace a partir de la estima-
cién de probabilidades de ruina en la Teoria de Riesgo de los Seguros. Si el lector
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de este trabajo desea profundizar mds en los aspectos teéricos de la Teoria de la
Ruina, se recomienda ampliamente el libro de S. Asmussen, Ruin Probabilities [2],
en el cual se basa la exposicién de esta seccion.

§5.3.1. El Proceso de Riesgo.

Un proceso de riesgo de reservas { R, }+>0, es un modelo que describe la evolucion
de las reservas de una compafiia de seguros a través del tiempo. Denotaremos a la
reserva inicial como u = R,, de esta manera si la compafiia de seguros se aruina,
implica que sus reservas han caido por debajo del cero. La probabilidad de ruina
en un horizonte de tiempo infinito es

U(u) = P{fuf R, < 0} = P{inf B, < 0[Ry = u}, (5.36)

mientras que la probabilidad de ruina para un horizonte de tiempo finito, es decir,
antes de un tiempo 7 fijo, se define como

U(u,T) = B{ inf R, <0}. (5.37)

A veces, es mds conveniente trabajar con el proceso del excedente de las reclama-
ciones {S; };>o definido como S; = u — R,, para el cual

T(u) =if{t >0: R, <0} =inf{t >0: 5 >u} (5.38)
M= sup S;, y Myp= sup S, (5.39)
0<t<oo 0<t<T

representan el tiempo de ruina y el valor maximo del proceso para un horizonte
de tiempo infinito y uno finito, respectivamente. De manera alternativa las proba-
bilidades de ruina pueden escribirse como

U(u) =P{r(u) < oo} =P{M > u} (5.40)

U(u, T) =P{Mrp > u} =P{r(u) <T}. (5.41)

Para que el proceso de riesgo de las reservas describa apropiadamente la rea-
lidad, necesitamos que se cumplan las siguientes condiciones:
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= S6lo puede haber un ntmero finito de reclamaciones en intervalos de tiempo
finitos, esto significa que si /V; denota el ntimero de reclamaciones en el in-
tervalo [0, t], entonces N; < oco. Denotaremos al tiempo entre reclamaciones
como T; parai = 1,2, ..., donde T} representa el tiempo de llegada de la pri-
mera reclamacién. Por lo tanto, el tiempo de llegada de la n-ésima reclama-
cibneso, =T+ --+1,y Ny =min{n > 0: 0,41 >t} =miax{n >0:0, <t}

» El tamafio de la n-ésima reclamacién lo denotaremos por U,,.
» El flujo de primas se presenta a una tasa constante p por unidad de tiempo.

De este modo al juntar todos nuestros supuestos tenemos que

N¢ Ny
Ri=u+pt—>» Usy Si=> U,—pt, (5.42)
k=1 k=1
donde las variables U}, son v.a.i.i.d, mayores o iguales que cero, que describen la
distribucion de las reclamaciones y son independientes del proceso NV;.

Dadas las condiciones del problema, el proceso Poisson Compuesto es uno de los
modelos maés utilizados para describir el fenémeno denominado como ruina, sin
embargo, procesos mas generales como los procesos de Lévy pueden ser utilizados
para modelar este problema.

A continuacién introduciremos algunos resultados y propiedades de gran re-
levancia para el calculo de probabilidades de ruina modeladas a través de un pro-
ceso Poisson Compuesto con intesidad 3 y de igual forma realizaremos el calculo
de las herramientas basicas del muestreo de importancia.

Una de las propiedades mdas importantes del proceso Poisson es que existe una
constante p tal que

N¢

1 C.S.

n g U= p, t— o00. (5.43)
k=1

La demostracién de este hecho se sigue de inmediato de las propiedades del
proceso Poisson de la siguiente manera

Nt Nt
, 1 , 1 1

A la constante p se le interpreta como el monto promedio de las reclamaciones
por unidad de tiempo. Una cantidad de mayor relevancia, es la llamada “carga de
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seguridad”n (safety loading condition), definida como el monto relativo por el cual
la tasa del flujo de primas excede el monto promedio de las reclamaciones, donde

n=2"", (5.44)

Esta cantidad es de gran importancia ya que gracias a ella podemos deter-
minar facilmente cudndo ocurre la ruina. De hecho las compafiias aseguradoras
siempre buscardn mantener n > 0, para hacer nula la posibilidad de una even-
tual ruina. Para establecer de manera clara lo anterior tenemos las siguientes dos
proposiciones

Proposicion 6. Para el proceso del excedente de las reclamaciones {S; }+>0, se cumple:
a)Sin importar el valor de n), S, /t converge casi sequramente a p — p si t tiende a infinito.
b)Sin < 0, entonces S; <3 oo.

c)Sin > 0, entonces S; <3 —oo.

d)Sin = 0, entonces el lim inf, .., S; = —oo y limsup,_,,, S; = 0.

Para probar la proposicién anterior necesitamos establecer el siguiente Lema:
Lema 4. Sinh <t < (n+ 1)h, entonces
Spn —h <S¢ < Sugyn + I

Demostracion

Primero debemos notar que para u, v > 0, se tiene que S,+, > S, — v, de hecho
Sutv — 9y alcanza su minimo cuando no se presentan reclamaciones en el intervalo
(u,u + v) y el valor que toma es precisamente v. En particular, si ¢ = nh + v con
0 < v < h entonces

StZth_UZth_h-

Analogamente,

th+h > th —h.

Con lo que probamos ambos lados de la desigualdad mostrada en el Lema 4.
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A continuacién probaremos la Proposicién 2.
Demostracion

Para un h fijo, tenemos que la sucesién {S,,},>0 es una caminata aleatoria
en tiempo discreto y por lo tanto al aplicar la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros
podemos asegurar que como se cumple (5.43) entonces

Nnh
- h c.S.
S;h = k=l lif PRt es, E[S] = h(p — p), n — oc.

De modo que al aplicar el resultado del Lema anterior, concluimos que

L2 St . , Se 1., . Su—h 1
BT TR B T R R TR =
De manera andloga
S, S, 1 Stn +h 1
limsup =t = limsup sup = < =limsup Plothh T 7 _ —E[Sy] =p —p.
t—o0 t n—oo nh<t<(n+1l)h t h n—00 n h

Con lo que probamos el resultado expuesto en a). Los incisos b) y ¢) son conse-
cuencia inmediata de a) y la definicién de 7. Para d), debemos aplicar un resultado
mucho més general de las caminatas aleatorias expuesto en [1] (pp. 169), que nos
dice que el liminf,,_.., S,, = —oo y que el limsup,,_,, S, = oo concluyendo asi la
prueba de la proposicion.

&

Para observar la relaciéon que existe entre la probabilidad de ruina y la llamada
carga de seguridad 1), establezcamos la siguiente proposicion:

Proposicién 7. Supongamos que (5.43) se cumple, entonces si n < 0 implica que M =
oo casi seguramente, y por lo tanto V(u) = 1 para toda u, mientras que si n > 0 entonces
M < oo casi seguramente y V(u) < 1 para toda u suficientemente grande.

Demostracion

Como se cumple (5.43) tenemos que

S N U —pt s
?t:w;)p_p7 t — oo,
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de modo que si n < 0, entonces p — p > 0 lo que implica que S; 3 coy M =
SUPg<tcoo{ St} = 00, U(u) = P{7(u) < oo} = P{M > u} = 1 para toda u. Por otra
parte si 7 > 0 implica que S;/t < 0y entonces S; converge casi seguramente a —oo
y con esto M < oo casi seguramente, lo que nos lleva a concluir que ¥(u) < 1.

§5.3.2. Muestreo de Importancia Via Conjugacion de Lundberg.

En las secciones anteriores hemos desarrollado las herramientas necesarias pa-
ra la aplicacién del muestreo de importancia al problema de la ruina. Unicamente
nos falta enunciar un resultado de la teoria de riesgo, conocido como la Aproxi-
macion de Cramér-Lundberg, que nos dice que para un proceso Poisson Compuesto
con intensidad /3, tasa del flujo de primas p = 1 y distribucién del tamafio de las
reclamaciones igual a B con funcién generadora de momentos o transformada de
Laplace Mg (), se tiene que

U(u) ~Ce 7 u— o0, (5.45)

donde C' = (1 — p)/(BMp(y) — 1) representa la constante de Cramér-Lundberg, p
estd definida como en (5.43) y v > 0 igual a la solucién de la ecuacién de Lundberg

B(Mp(y) —1) —v =0, (5.46)

la cual puede escribirse de manera equivalente como

m@@):1+%. (5.47)

A la constante «y se le conoce como el coeficiente de ajuste.
Para aplicar el IS debemos considerar que

U(u) =P{r(u) < o0} = e_WfE[e_'yg(“)],

donde £ representa el excedente de primas y que nuestras simulaciones deberan
obtenerse a partir de la nueva medida de probabilidad P, 1o que implica utilizar 3
y B como nuevos pardmetros en lugar de los originales (3 y B, con el propésito de
almacenar informacién de Z(u) = e ), el estimador propuesto por el muestreo
de importancia.
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Para efectos practicos, el proceso continuo {S;} se simula considerando tiem-
pos discretos {0}, que correspondan a la llegada de cada una de las reclama-
ciones. Con lo anterior podemos proponer el siguiente algoritmo para generar
simulaciones del estimador Z = Z(u):

1. Calcular el coeficiente de ajuste v > 0 como solucién de la ecuacién de Lund-
berg

0= r(y) = BMp(v) —1) =,
y posteriormente definir a 3 y B como

8= BMp(7) Yy B(dx) = ewM—

2. Iniciar S en cero.

3. Generar 7' como una variable aleatoria exponencial de parametro ByUa
partir de B. Posteriormente asignar S «— S +U —T.

4. Si S > u, debemos asignar Z «— ¢79, de otra forma regresamos al paso 3 y
repetimos el procedimiento.

Existen varias razones intuitivas para creer que el algoritmo anterior es bueno,
en primera instacia, como P{r(u) < co} = 1, entonces se resuelve el problema
para un horizonte infinito, ademds de que dado el conocimiento sobre la forma
de U(u), podemos esperar obtener poca varianza en nuestras estimaciones al ais-
lar la informacién desconocida, E[e™7¢(")] y asi evitar simular la parte conocida
e~ 7. 5i deseamos encontrar una trayectoria muestral del proceso de riesgo que se
aproxime a la ruina, debemos considerar que Py P{-|7(u) < co} (ambas medidas
restringidas a F;(,)) coinsiden asintéticamente en {7(u) < oo}, lo que nos indica
que la medida de cambio P esta cerca de ser la medida éptima de cambio.

A continuacién analizaremos la eficiencia del estimador propuesto por el mues-
treo de importancia.

Teorema 4. El estimador Z(u) = e~ 7% simulado bajo P tiene error relativo acotado.

Demostracion

W (u)?

E[Z(u)"] = Ele "5 0] < e ~ =2

~ e < oo, Yu.
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o

En este punto, es natural preguntarnos si existen parametros distintos a los
propuestos por el muestreo de importancia bajo un esquema de grandes desvia-
ciones, que mejoren la varianza de la simulacién. La respuesta a este cuestiona-
miento es no. Si tenemos (3, y B, distintos de §y B (los pardmetros propuestos
bajo el IS), y pensamos en el problema con horizonte infinito, entonces podemos
restringir nuestra atencién al caso en que Biup, > 1 (con ip, la media de la dis-
tribucién B,), ya que de esta forma aseguramos que la carga de seguridad 7 sea
negativa y por consecuencia la probabilidad de una eventual ruina es igual a 1.
Entonces el estimador propuesto por el muestreo de importancia tiene la siguien-
te forma

m(u) —B3T:
Be Pl dB
— —— —(U)), 5.48
H et ap; () (5.48)
donde m(u) representa el nimero de reclamaciones que llevan a la compania de
seguros a la ruina y recordamos que 7; = 0; — 0;_; es el intervalo de tiempo de la
reclamacion 7.

Teorema 5. El estimador (5.48) simulado con los pardmetros 3, y By no es logaritmica-
mente eficiente cuando (1, B1) # (3, B).

Demostracion

La demostracion de este Teorema es Corolario del Teorema 6.
o

Cabe resaltar que podemos generalizar de manera sencilla este algoritmo a un
modelo de renovacién, de la siguiente manera: Sean X, X»,... va.ii.d, con dis-
tribucién F'y supongamos que esta distribucion tiene media ;i < 0. Tomemos a
S, y defimamos a m(u) = inf{n : S,, > u}. Supongamos también que la funcién
generadora de momentos de F, Mp(y) = 1y que Mp(y) < oo para alguna cons-
tante positiva 7. Sabemos que bajo el muestreo de importancia la distribucién de
cambio F, se obtiene al hacer F'(dz) = ¢’ F(dx), de modo que el estimador pro-
puesto por el IS es Z(u) = e 75vw), es decir que la distribucién de cambio F* debe
ser equivalente a F'y

m U F
Hl —F X;). (5.49)
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Teorema 6. El estimador (5.49), simulado bajo la distribucién Fy de X; tiene error re-
lativo acotado cuando Fy, = F. Cuando F, # F este estimador no es logaritmicamente
eficiente.'®

Demostracion

El hecho de que (5.49) tenga error relativo acotado se prueba exactamente igual
que el Teorema 5, notando que Fi(dz) = F(dz) = e F(dx).

Para probar la segunda parte del Teorema, utilicemos la regla de la cadena para
las derivadas de Radon-Nikodym y escribamos

dF dF

W(F|F) = d_Fl(Xl) e d_Fl(

Xm(u))7

de modo que

Er, [2%(u)] = Ep, [W?(F|F))] = Eq [W2(F|F)W?(F|F))]
= E[W*(F|F)W (F|F)] = Elexp{K1 + - - + Ky},
donde

K; = log (351 (X)) (j?(xi))Q) log (j]];l (X, )) +2log (j? (Xi))
~ g (%(Xi)) +2log (eigF(Xi)) — log (%(X,-)) — 99X

Por lo tanto

E[K;] = JE[ — log (iﬁ; (Xi))] — NE[X,] = € — 29E[X]].

Y al utilizar la desigualdad de Jensen y la concavidad de la funcién logarit-
mo aseguramos que ¢ > 0. Como ultimo paso hay que darse cuenta de que las
variables K, K, ... son ii.d, entonces la desigualdad de Jensen y la identidad de
Wald nos dicen que

Er [Z(u)’] = Elexp{K1 + - + Kuw)}]
> exp{E[K1 + -+ Ky}
= exp{E[m(u))(¢ — 29E[Xi])}.

I5Este Teorema Prueba que los pardmetros de cambio 6ptimos son tinicos.
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Y ya que E[m(u)/u] converge a 1/E[X;], podemos concluir que para 0 < e <
¢ /E[X;),

, Er[Z(w)?] _ . exp{E[m(u)](¢ — 27E[X,])}
PP Z (e = P CPe-Ttes
, exp{ (u/E[X])(¢ — 29E[X])}
- hin_ig‘p 026—27u+eu
 op{(w/E[X)) — 2yu)
- hirisogp 026—27u+eu
eu672'yu
> limsup ————
= oo 026—2'yu+eu
1

Lo que completa la demostracion.

&

A continuacién mostraremos la prueba del Teorema 6:

Consideremos el proceso Poisson Compuesto de riesgo con intensidades 3, 3”,
intervalos de tiempo genéricos 7", 7", distribucién del tamafio de las reclamacio-
nes B’, B" y tamafio genérico de las reclamaciones U’, U". Bajo estas hipétesis, de

acuerdo al Teorema 7 todo lo que necesitamos probar es que si U — T’ 2 U” — T"
(i.e. igualdad en distribucién), ya que con esto aseguramos que 3 = (" y que
B’ = B". Entonces si hacemos uso de la propiedad de pérdida de memoria de la dis-
tribucién exponencial, tenemos que U’ — 1" tiene cola exponencial izquierda con
tasa 3, mientras que U"” — T" tiene cola exponencial izquierda con tasa 3", lo que
implica que 3’ = 3". De este modo tenemos por un lado que

P{U —T" >z} = / B'e PYB (x4 y)dy = ﬁ’e_ﬁlx/ e P*B'(z)dz,
0

T

donde hemos realizado el cambio de variable z = x+y. Y por otro lado si hacemos
lo mismo pero ahora con U” — T" tenemos

PO =T > ah = [ e B gy = e [T e B
0

T



65.3. EL PROBLEMA DE LA RUINA. 91

Al diferenciar ambas probabilidades e igualar los resultados, obtenemos que

Be " (—e 7B () = §'e " (—e T B! (1)).
Yyaquez > 0,43 = 3"y U'~T" £ U"~T" podemos concluir que 5'(z) = B"(x)
para todo x > 0,i.e. B' = B".

§5.3.3. Muestreo de Importancia para el caso de Horizonte Finito.

El problema central es producir un estimador eficiente para ¥(u,7) con T' <
oo. Con esto en mente, primero debemos establecer algunas ideas con respecto
al momento en el que ocurre la ruina, para después aplicar este conocimiento al
muestreo de importancia.

Para el modelo Poisson Compuesto general, los resultados conocidos son poco
explicitos y basicamente toman la forma de desigualdades y aproximaciones. El
primer resultado importante de esta seccién es que el valor um, donde u represen-
ta el capital inicial y

1 1 1 C
K(v)  BMp(y)—1 PBEU]-1 L1—p
Es en un sentido critico apropiado, el tiempo mas parecido al tiempo de ruina.

Los resultados posteriores tratan con mayor precisién y versiones refinadas de
este resultado.

m =

Teorema 7. Supongamos que n > 0. Entonces, 7(u)/u converge en probabilidad a m
conforme u tiende a infinito.

P{w—ml>e

u

T(u) < oo} =0. (5.50)
Esto implica que

U (u, mu) _){ 0 sim<m

U (u) 1 sim > (5:51)

Para poder probar esto, necesitamos el siguiente resultado auxiliar:
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Proposicién 8. Sin < 0, i.e. p = Bup > 1, entonces conforme u tiende a infinito,

T(U) cs 1 E[7(u)] 1
_ = — . . 2
U - p—1 4 U —>,0—1 (5:52)
Ademis
T(u\)/a_ £ D N(0,w?), donde w* = Buim?. (5.53)
Demostracion

El supuesto < 0 asegura que P{7(u) < oo} = 1y 7(u) converge casisegu-
ramente a infinito. Ademads por la Proposicion 2, sabemos que S;/t converge casi
seguramente a 1/m y por lo tanto tenemos la convergencia casi segura de
W) () (u)

t
m= lim — = lim = lim —=.
t—00 St U—00 ST (u) u—oo U + g‘r(u) u—oo U

Aqui utilizamos que si £(t) = If{(Ty — Tx—1) — t|t < T — Tx_1}, entonces
&y = o(u) c.s (Proposicion A1.6 de [2]) ya que para el proceso de renovacién
asociado, si g < oo entonces £(t)/t converge casi seguramente a 0 y si ademds
E[To] < oo tenemos que E[¢(t)/t] converge a 0. Para probar esto tltimo debemos
considerar que NV,, el nimero de renovaciones antes de ¢, satisface que N;/t con-
verge con probabilidad 1 a up, por lo que para un ¢ lo suficientemente grande
podemos acotar £(t) por M(t) = max{T; — Ti_1|k < 2t/up}. Y ya que el maximo
M,, de n variables aleatorias i.i.d. con media finita satisface que M,,/n converge
casi seguramente a 0 (por Borel-Cantelli), implica que £(t)/t converge con probabi-
lidad 1 a 0. Si ademds E[Tj] < oo, y suponemos que E,[£(t)] satisface la ecuacion

z(t) = E[(Th — Tp) — t; (Th — Tp) > t],

entonces

Bole(0)] = | Utdn=(t—y) = [ U=z <e 3 <00

k=0
con U = Zgo F*", donde F*" representa la n-ésima convoluciéon de F'y ¢ =
sup,{U(zx + 1) — U(x)} (¢ < coyaque U(x + 1) — U(z) < U(1)). Como z(k) <
E[(T} — Ty); (Th — Tp) > t] converge a 0, la suma es o(t) y por lo tanto E[{(t)/t
converge a 0.

—
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De este modo el primer resultado de la Proposiciéon queda demostrado, i.e.

W) o3,
u

Para probar que

Efr(w)] 1

u p—1
utilizamos la identidad de Wald de la siguiente forma

u+ E[¢(u)] = E[Srw)] = E[7(w)]E[S)] = (p = DE[7(u)],
y ya que E[¢(u)/u] converge a 0, afirmamos la segunda parte de (5.52).

Por ultimo, para demostrar (5.53) aplicamos el Teorema del Limite Central para
concluir que

St—t/m D

NG N(0, Buk).

Entonces de acuerdo con el Teorema de Anscombie (Teorema 7.3.2 de [4]) y (5.52),
el mismo resultado se mantiene para ¢t = 7(u). De modo que si Z se distribuye
N(0,1), entonces

Srw) — T(u)/m _u+t E(u) — 7(u)/m
7(u) 7(u)

N —my[BuRZ S my Bk Z =

~\BupZ =

~m**\/BuiZ = wZ.
o

Demostracion del Teorema 7

Comencemos por notar que el lado izquierdo de la ecuacién (5.50) es igual a

P2 — i > 0,(w) < o0} _ e B[O |20 | > e, (u) < oc]
P{r(u) < oo} - W(u)
em@{‘w _ m| > 6}'

< U
= O(e)
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Como P{-} converge a 0 por la Proposicién 8, entonces

P{M—m‘>e

u

T(u) < oo} — 0.

La ecuacién (5.51) queda inmediatamente demostrada con el siguiente argu-
mento

U(u,T) P{r(u) <mu} P{# <m}
U(u)  P{r(u) < oo} P{r(u) < oo}’

Por lo tanto ya que el denominador es menor que 1 pues > 0, entonces si
m < m tenemos que 7(u)/u converge en probabilidad a m, ya que (5.50) se cum-
ple. Y como el numerador tiende a cero bajo estas condiciones, concluimos que
el cociente mostrado arriba tiende a cero y si m > m, entonces tiende a 1 ya que
tanto numerador como denominador coinciden. Por lo tanto (5.51) se cumple.

o

Este ultimo resultado nos indica que podemos esperar diferentes conclusiones
dependiendo de si y < 1/k'(y) oy > 1/k'(v). El caso facil es cuando y > 1/k'(y),
donde VU (u,T") es cercana a ¥(u), de modo que es natural esperar que el cambio
de medida de P a P produzca resultados cercanamente éptimos. De hecho

Proposicién 9. Siy > 1/k/(v), entonces el estimador Z(u) = e "7 1, () <yy Simula-
do bajo los pardmetros 3y B tiene error relativo acotado.

Demostracion

Por el Teorema 7 tenemos que V¥(u,T)/¥(u) tiende a 1, de modo que z(u) =
VU (u,yu) es del orden de magnitud de e~ i.e. son asintéticamente parecidos. En-
tonces al realizar un procedimiento parecido al de la demostracién del Teorema 4
aseguramos que

E[Z(u)?] < e

Por lo tanto Z(u) tiene error relativo acotado.
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Nuestro siguiente paso es analizar el caso y < 1/k'(y), para el cual considera-
remos a «, como la solucién de la ecuaciéon k'(«) = 1/y, y que v, = oy, — yk(ay)
determina el orden de magnitud de ¥ (u, uy) en el sentido

—log U (u)
u

La demostraciéon de este hecho se muestra en el Teorema IV.4.8 de [2], utilzando
que v, > v. Atn més, basdndonos en ese resultado podemos afirmar que

— "}/y.

U(u,yu) = e ""Eq, [exp{—ay&(u) + 7(w)k(ay) }; 7(u) < yul. (5.54)

Ya que la definicién de o, es equivalente a decir que E,, [7(u)] es asint6ticamen-
te parecido a yu, podemos esperar que el cambio de medida de P a PP sea 6ptimo.
El estimador correspondiente a este esquema de muestreo de importancia es

Z(u) = exp{—ay&(u) + 7(u) k(o) Hirwy<yul» (5.55)
para el cual tenemos el siguiente resultado

Teorema 8. El estimador (5.55) simulado con los pardmetros (3., y B., es logaritmica-
mente eficiente.

Demostracion

Ya que v, > v, tenemos que k(c,) > 0 entonces

B [Z(0)?] = Ba, [exp{—20,€(u) + 2r(u)b(a) }7(w) < g
< IR, [0, r(y) < y

S e—2yyu.

ul
Por lo tanto, como — log(¥(u))/u converge a vy, tenemos que

.. —log(Var[Z(u)]) min —log(Var[Z(u)])  lmin —log(Var[Z(u)])
o O I T (7 00) B TR

o
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Capitulo 6
Apéndice A

En esta seccion se realiza una simulacién basada en el desarrollo te6rico mos-
trado en la Seccién 5.2.7, para calcular el valor de un call asidtico y asi mostrar
la efectividad de la aplicacion del muestreo de importancia desde un aspecto
numérico en uno de los casos estudiados en el capitulo anterior.

Cuadro 6.1: El cuadro muestra la simulacién hecha para calcular el valor de un
call asiatico (CX), su desviacién estandar (Desv.), varianza (Var.), error estdndar
(E) y unintervalo del 95 % de confianza para la estimacién (IC). En todos los caso
se tom¢ S(0) =100, = 0.2, T =4y m = 365.

Monte Carlo Crudo

o | K[ 7] CX |Desv.| Var. | E | IC
0 || 287755 || 17.4253 || 303.6418 || 0.5510 || (27.6950,29.8551)
oz || oo || 1 || 342191 || 230101 || 5204639 | 0.7276 || (32.7930,35.6453)
2 42.6921 28.2891 800.2714 0.8946 (40.9387, 44.4455)
3 || 51.4200 || 351816 || 12377 || 1.1125 || (49.2484,53.6096)

Muestreo de Importancia

o |K[ 7] CX |Desv.| Var. | E | IC
322085 || 0.2174 || 00473 | 0.0069 || (32.2850,32.3119
oz | o0 33.3323 || 02544 | 00647 | 00080 || (33.2850,33.3481

32.2604 0.2613 0.0683 0.0083
32.5676 0.2776 0.0771 0.0088

32.2442,32.2766

(
(
(
(32.5504, 32.5848

)
)
)
)

w N = O
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El nimero de simulaciones hechas para cada caso fue n = 1000. Se muestran
resultados para un valor de volatilidad ¢ = 0.2, precio pactado (strike) K = 90 y
periodo de inicio de ponderacién 7 = 0, 1, 2, 3.

Los resultados numéricos nos muestran una notable y amplia mejoria de la
estimacién en cuanto a varianza se refiere.

Acontinuacion se muestran los cédigos de los programas elaborados en Matlab
utilizados en el Capitulo 1y el Apendice A.

§6.1. MCCN.m

%$Esta rutina estima p=P[x>=mu],cuando X se distribuye N(0,1)
$haciendo Monte Carlo Crudo, sobre una muestra de tamano n.

function [E, IC]=MCCN (n,mu)

x=randn (n, 1) ; %$Simula n normales estdndar.

I=[x>=mu]; $Funcidén indicadora sobre el
$evento de interés.

N=sum (I); $Numero total de valores aceptados.

p_est=mean (I); $Estimacidén MCC.

st=std (I); %$Calculo de la desviacidn estandar.

E=[p_est,st"2,N]; %Regresa el valor estimado de p,

%su varianza y N.
IC=IC95(p_est,st,n); %Calcula el intervalo del 95%
%$de confianza para p_est.

§6.2. ISN.m

%$Esta rutina estima p=P[x>=mu],cuando X se distribuye N(0,1)
%bajo el Muestreo de Importancia con mu arbitraria, sobre
%una muestra de tamano n.

function [I,IC]=ISN(n,mu)

x=randn (1,n)+ mu; $Combio de medida.
I=[x>=mul; $Funcidén indicadora sobre

%el evento de interés.
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N=sum (I); $Numero total de valores
%aceptados.

I=[x>=mu] .*exp (-mu*x + mu~2/2); $Funcidén indicadora sobre
%$el evento de interés.

p_est=mean (I); $Estimacidén MCC.

st=std(I); %$Calculo de la desviacidn
%$estdandar.

I=[p_est,st"2,N]; %Regresa el valor estimado
%de p, su varianza y N.

IC=IC95 (p_est,st,n); %Calcula el intervalo del
%95% de confianza para
%p_est.

§6.3. 1C95.m

$Esta funcidn calcula el intervalo del 95% de confinaza
%$para p_est
%$con desviacidén st y tamafio de muestra n.

function C=IC95 (p_est,st,n)

C=[p_est-1.96xst/sqgrt (n),p_est+1.96*st/sqrt (n)];

§6.4. call-asiatico-MCC.m

$Esta funcidn calcula el valor,la desviacidn esténdar,
%$la varianza,el error estandar y un intervalo de
$confianza del 95% de un call asidtico utilizando MCC.
%$Ademds grafica la trayectoria descrita por el
%$instrumento.

%$Recibe como pardmetros de entrada:

%$S0=el valor actual del activo.

%$K=strike.

$r=tasa de interés libre de riesgo, por unidad de
%tiempo.

$T=tiempo en que se debe ejercer el contrato.
$m=numero de puntos por unidad de tiempo, gque se usan



100 6. APENDICE A

$para construir el promedio. i.e. 1/m es la longitud
%$de cada subintervalo de tiempo.

%$sigma=volatilidad del instrumento.

$n=numero de simulaciones.

$tau=tiempo en el gque comienza el promedio, en la
$mayoria de los casos,por simplicidad se toma tau=0.

function [val_opc,desv_est,varianza,error_est,IC]=...
call_asiatico_MCC(S0O,K,r,T,m,sigma,n,tau)

D=vector de dimensidn
(T-1) que representa

el pago de los dividen-—
dos al final de cada
%unidad de tiempo.

D=zeros (1,T-1);

o® o° o oo

O

a=[1l:n]; %$Vector de trayectorias
%$simuladas.

b=a; %$Vector que indica las
%trayectorias posibles.

[e)

c=nj; $Numero de elementos en
%b.

final=zeros(1l,n); %Vector de trayectorias
$completas.

while c>0 %$Mientras tengamos

$trayectorias incompletas
% (es decir,que existen
%$trayectorias

$imposibles en los
%ciclos previos).

S=S0+ones (1, n); %Comienza cada trayectoria
%con SO.

t=1;

while (t<=tau) & (c>0) %Calcula S(t), para t en

${1,2,...,tau} ya para
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%todas las k para las que
%aun no existan trayecto-
%rias completas.

S(b)=S(b) .*exp((r-(1/2)*(sigma”2))+...

b=b (S (b)>=D(t));

S(b)=5(b)-D(t);

c=length(b);
t=t+1;
end

prom=S;

while (t<T) & (c>0)

for i=1:m

sigmaxrandn(l,c));
$Las trayectorias sdélo
%$son posibles si S(t)>=D(t)
$Entonces el valor del
%$siguiente periodo es
%S (t)-D(t) .
$Actualiza las variables.

%$Se inicia el promedio
%$al tiempo tau

%Calcula S(t), para t en
${tau+l/m, ..., T-1} para
%todas a quellas k, para
%las cuales no existen

%aun trayectorias completas.

%$Calcula s(t-1+i/m), 1 en
%${1,...,m} y actualiza prom.

S(b)=S(b) .xexp (((r-(1/2)*(sigma”2))/m) ...

+ (sigma/sqgrt (m)) *randn(1l,c));

prom (b)=prom(b)+S (b) ;

end

b=b (S (b)>=D(t));

$Nuevamente, las trayecto-
$rias sélo son posibles si
%S (t)>=D (t) .
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c=length(b);
t=t+1;
end

final (b)=ones (1, c);

b=a(final==0);

c=length(b);

S(b)=S0*xones (1, c);
end

for i=1:m
U=randn(1l,n);

%$Entonces el valor inicial
$para el siguiente periodo
%es S(t)-D(t).

%$Actualiza las variables.

%En este momento tenemos
%el valor al principio del
$ultimo periodo, y los
%$valores correctos para
%$los indices en b.

%$Repetimos el ciclo para
%aquellos indices k para
%$los el uUltimo ciclo resul-
%to en una trayectoria
%$imposible.

%Ahora cada trayectoria
%es correcta y S es un
$vector de n trayectorias
%$al inicio del T-ésimo
%periodo.

S=S.xexp ((r-(1/2) % (sigma”2)) /m+ (sigma/sqgrt (m)) «U) ;

prom=prom+sS;

end

prom=prom/ (m* (T-tau)+1) ;

%$Calcula S(T-1+i/m),i en
{1, ...,m} y actualiza
%el valor de prom.

%S es ahora S (T)

%$Calcula el promedio.
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V=exp (—r*T)*max ([ (prom—-K) ; zeros(l,n)]);

%Calcula el valor de la

$opcidn para cada

$trayectoria.
val_opc=mean (V) ; %Calcula el valor de

%$la opcidn.
desv_est=std (V) ; $Calcula la desviacidn

$estdndar del valor

$de la opcidn.
varianza=var (V) ; %$Calcula su varianza.

error_est=sqgrt (sum( (V-val_opc)."2)/(n-1)/n);
%Calcula el error
$relativo estimado.
IC=IC95(val_opc,desv_est,n); %$Calcula un intervalo
%$de confianza del 95%.
plot (V) ; %$Grafica la trayectoria
%$de la opcidn.

§6.5. call-asiatico-IS.m

$Esta funcidén calcula el valor, la desviacidn estandar,
%la varianza,el error estandar y un intervalo de
$confianza del 95% de un call asidtico utilizando IS.
%$Ademds muestra la grafica de la trayectoria descrita
$por el instrumento.

%$Recibe como parametros de entrada:

%$S0=el valor actual del activo.

%$K=strike.

$r=tasa de interés libre de riesgo,por unidad de
$tiempo.

$T=tiempo en que se debe ejercer el contrato.
$m=numero de puntos por unidad de tiempo, gue se
%$usan para construir el promedio. i.e. 1/m es la
$longitud de cada subintervalo de tiempo.
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%$sigma=volatilidad del instrumento.

$n=numero de simulaciones.

$tau=tiempo en el que comienza el promedio, en la
$mayoria de los casos por simplicidad se toma tau=0.

function [val_opc,desv_est,varianza,error_est,IC]=...

call_asiatico_IS(S0,K,r,T,m,sigma,n,tau)
D=zeros (1,T-1); D=vector de dimensidn
(T-1) que representa
el pago de los
dividendos al final
de cada unidad de
tiempo.

o o o° o° o° o°

a=[1l:n]; %$Vector de trayectorias
$simuladas.

b=a; %Vector que indica las
$trayectorias posibles.

c=n; $Numero de elementos en b.

final=zeros (1l,n); %$Vector de trayectorias
scompletas.

while c¢>0 %$Mientras tengamos
$trayectorias incompletas,
%es decir que existen
$trayectorias imposibles
%en los ciclos previos.

S=S0xones (1, n); %$Comienza cada trayecto-
%$ria con SO0.

t=1;

while (t<=tau) & (c>0) %Calcula S(t), para t en

${1,2,...,tau} ya para
$todas las k para las que
%aun no existan trayecto-
%$rias completas.
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end

S(b)=S(b) .*exp((r—(1/2)*(sigma”2))+...
sigmax (randn(1l,c)));

b=b (S (b)>=D(t)); %$Las trayectorias sdlo
%$son posibles si S(t)>=D(t).
S(b)=S(b)-D(t); $Entonces el valor del
%¥siguiente periodo es
%S (t)-D(t) .
c=length (b) ; $Actualiza las variables.
t=t+1;

prom=S; %Se inicia el promedio al
$tiempo tau.

while (t<T) & (c>0) %$Calcula S(t), para t en

${tau+l/m, ..., T-1} para
$todas aquellas k, para
%las cuales no existen
%$aun trayectorias completas.

for i=1:m %$Calcula s(t-1+1i/m), 1 en
{1, ...,m} y actualiza prom.

S(b)=S(b) .xexp (((r—(1/2)* (sigma”2))/m) ..
+ (sigma/sqrt (m) )+ (randn(1l,c)));

prom (b)=prom(b)+S (b) ;
end

b=b (S (b)>=D(t)); %$Nuevamente, las trayecto-
$rias sélo son posibles si
$S(t)>=D(t) .

S(b)=S(b)-D(t); $Entonces el valor inicial
%para el siguiente periodo
%$es S(t)-D(t).
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c=length (b) ; $Actualiza las variables.
t=t+1;

end %En este momento tenemos
%el valor al principio del
$ultimo periodo, y 1los
%¥valores correctos para
%$los indices en b.
final (b)=ones (1, c); %Repetimos el ciclo para
%aquellos indices k para
%$los el udltimo ciclo resul-
%$to en una trayectoria
¥imposible.
b=a (final==0);
c=length (b);
S(b)=S0xones (1, c);
end %$Ahora cada trayectoria es

for i=1:m

U=randn (1l,n);

%correcta y S es un vector
%de n trayectorias al
%$inicio del T-ésimo periodo.

%$Calcula S(T-1+i/m), 1
%en {1,...,m} y actualiza
%el valor de prom.

S=S.xexp ((r—(1/2)* (sigma”2) ) /m+ (sigma/sqgrt (m)) «U) ;

prom=prom+sS;
end

prom=prom/ (m* (T-tau) +1) ;
v=sum (prom) ;

f=Q (x) (1/n) *v-K-x;

%S es ahora S(T).

%Calcula el promedio.

Encuentra el pardmetro
6ptimo de manera numerica.

%
%
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y=fzero(f,0);
z=zeros (l,n);

$Raiz

$Recursidn de las ecuaciones
%de primer orden

% (problema de maximizacidn) .

z (1)=((sigmaxsqgrt ((1/m))* (y+K))/y);
for j=1l:n-1
z(3+1)=z(J) - ((sigma*sqgrt (1/m)*S(3))/ (n*xy));

end

mu=z; $Pardmetro de cambio dptimo.
%Se realiza una nueva
$simulacidén via IS con el
$pardmetro de cambio mu.

dt = T/n; $Longitud de cada
$sub-intervalo de tiempo.

SS = SO = ones (1 ,n); %Vector de trayectorias.

AA = zeros (1 ,n);

for i=1l:n $Simulacidén de trayecto-
$rias y cédlculo del
$promedio.

U= randn (1,n)-+mu;

dWW = Ux sqgrt (dt );

SS =SS .%x exp( (r — .5% sigma "2)% dt + sigma *dWW );

AA = AA + SS;

end

AA = AA/n;

V=exp (—r*T) + mean

VV=mean (V) ;
val_opc=mean (VV) ;
desv_est=std (VV);

( max (AA-K ,0)

) *x ...

exp (-mu’ xU+ (1/2) *mu’ *mu) ;

%$Valor de la opcidn por
%cada trayectoria.

$Valor de la opcidn.
$Desviacidn estdandar.
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varianza=var (VV); %$Varianza.
error_est=sqgrt (sum( (VV-val_opc)." 2)/(n-1)/n);

$Error estandar.
IC=IC95 (val_opc,desv_est,n); $Intervalo de confianza
%al 95%.
plot (VV,’-r"); $Grafica.
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