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Notación.

P Probabilidad.
E Operador Esperanza.
Var Operador Varianza.
I{A} Función indicadora sobre el conjunto {A}.
⇒ Implica.
∴ Por lo tanto.
∀ Para todo.
:= Definición (el lado izquierdo se define como el lado derecho).
F ,G Distribuciones de probabilidad.
f ,g Funciones de densidad.
N(µ, σ2) Distribución Normal con media µ y varianza σ2.
i.e Es decir.
i.i.d Independientes e idénticamente distribuidas.
v.a Variable aleatoria.
c.s Convergencia casi segura (

c.s→).
Sn Suma de las variables aleatorias X1, . . . , Xn.
M(θ) Función generadora de momentos (f.g.m) o transformada de Laplace.
ψ(θ) Función generadora acumulativa o logaritmo de la f.g.m. (logM(θ)).
>> Representa la continuidad absoluta entre dos medidas.
∝ Proporcional a.
≈ Aproximadamente a.
≡ Equivalente a.
v Vector v = (v1, . . . , vn) donde n depende del contexto del problema.
vT Vector v transpuesto, cuya dimensión depende del contexto del problema.
I Matriz identidad, cuya dimensión depende del contexto del probelma.



2 ÍNDICE GENERAL



Capı́tulo 1

Introducción.

En la actualidad la simulación se ha convertido en una herramienta estadı́sti-
ca muy importante ya que la complicada estructura de los fenómenos en estudio
dificulta encontrar resultados analı́ticos que ayuden a su interpretación. Sin em-
bargo la simulación puede ser una herramienta sumamente costosa en términos
computacionales, por lo que el verdadero problema es desarrollar métodos que re-
duzcan el número de simulaciones sin reducir la exactitud de la estimación. Estos
métodos son conocidos con el nombre de técnicas de reducción de varianza. En este
trabajo mostraremos el funcionamiento del Muestreo de Importancia, técnica que a
pesar de ser utilizada como un método de estimación Monte Carlo en la práctica,
en gran parte de la literatura referente a estos métodos (métodos Monte Carlo)
es considerada unicamente como una técnica de reducción de varianza, lo que le
resta relevancia y generalidad al método en si. Nosotros trataremos al muestreo
de importancia como una ténica general de simulación y explicaremos el aspecto
teórico de la efectividad de la misma, utilizando la amplia relación que mantiene
con las Grandes Desviaciones1. Con esto en mente, comencemos por explicar algu-
nos conceptos básicos que nos ayudarán a entender el mundo de la simulación
estocástica.

El método Monte Carlo consiste en generar valores Xi de una distribución F
para i = 1, . . . , n y calcular θi = θ (Xi) para cada i, donde al generar valores de
θi para un n suficientemente grande, la distribución empı́rica con pesos 1

n
en cada

valor de θi es una estimación de θ (X).
θ(X) representa información relevante como valores de integrales o en un con-

1Las Grandes Desviaciones son básicamente un conjunto de resultados asintóticos a probabilida-
des de eventos de baja ocurrencia ası́ como un conjunto de métodos para derivar dichos resultados.
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texto probabilı́stico, probabilidades de eventos especı́ficos o cantidades como la
esperanza y la varianza de alguna población o fenómeno que se desea describir o
entender, y que debido a su estructura, encontrar una forma cerrada para calcu-
larla es imposible o sumamente difı́cil, por lo que la alternativa es crear métodos
que nos porporcionen aproximaciones confiables y de bajo costo en términos del
tiempo empleado para dicho proceso. Los métodos Monte Carlo se ajustan par-
ticularmente bien para este propósito, basando su estimación de la realidad en
la Ley Fuerte de los Grandes Números y asegurando con esto que para muestras de
gran tamaño la convergencia hacia el valor exacto es casi segura. Sin embargo,
en la realidad simular muestras lo suficientemente grandes para garantizar di-
cha convergencia se refleja en costos elevados para quien realiza el cálculo, donde
estos costos se refieren al uso de recursos computacionales, monetarios, de infra-
estructura y en la mayorı́a de los casos al tiempo empleado. Es por eso que en el
fondo el problema se transfoma en la elección de estimadores que proporcionen
una varianza pequeña para ası́ asegurar una menor inversión de recursos.

El Muestreo de Importancia o IS como sus siglas en inglés lo denominan, es
un método de simulación vı́a Monte Carlo descrito como el proceso de estimar
algo acerca de una distribución mediante observaciones de una distribución dife-
rente. Bajo el muestreo de importancia (IS) cada dato se obtiene de una distribución
de muestreo diferente de la distribución original, de modo que si nombramos a esta
última distribucion como G, entonces Xi ∼ G y los valores observados θ (Xi) para
pesos tales que se compense el sesgo del método de muestreo propuesto por la
distribución estimada, representan nuestra nueva estimación.

La distribución de muestreo se elige con la intención de mejorar la eficiencia2 de
la simulación, y ası́ asignar mayor densidad a la región de importancia o área de
interés en comparación con la distribución verdadera. Existen diferentes tipos de
esquemas en el muestreo de importancia, ya que la elección del cambio de medida
está en función del evento o fenómeno en estudio. En el caso de probabilidades
de eventos de baja ocurrencia, mejor conocidos como eventos “raros”, el esquema
propuesto por las Grandes Desviaciones proporciona el cambio de medida óptimo
en un sentido asintótico, y muchas veces dicho cambio proporciona estimaciones
de varianza mı́nima, con lo cual se asegura su efectividad en términos de eficien-
cia.

2La eficiencia en términos estadı́sticos, se refiere al mı́nimo uso de recursos para la obtención
de una estimación, es decir que una estimación es más eficiente que otra si se obtienen los mismos
resultados con un menor empleo de recursos.
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El concepto de eficiencia será tratado a detalle en los capı́tulos subsecuentes,
pero en esencia se refiere a obtener una mayor reducción de varianza3 utilizando
la menor cantidad de recursos posible. La eficiencia y la precisión son dos concep-
tos distintos pero ampliamente ligados, ya que para obtener estimaciones eficien-
tes debemos asegurar un cierto grado de precisión. A lo largo de este documento
explicaremos debidamente estos conceptos y enfatizaremos su importancia para
efectos prácticos.

En resumen, como consecuencia del cambio de distribución impuesto por el
muestreo de importancia, tenemos las siguientes ventajas:

Se obtiene gran ganancia en la eficiencia de la simulación, es decir que el
orden de magnitud del número de iteraciones que se requieren para alcanzar
cierto grado de efectividad se reduce considerablemente.

En algunos de los casos más difı́ciles de estimar, como los eventos de baja
probabilidad se obtiene la mayor precisión registrada.

Facilita la estimación de eventos “raros”, es decir que este método es muy
común en la estimación de eventos poco probables ya que de hacerse de
forma adecuada (esquema via grandes desviaciones), la eficiencia de la si-
mulación en términos de reducción de varianza, es óptima.

Es consistente con la Teorı́a de Grandes Desviaciones, que nos habla de aspectos
asintóticos y comportamientos lı́mite de eventos o fenómenos ubicados en
la cola de la distribución.

Es un método viable en aplicaciones con más de una distribución verdadera.

El muestreo de importancia puede usarse para estimar resultados de muchas
distribuciones en una sola simulación.

El IS puede utilizarse para calcular esperanzas con respecto a parámetros de
entrada en la distribución o distribuciones.

3La reducción de varianza como ya indicamos es el proceso utilizado para incrementar la pre-
cisión de estimaciones que pueden ser obtenidas mediante un número fijo de iteraciones.
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§1.1. El Método.

Para describir rápidamente el método del Muestreo de Importancia, debemos to-
mar en cuenta que para cualquier aplicación de este, una muestra se obtiene bajo
la “distribución de muestreo”, sin embargo se requiere de una estimación basa-
da en la distribución verdadera. Esta estimación se obtiene bajo la distribución
empı́rica pero en lugar de suponer uniformidad sobre los pesos, se asignan dife-
rentes pesos a cada observación.

Dichos pesos se eligen a modo de insesgar los resultados, es decir, para impedir
sesgos hechos al utilizar la “distribución de muestreo”en lugar de la verdadera.
Para poder realizar esto, se escogen pesos rigurosamente proporcionales a los de
la “función de pesos”, definida de la siguiente manera

W(X) :=
f(X)

g(X)
, (1.1)

donde f, g representan las densidades de F y G respectivamente. Cabe men-
cionar que a pesar de la condición rigurosa de proporcionalidad, la elección de
diferentes pesos es posible, de tal forma que diferentes filosofı́as de IS conducen
a elecciones distintas de pesos y por lo tanto a diferentes estimaciones.

Existen dos amplias interpretaciones del IS, la Integración y el Muestreo. Des-
de el punto de vista tradicional, la simulación Monte Carlo es una forma de in-
tegración ya que para estimar la esperanza de θ (X) bajo la densidad f , debemos
realizar lo siguiente

Ef (θ (X)) =

∫
θ (x) f (x) dx =

∫
θ (x)

f (x)

g (x)
g (x) dx.

Por lo tanto, si g (x) > 0 cuando f (x) > 0, definimos a Y (x) := θ (x) f (x) /g (x),
para escribir a la media como

µ := Ef (θ (X)) = Eg (Y (X)) ,

y claramente µ puede estimarse bajo Ȳ = 1/n
∑n

i=1 Y (xi), la muestra promedio de
los valores obtenidos bajo g para una cierta muestra de tamaño n.

Al hacer IS de esta forma, se involucran tanto un esquema modificado de
muestreo como una transformación inducida de θ a Y , de tal forma que si Y tiene
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menor varianza (bajo g ) que la que tiene θ (bajo f ), nuestra estimación es más efi-
ciente (en el siguiente capı́tulo trataremos a fondo con la reducción de varianza).
Bajo este esquema de IS, la integración estimada de una esperanza es

µ̂int :=
1

n

n∑
i=1

Y (xi) = Ȳ . (1.2)

Aquı́ el muestreo de importancia involucra la concentración de esfuerzos, es
decir, requiere de especial atención en las regiones relevantes del espacio muestral.
De esta forma el muestreo de importancia puede confundirse con un muestreo
estratificado4, sin embargo en el transcurso de este trabajo nos daremos cuenta de
que el IS es una herramienta diferente y mucho más flexible para la estimación de
eventos poco probables.

La aproximación muestral necesita que la distribución tenga probabilidad to-
tal igual a 1. Cabe resaltar que la integración estimada puede reescribirse como un
promedio pesado de la siguiente forma

µ̂int =
n∑
i=1

Vint(Xi)θ(Xi), (1.3)

en donde

Vint(Xi) =
W(Xi)

n
(1.4)

representa el peso asignado a cada una de las observaciones i. Por lo tanto tene-
mos como resultado un promedio pesado sobre los valores observados, con pesos
que por lo general no suman 1; sin embargo podemos asegurar que

Eg(W) =

∫
W(x)g(x)dx =

∫
f(x)dx = 1. (1.5)

Como la aproximación muestral requiere que los pesos sumen 1, sólo necesita-
mos hacer la siguiente ponderación

Vrazón(Xi) :=
W(Xi)∑
j W(Xj)

. (1.6)

Esto nos da como resultado lo que se denomina Razón Estimada

4El muestreo estratificado se define como aquel en el que se divide a una población de N in-
dividuos en k sub-poblaciones o estratos, atendiendo a criterios que puedan ser importantes en el
estudio, y posteriormente realizar un muestreo aleatorio simple en cada uno de estos estratos.
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µ̂razón =
1

n

n∑
i=1

Vrazón(Xi)θ(Xi) =
Ȳ

W̄
. (1.7)

La aproximación muestral y la estimación via integración, proporcionan ma-
yor eficiencia en el cálculo de integrales y valores esperados (esperanzas), parti-
cularmente para distribuciones con expresiones o parámetros difı́ciles de calcular,
esto incluye la estimación de probabilidades pequeñas o probabilidades que tien-
den a cero. Por otro lado la estimación via integración no es equivariante, lo que
repercute en un cierto número de consecuencias inesperadas, que deberán ser evi-
tadas en muchas de las aplicaciones. Una de estas dificultades ocurre en simula-
ciones con más de un parámetro o cantidad de salida, esto se debe a que la misma
transformación propuesta por el método tiene que aplicarse a cada una de estas
cantidades o parámetros.

La aproximación muestral es más general, pues la razón estimada produce
una distribución estimada de puntos y pesos, mientras que la estimación via In-
tegración sólo estima esperanzas. Esta aproximación puede utilizarse en algunas
aplicaciones que caen fuera del objetivo tradicional de la estimación via integra-
ción, el cual es la reducción de varianza. Aún más, esta estimación es responsable
de garantizar rigidez en las estrategias de muestreo para un parámetro de salida.
De cualquier forma, la Razón Estimada es menos útil como técnica pura para la re-
ducción de varianza con una cota inferior distinta del cero en la posible reducción.
Afortunadamente, las extensiones de ambos métodos convergen en la producción
de los mismos resultados. Estas estimaciones proporcionan lo mejor de ambos
mundos: estimaciones de distribuciones con masa unitaria, equivarianza y esti-
maciones de esperanzas con menor varianza que las proporcionandas por la inte-
gración básica y la estimación muestral. La aplicación más amplia en la mejora de
estimaciones es la regresión. Para cualquiera de estas estimaciones, la efectividad u
obtención de buenos resultados depende de la distribución muestral elegida para
realizar los cálculos.

Para entender el funcionamiento del método, supongamos que se desea calcu-
lar la esperanza de una función conocida y que tenemos X una variable aleatoria
con distribución normal de media 0 y varianza 1.

Una forma de calcularla serı́a hacer una estimación directa, es decir, calcular

E(f(X)), con X ∼ N(0, 1),

estimando E(f(X)), mediante la siguiente aproximación
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E(f(X)) ≈ 1

n

n∑
i=1

f(Xi), (1.8)

con n un entero suficientemente grande y Xi el i-ésimo número generado aleato-
riamente bajo la distribución normal estándar de manera independiente. Sin em-
bargo grandes fallas pueden ocurrir en el cálculo de esta estimación, pues aunque
se puede evadir el tema de qué tan válidos son los números generados y argumen-
tar una regla de selección de un entero n apropiado (ver sección 2.2) o incluso si
los números aleatorios son perfectos y n es muy grande, existen funciones muy
sencillas para las cuales esta simulación ingenua falla aún para la obtención de un
dı́gito significativo.

Como ejemplo de lo anterior, tomemos f = I{x≥4} y supongamos que lo que
deseamos calcular es E(f(x)) utilizando (1.8). Si pensamos en el número de térmi-
nos de (1.8) hasta el primer sumando distinto de cero, facilmente nos daremos
cuenta de que el rápido decaimiento en la cola de la distribución de una variable
aleatoria normal implica que este número es muy grande (ver cuadro 1 y sección
2.5). Peor aún para garantizar un cierto grado de confianza para que el primer
dı́gito de la estimación sea correcto, probablemente no deberı́amos detener nues-
tra simulación hasta haber obtenido un centenar o más de sumandos distintos de
cero. Por lo tanto estas dos observaciones revelan que no es factible realizar el
cálculo bajo simulación directa. Esto puede ser un argumento para creer que no
se puede calcular E(f(x)) via una simulación, pero nada puede estar más lejos de
la realidad, ya que de hecho un apropiado diseño del tipo de simulación nos per-
mitirá obtener un tamaño razonable de n y generar números aleatorios de forma
adecuada, a modo de obtener 3 dı́gitos significativos en sólo unos segundos. Todo
lo que necesitamos hacer es encontrar una forma de concentrar nuestros esfuerzos
en lo que realmente es importante o significativo para nuestro contexto.

El problema con la simulación directa es que uno puede obtener muestras
{Xi}i≥1 que se encuentren lejos del punto en donde la información importan-
te de F está ubicada. Si nuestro problema hubiera sido estimar E(g(x)), donde
g(x) = I{x≤0}, entonces tanto las muestras de normales estandarizadas y lo más
informativo sobre la conducta de g podrı́an ser centralizadas en el cero. En tal ca-
so, la simulación directa podrı́a realizar un trabajo satisfactorio. Esto sugiere que
para realizar una simulación adecuada, deberı́amos ser capaces de encontrar algu-
na forma de transformar nuestro problema original en uno en donde las muestras
que obtengamos estén concentradas directamente en donde se encuentra la con-
ducta relevante de F .

La idea es buscar la manera de ganar un poco de flexibilidad sobre el lugar
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donde se observan las muestras, y afortunadamente existe una forma natural para
realizar los cálculos que hacen factible esta idea.

Si denotamos a Eµ como la esperanza bajo el modelo N(µ, 1) entonces, es bas-
tante claro que siempre podemos reescribir E0[f(x)], con X una variable aleatoria
N(0, 1) como

E0[f(X)] =
1√
2π

∫ ∞

∞
f(x)e

−x2

2 dx

=
1√
2π

∫ ∞

∞
f(x)e

−(x−µ)2

2 e
µ2

2 e−µxdx

= Eµ[f(X)e−µX+µ2

2 ].

(1.9)

El argumento fuerte, es que uno tiene una familia paramétrica completa como
alternativa a la simulación ingenua dada por (1.8), de tal forma podrı́amos usar
simplemente cualquiera de las estimaciones

E0[f(X)] ≈ 1

n

n∑
i=1

g(Yi) en donde g(y) = f(y)e−µy+
µ2

2 , y Yi ∼ N(µ, 1).

Como la elección de µ está a nuestra entera disposición, entonces podemos
asegurar una mejorı́a en la eficiencia de la estimación directa (1.8). Por ejemplo,
si podemos evaluar el coeficiente de variación, que no es más que una medida
de dispersión definida como c(µ) = |Eg[Y1]|/Var[g(Y1)]

1
2 y evaluar esta cantidad

como función de µ, entonces la elección apropiada de µ será el valor que minimize
c(µ).

Desafortunadamente tal esquema de optimización no es realista, pues como
tratamos de usar la simulación para encontrar E[f(X)], que es igual a E[g(Y1)] para
µ = 0, entonces si somos en cierto sentido estrictos debemos admitir que no pode-
mos esperar conocer c(µ). Sin embargo, no nos encontramos tan lejos de saberlo ya
que aunque no podamos encontrar el valor óptimo de µ, para obtener una buena
estimación, basta con realizar una buena elección de este parámetro basándonos
en una intuición de la región en donde se encuentra la información relevante de
F , y con esto podemos asegurar que casi siempre mejoraremos nuestra estimación
si podemos elegir µ de tal forma que nuestra muestra se cambie cerca de esta zona
de importancia. Por ejemplo, en nuestro problema original serı́a suficiente tomar
µ = 4, para mejorar nuestra estimación de manera sustancial.
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En la siguiente tabla se muestra una camparación numérica entre el muestreo
de importancia y la simulacón ingenua, para la estimación de E[I{x≥4}], con x ∼
N(0, 1).

Cuadro 1.1: Simulación ingenua contra Muestreo de importancia. El cuadro in-
dica el número de simulaciones (N), el valor estimado (Est.), su varianza (Var.),
el número de valores aceptados (M) y un intervalo del 95 % de confianza para la
estimación.

Estimación de E[I{x≥4}], con x ∼ N(0, 1)

Método N Est. Var. M IC

Simulación 1000 0 0 0 (0, 0)

Ingenua (MCC) 10000 0 0 0 (0, 0)

100000 1x10−4x0.3 1x10−4x0.3999 3 1x10−4x(−0.03947, 0.639478)

1000000 1x10−4x0.34 1x10−4x0.3998 34 1x10−4x(0.22571, 0.639478)

Muestreo 1000 1x10−4x0.302 1x10−10x0.425 496 1x10−4x(0.26196, 0.34282)

de Importancia 10000 1x10−7x0.3277 1x10−11x0.471 5046 1x10−4x(0.31428, 0.34117)

100000 1x10−8x0.3164 1x10−12x0.45 49809 1x10−4x(0.31228, 0.32059)

1000000 1x10−9x0.,3174 1x10−13x0.5 499809 1x10−4x(0.31619, 0.31875)

En este trabajo explicaremos brevemente la estructura del método conocido
como muestreo de importancia introduciendo algunos conceptos básicos y defini-
ciones para el desarrollo de este documento [Capı́tulo 2]. Motivaremos el uso de
herramientas básicas de la teorı́a de Grandes Desviaciones en aplicaciones estadı́sti-
cas [Capı́tulos 3 y 4] y estableceremos el objetivo principal de este documento:
utilizar la teorı́a de grandes desviaciones para crear un esquema de muestreo de
importancia óptimo en el estudio de eventos “raros”o de baja ocurrencia [Capı́tulo
5].

La principal referencia de este trabajo es el artı́culo escrito por Paul Glasserman
y Yashan Wang [11], en el que se basa el Capı́tulo 4 y que motivó el objetivo princi-
pal de este documento. La parte introductoria a la teorı́a de grandes desviaciones
tratada en el Capı́tulo 3, se encuentra desarrollada en el libro de Richard Durrett [7],
mientras que las aplicaciones mostradas en el Capı́tulo 5 fueron una recopilación
de [14], [9], [2], [10] y las referencias mencionadas en cada uno de los problemas.
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Capı́tulo 2

Muestreo de Importancia.

En este capı́tulo hablaremos brevemente de las herramientas básicas en simu-
lación y métodos Monte Carlo. Únicamente nos preocuparemos por mencionar
algunos aspectos fundamentales y explicaremos por qué estas herramientas son
útiles para el análisis realizado por el muestreo de importancia (IS), lo que es
nuestra principal motivación. Mencionaremos también tres criterios de eficiencia
que serán importantes para la evaluación de la efectividad del IS. Estos criterios
serán ampliamente explicados desde un aspecto teórico en el siguiente capı́tulo.
Sin embargo es conveniente ir familiarizándonos con dichos conceptos ya que
serán trascendentes en el análisis de la práctica y nos ayudarán a ver cuándo la
aplicación del muestreo de importancia bajo un esquema de grandes desviaciones
es óptimo.

§2.1. Simulación Monte Carlo.

Los métodos Monte Carlo se basan en la analogı́a existente entre Probabilidad y
Volumen. Las Matemáticas de medida formalizan la noción intuitiva de Probabili-
dad al asociar a un evento con un conjunto de resultados posibles y posteriormente
definir la Probabilidad del evento como el volumen o medida relativo al universo
de posibles resultados. La simulación Monte Carlo usa esta identidad de manera
inversa, calcula primero el volumen del conjunto para interpretarlo como una pro-
babilidad. En el más simple de los casos, esto significa muestrear aleatoriamente a
partir de un universo de posibles resultados y tomar la fracción aleatoria que cae
en un conjunto dado como una estimación del volumen del mismo conjunto. La
Ley Fuerte de los Grandes Números asegura que esta estimación converge al valor
correcto conforme la fracción aleatoria de resultados simulados crece. El Teorema
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del Lı́mite Central provee información acerca de la probable magnitud del error en
la estimación después de un número finito de simulaciones.

En nuestro caso particular nos interesa realizar simulaciones sobre esperan-
zas o probabilidades de eventos “raros”, por lo cual nos restringiremos a realizar
simulaciones via Monte Carlo de la siguiente forma:

Sea Z una variable aleatoria (v.a.), y supongamos que lo que deseamos simular
es ζ = E[Z] en una situación tal que ζ no sea fácil de expresar analı́ticamente
pero pueda ser simulada. El método Monte Carlo Crudo (MCC) consiste en simular
repeticiones independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) de Z, Z1, . . . , ZN ,
y estimar ζ via la media empı́rica

ζ̄ =
Z1 + . . .+ ZN

N
,

y de manera análoga estimar la varianza de Z utilizando la varianza empı́rica

s2 =
1

N

N∑
i=1

(Zi − ζ̄)2 =
1

N

N∑
i=1

Z2
i − ζ̄2.

De este modo, si consideramos el problema de estimar

a = E[h(X)] =

∫
h(x)f(x)dx,

donde X es una v.a. en Rd con densidad f y h : Rd → R, entonces para realizar
nuestra estimación via Monte Carlo, proponemos un estimador de la forma

â =
1

n

n∑
i=1

h(Xi),

conX1, . . . , Xn v.a.i.i.d. con distribución f . Este estimador a pesar de tener una for-
ma sencilla, basa su estructura en la Ley Fuerte de los Grandes Números, con lo que
aseguramos un comportamiento asintótico de â sobre a para muestras de gran
tamaño. Sin embargo, como ya se ha mencionado previamente, este tipo de es-
timadores no presentan un buen desempeño en algunos casos. Existe una gran
variedad de alteraciones a este tipo de estimadores para ası́ mejorar los resulta-
dos, en la mayor parte de las ocasiones estas mejorı́as buscan reducir la varianza
de las estimaciones y con esto disminuir el costo de la simulación.
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§2.2. Teorema del Lı́mite Central e Intervalos de Con-
fianza.

El resultado que acontinuación se menciona, es uno de los teoremas lı́mite más
importantes de la teorı́a de probabilidad, y una de las herramientas más utilizadas
para realizar estadı́stica. Para fines de este documento, la prueba de este teorema
será referida a cualquier libro de teoria de probabilidad, en particular se recomien-
da al lector consultar [6]. El objetivo de enunciar este importante resultado es dar
una expresión cerrada para el tamaño de muestra requerido para alcanzar cierta
presición en las estimaciones realizadas via Monte Carlo.

La versión más sencilla y conocida del Teorema del Lı́mite Central establece lo
siguiente: Si X1, X2, . . . son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con media µ y varianza σ2 (0 < σ <∞). Entonces la media muestral

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi,

satisface que
X̄n − µ
σ/
√
n
→ N(0, 1), (2.1)

donde la convergencia es en distribución. Este hecho se prueba al mostrar que la
función caracterı́stica de la expresión de la izquierda converge a la función carac-
terı́stica de una variable aleatoria con distribución normal estándar. Si X1, X2, . . .
son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con media µ
y matriz de varianzas y covarianzas Σ, entonces

√
n|X̄n − µ| → N(0,Σ),

conN(0,Σ) denota la distribución normal multivariada con vector de medias cero
y matriz de varianzas y covarianzas Σ. Aquı́, nuevamente la convergencia es en
distribución y este resultado pude deducirse facilmente a partir de (2.1) conside-
rando todas las combinaciones lineales del vector X̄n.

De la definición de convergencia en distribución, (2.1) significa que para toda
x ∈ R

P
{
X̄n − µ
σ/
√
n
≤ x

}
→ Φ(x),

en donde Φ representa la distribución acumulativa de una normal estándar.
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De modo que la probabilidad de que un intervalo de la forma(
X̄n − c1

σ√
n
, X̄n + c2

σ√
n

)
,

con 0 < c1, c2 <∞, contenga a µ se aproxima a Φ(c2)− Φ(−c1) conforme n tiende
a infinito. Se puede elegir a c1 y c2 de modo que este lı́mite sea igual a 1− δ, para
algún δ > 0.
De entre todas las elecciones posibles de c1 y c2 para las cuales Φ(c2) − Φ(−c1) =
1 − δ, los valores que minimizan la longitud del intervalo (−c1, c2) son c1 = c2 =
qδ/2, donde qδ/2 es el cuantil δ/2 de la distribución normal estándar que resuelve
la ecuación 1− Φ(qδ/2) = δ/2. Por lo tanto el intervalo

X̄n ± qδ/2
σ√
n

(2.2)

contiene a µ con probabilidad aproximadamente igual 1 − δ conforme n tiende a
infinito y es en este sentido un intervalo de confianza asintóticamente válido para
µ. Por la Ley Fuerte de los Grandes Números sabemos que

sn =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2 −→ σ.

Lo que implica que sn es un estimador consistente de σ, y ya que σ > 0 pode-
mos modificar a sn de modo que siempre sea positivo sin afectar la propiedad de
consistencia del estimador, y obtener que σ/sn converge a 1. Entonces, utilizando
este hecho y (2.1), tenemos la siguiente convergencia en distribución

X̄n − µ
sn/
√
n
→ N(0, 1).

De modo que

X̄n ± qδ/2
sn√
n
, (2.3)

es un 1−δ intervalo de confianza asintóticamente válido. Como nuestro objetivo es
proveer información sobre la precisión del estimador en términos del tamaño de
muestra, utilizamos (2.2) para mostrar que el número de repeticiones necesarias
para alcanzar un intervalo de confianza de la mitad del ancho de ε es

nε =
q2
δ/2σ

2

ε2
. (2.4)
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Si σ es desconocida, entonces se utiliza un procedimiento de dos etapas en
donde la primera consiste en usar un conjunto inicial de repeticiones para estimar
dicho valor, y posteriormente utilizarlo en (2.4) para estimar el tamaño total de la
muestra. Cabe mencionar que nε crece en función de que tan pequeño sea el error
ε que se desea admitir.

En (2.1) solamente se ha presentado la forma más elemental del Teorema del
Lı́mite Central. La media muestral y otros estimadores son asintóticamente nor-
males, bajo condiciones más generales. El resultado elemental aquı́ mostrado, es
suficiente cada vez que se simulan repeticiones independientes e idénticamente
distribuidas, no obstante es importante mencionar que para tratar con otro tipo
de condiciones que nacen en el ambiente de la simulación, se necesita de resul-
tados más generales. Por mencionar algunas de estas condiciones podemos decir
que:

Las técnicas de reducción de varianza muchas veces introducen dependen-
cia a través de las repeticiones. En algunos casos la dependencia es insigni-
ficante conforme el número de repeticiones crece, y en los casos en donde
esto no ocurre, simular conjuntos y permitir dependencia entre ellos, pero
no dentro de ellos, reduce el problema a uno de repeticiones independien-
tes. Aún cuando esta limitante no se presente, una versión más general del
teorema del lı́mite central es necesaria. Como ejemplo de lo anterior se reco-
mienda al lector revisar la discusión establecida en el análisis de salida de la
sección 4.4 de [9].

A menudo nuestro interés se enfoca en como el error de un estimador cam-
bia conforme algún parámetro de la simulación cambia en función del cre-
cimiento del número de repeticiones. Por ejemplo, cuando se discretiza un
modelo con paso de tiempo h, se puede analizar la convergencia de un es-
timador conforme h tiende a cero y n tiende a infinito. Esto se debe a que
cambiar h, cambia la distribución dependiendo de donde sea muestreada la
repetición. Casos como este requieren de un teorema del lı́mite central para
arreglos de variables aleatorias en lugar de uno para sucesiones (ver sección
7.2 de [4]).

§2.3. Reducción de Varianza.

El propósito de las técnicas de reducción de varianza es encontrar un estima-
dor MCC Z de ζ y posteriormente transformar Z en un estimador alternativo Z ′
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que cumpla que E[Z ′] = E[Z] = ζ y Var[Z ′] < Var[Z]. Este problema es un área
clásica en la literatura de simulación, y muchas ideas sofisticadas se han desarro-
llado a lo largo de los años. La reducción de varianza involucra una idea teórica
(en algunos casos, cálculos matemáticos), un esfuerzo de programación y un me-
nor tiempo para producir una simulación. Por lo tanto, uno podrı́a argumentar
que a menos de que la Var[Z ′] sea considerablemente menor que la Var[Z], la
reducción de varianza difı́cilmente valdrı́a la pena.

Por ejemplo, si tenemos que la Var[Z ′] = 1
2
Var[Z], entonces al reemplazar el

número de repeticiones N por 2N tendremos la misma precisión para el méto-
do MCC que cuando simulamos N ′ = N repeticiones de Z ′ y en la mayorı́a de
los casos, este modesto incremento de N no provoca problema alguno. Existen
muchos métodos de reducción de varianza utilizados para la estimación de even-
tos “raros”o poco probables, algunos de ellos son: Ajustes de Regresión, Control
de Variedades, Números Aleatorios Comunes y el Método Monte Carlo Con-
dicional. Sin embargo, nosotros enfocaremos nuestro estudio en el Muestreo de
Importancia (IS), ya que es de gran utilidad para simular probabilidades de baja
ocurrencia y está ampliamente ligado con la Teorı́a de Grandes Desviaciones, además
de ser una de las técnicas más sofisticadas y eficientes que se han estudiado hasta
el momento para hacer estimaciones de eventos tales como la Ruina.

§2.4. El Muestreo de Importancia.

El IS consiste en calcular ζ = E[Z] simulando bajo una medida de probabilidad
diferente de la inicial, es decir que si P representa nuestra medida inicial y P̃ es la
nueva medida de probabilidad con la propiedad de que exista una v.a. L tal que

ζ = EP[Z] = EP̃[LZ], (2.5)

donde EP es el operador esperanza bajo P y EP̃ es la esperanza bajo P̃. Al imple-
mentar el método MCC para generar parejas (Z1, L1), . . . , (ZN , LN) a partir de P̃,
utilizamos el estimador

ζ̂P̃ =
1

N

N∑
i=1

LiZi.

Por lo tanto para cumplir con (2.5), la obvia posibilidad para nuestra nue-
va medida, es tomar P̃ equivalente a P y viceversa, es decir que P y P̃ deben ser
mutuamente equivalentes. Posteriormente debemos definir a L = dP/dP̃ como la
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razón de verosimilitudes, herramienta de la que hablaremos un poco más adelan-
te.

Como es de suponerse la reducción de variancia puede o no ocurrir, ya que
todo depende de la elección de P̃, y por ende el problema radica en hacer una
elección adecuada de esta nueva medida. Para este fin, una observación crucial es
que la elección óptima para el cambio de medida P̃ es tal que dP̃/dP = Z/E[Z] =
Z/ζ , es decir que L = ζ/Z (donde el evento {Z = 0} no altera el análisis pues
P̃{Z = 0} = 0), por lo tanto

VarP̃[LZ] = EP̃[(LZ)2]−
[
EP̃[LZ]

]2
= EP̃

[
ζ2

Z2
Z2

]
− EP[Z]2 = ζ2 − ζ2 = 0.

Aparentemente bajo esta elección hemos producido un estimador de varianza
cero, sin embargo, el argumento es un tanto engañoso ya que hemos simulado
bajo el supuesto de que ζ no es factible analı́ticamente, de tal manera que no po-
demos calcular L = Z/ζ . No obstante, aún cuando el cambio de medida óptimo
no es factible, proporciona una clara guı́a que nos indica elegir P̃ tal que dP̃/dP
sea proporcional a Z tanto como sea posible. Esto puede ser difı́cil de valorar, pe-
ro tentativamente uno puede tomar P̃ de tal forma que los valores grandes de Z
sean más probables.

§2.5. Simulación de Eventos Raros.

El problema consite en estimar P{A} cuando esta probabilidad es muy pe-
queña, es decir que A es un evento “raro”o poco probable. De este modo, se pro-
pone estimar P{A} a través de Z = I{A} para efectos de simulación y entonces
calcular ζ = E[Z].

Si estamos en el contexto que envuelve el problema de la Ruina (por mencio-
nar uno de estos eventos de baja ocurrencia), el evento A puede describirse de la
siguiente forma: A = {́ınf{n ≥ 0 : Sn > u} ≤ T} si es que estamos ubicados en un
horizonte de tiempo finito (T ) y como A = {́ınf{n ≥ 0 : Sn > u} < ∞} para un
horizonte de tiempo infinito, en donde en cada una de estas representaciones se
inicia con un capital igual a u. Más adelante se describirán a detalle los conceptos
aquı́ nombrados, pero mientras tanto es de gran utilidad conocer a grandes rasgos
el trato de este tipo de eventos. El método MCC proporciona una varianza igual a
σ2
Z = ζ(1 − ζ), cantidad que tiende a cero conforme ζ tiende a cero. Sin embargo,

a pesar de que esta precisión es buena, la precisión relativa es mala, pues
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σZ
ζ

=

√
ζ(1− ζ)
ζ

∼ 1

ζ
−→∞, conforme ζ → 0.

En otras palabras, si ζ es sumamente pequeña esta estimación es inútil para
obtener información sobre nuestro evento en cuestión, o visto desde el aspecto
económico serı́a considerablemente costoso realizar un estudio basado en esta es-
timación, ya que el número de simulaciones requeridas para alcanzar una cierta
efectividad es cosiderablemente grande. Para ilustrar este problema en términos
del tamaño de muestra N necesario para alcanzar una relativa presición, diga-
mos del 10 %, sabemos que a partir del teorema del lı́mite central, esto se reduce a
resolver la siguente ecuación

qδ/2
σZ

ζ
√
N

= 0.1,

lo que implica que

N =
100 · q2

δ/2ζ(1− ζ)
ζ2

∼
100 · q2

δ/2

ζ
,

y como qδ/2 es una constante igual al cuantil 0.05 de una distribución normal
estándar, el valor de N crece conforme ζ tiende a cero. Por lo tanto, si ζ es muy
pequeña, el tamaño de muestra necesario para alcanzar esta presición relativa
será muy grande.

A partir de este momento y hasta el final de este trabajo, adoptaremos el IS
como forma potencial (aunque no la única) para lidiar con este tipo de problemas.
Sabemos que el cambio de medida proporcionado por el estimador de varianza
cero es

P̃{B} = E
[
Z

ζ
;B

]
=

1

ζ
P{AB} = P{B|A}.

Es decir que el cambio óptimo (por ser el de menor varianza) P̃ es la distri-
bución condicional dado A. No obstante, no contamos con conocimiento alguno
sobre ζ lo cual nos impide hacer el cálculo de la razón de verosimilitudes y por lo
tanto tampoco podemos obtener el IS-estimador, es decir, el estimador propuesto
por el muestreo de importancia.
Usualmente no es práctico simular a partir de la probabilidad condicional P{·|A},
por lo que trataremos de hacer nuestra elección de P̃ de forma tan parecida a
P{·|A} como sea posible.

En lo referente a la efectividad de la simulación de eventos “raros”se esta-
blecen tres criterios de eficiencia como los más comunes y útiles para evaluar el
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desempeño de estimaciones de eventos de baja probabilidad. El primero de ellos
se denomina Eficiencia Asintótica. Este concepto, como observaremos en el si-
guiente capı́tulo, esta ampliamente ligado al análisis de grandes desviaciones sobre
el comportamiento de eventos “raros”, y se define como

ĺım sup
x→∞

{
− 1

x
log EP̃[α̂

2(x)]
}

= 2γ, (2.6)

en donde α̂ = LxI{Ax}, Ax representa el evento o fenómeno de baja probabilidad,
Lx es la razón de verosimilitudes, P̃ es el cambio de medida seleccionado y

γ = − ĺım
x→∞

1

x
log P{Ax}.

El segundo criterio se denomina Eficiencia logarı́tmica, y basa su fuerza en un
sentido asintótico que implica acercarse “tanto como se desee”a la potenca 2, de
manera que VarP̃[α̂(x)] debe tender a 0 al menos tan rápido como P{Ax}2−ε para
algún ε > 0, es decir

ĺım sup
x→∞

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2−ε
<∞. (2.7)

Esto implica que la varianza del estimador (calculada bajo la medida de cam-
bio P̄) decrece ligeramente más lento que P{Ax}2. En la práctica este criterio es
conocido con el nombre de Eficiencia Logarı́tmica debido a su expresión equivalen-
te

ĺım inf
x→∞

− log
(
VarP̃[α̂(x)]

)
− log

(
P{Ax}

) ≥ 2 (2.8)

Proposición 1. Las expresiones (2.7) y (2.8) son equivalentes.

Demostración

(2.7) se cumple si y sólo si para toda ε′ > 0, existe x0 > 0 tal que para todo
x > x0

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2−ε
≤ k + ε′,

con k constante. Entonces, utilizando que la función logaritmo es creciente

log VarP̃[α̂(x)] ≤ log(k + ε′) + log
(
P{Ax}2−ε

)
.
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Por lo tanto

− log VarP̃[α̂(x)] + log(k + ε′)

− log
(
P{Ax}

) ≥ 2− ε.

Como el denominador de la expresión del lado izquierdo es positivo, asegura-
mos que

ĺım inf
x→∞

− log VarP̃[α̂(x)]

− log
(
P{Ax}

) + ĺım inf
x→∞

log(k + ε′)

− log
(
P{Ax}

) ≥ 2− ε.

Es claro que el segundo término de la suma del lado izquierdo de la ecuación,
tiende a cero conforme x crece a infinito, dando como resultado

ĺım inf
x→∞

− log VarP̃[α̂(x)]

− log
(
P{Ax}

) ≥ 2− ε.

Ya que todos los pasos a quı́ mostrados son un si sólo si y la elección de ε es
arbitraria, se concluye el resultado.

�

El tercer criterio, es probablemente el más utlizado en la práctica y como se
puede observar en la siguiente definición, también está relacionado con la con-
ducta del segundo momento del estimador en cuestión. Diremos que un estima-
dor tiene Error Relativo Acotado si satisface

ĺım sup
x→∞

√
EP̃[α̂

2(x)]

P{Ax}
<∞ (2.9)

En la literatura de simulación existen varias definiciones alternativas para de-
cir cuando un estimador tiene error relativo acotado o no, sin embargo todas coin-
ciden en la siguiente condición: se dice que un estimador tiene error relativo acotado
si

ĺım
x→∞

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2
<∞. (2.10)

Ambas definiciones nos dicen que de cumplirse, la varianza del estimador en
cuestión no crece desmesuradamente respecto a su valor esperado (bajo P̃). Como
se puede observar, tanto (2.9) como (2.10) se basan en mantener el crecimiento
del segundo momento del estimador controlado.
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Proposición 2. (2.10) implica (2.9).

Demostración

Si (2.10) se cumple, implica que

ĺım sup
x→∞

EP̃[α̂
2(x)]− E2

P̃[α̂(x)]

P{Ax}2
<∞.

Entonces, utilizando que P{Ax} = EP̃[α̂(x)] tenemos

ĺım sup
x→∞

EP̃[α̂
2(x)]

P{Ax}2
− 1 <∞,

de modo que existe x0 > 0 tal que para todo x > x0 y ε > 0

EP̃[α̂
2(x)]

P{Ax}2
< k + 1 + ε

con k constante. Utilizando que la raı́z cuadrada es una función creciente se obtie-
ne √

EP̃[α̂
2(x)]

P{Ax}
< (k + 1 + ε)1/2,

con lo que se concluye que

ĺım sup
x→∞

√
EP̃[α̂

2(x)]

P{Ax}
<∞

�

El recı́proco no es cierto ya que de manera análoga al procedimiento antes
expuesto, sólo podemos garantizar que

ĺım sup
x→∞

√
EP̃[α̂

2(x)]

P{Ax}
<∞ ⇒ ĺım sup

x→∞

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2
<∞.

No obstante, si la condición (2.9) se satisface, se puede garantizar un creci-
miento “controlado”de la varianza del estimador α̂. Es por esto que para efectos
prácticos y del desarrollo de este trabajo, basta con verificar (2.9) para medir la
eficiencia de un estimador monte carlo en términos de varianza.
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Más adelante trataremos con estos conceptos como herramientas básicas pa-
ra medir la eficiencia del muestreo de importancia y estableceremos condiciones
para que los estimadores propuestos en las secciones subsecuentes cumplan es-
tas propiedades, ası́ como tambı́en enfatizaremos su uso en el estudio de casos
especı́ficos.

§2.6. Razón de Verosimilitudes.

Hasta este momento hemos tratado con el concepto de Razón de verosimilitu-
des sin haberlo definido propiamente, sin embargo es claro que el objetivo primor-
dial de esta razón es asignar pesos a nuestras variables simuladas y que la correcta
elección de este cociente redituara en una simulación eficiente. Para aclarar estas
ideas trataremos con funciones de variables aleatorias y no sólo con variables alea-
torias como en un principio, en el entendido de que una función de una variable
aleatoria no es más que otra variable aleatoria. Entonces si recordamos nuestro
problema central, lo que deseamos es estimar

a = E[h(X)] =

∫
h(x)f(x)dx,

con h una función medible, f la densidad de la v.a.X . Si g es cualquier otra función
de densidad en Rd que cumpla que f(x) > 0 implica que g(x) > 0 para toda
x ∈ Rd, entonces nuestra representación alternativa de a proporcionada por el IS
es:

a =

∫
h(x)

f(x)

g(x)
g(x)dx.

Esta integral puede interpretarse como la esperanza de un producto de fun-
ciones con respecto de la densidad g, de tal forma que podemos reescribir esta
expresión como

a = Eg

[
h(X)

f(X)

g(X)

]
,

donde Eg representa la esperanza bajo la densidad g. Si X1, . . . , Xn son simulacio-
nes independientes bajo g, el IS-estimador asociado a g es

âg = âg(n) =
1

n

n∑
i=1

h(Xi)
f(Xi)

g(Xi)
(2.11)
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El peso f(Xi)/g(Xi) es lo que hemos definido todo este tiempo como la Razón
de verosimilitudes, que no es otra cosa más que la derivada de Radon-Nikodym de f
con respecto a g, evaluada en Xi. Como se puede observar, lo único que hemos
hecho aquı́ es pasar del uso de variables aleatorias a funciones de variables alea-
torias, y por lo tanto todo lo propuesto para el caso de variables es análogo para
funciones de variables.

Hasta ahora hemos supuesto por simplicidad, queX es Rd-valuada, pero estas
ideas pueden ser extendidas paraX que toma valores en conjuntos más generales.
También, hemos supuesto que X tiene densidad f , pero las mismas observacio-
nes son aplicables si f es una función de masa de probabilidades (o en un contexto
más general, podemos tomar una densidad con respecto a alguna medida de re-
ferencia en Rd, diferente de la medida de Lebesgue).

§2.7. Cambio Exponencial de Medida.

A continuación hablaremos del cambio de medida más socorrido en el estudio
del Muestreo de Importancia, el Cambio Exponencial de Medida, también conocido
como Medida de Gibbs. Este cambio de medida es de mucha utilidad debido a la
gran variedad de distribuciones que abarca y a la “facilidad”de su cáculo.

Para una función de distribución F en R, definamos a

ψ(θ) = log

∫ ∞

−∞
eθxdF (x) = log E[eθx].

A esta función se le da el nombre de función generadora acumulativa de F o
simplemente logaritmo de la transformada de Laplace de F . Sea Θ = {θ : ψ(θ) <
∞} y supongamos además que Θ es no vacı́o, entonces para cada θ ∈ Θ definamos
ahora

Fθ(x) =

∫ x

−∞
eθu−ψ(θ)dF (u).

Cada una de estas Fθ es una función de distribución de probabilidades, y el
conjunto {Fθ, θ ∈ Θ} forma lo que se denomina Familia Exponencial de distribu-
ciones, mientras que a la transformación de F a Fθ se le conoce como cambio
exponencial de medida. Si F tiene densidad f , entonces Fθ tiene densidad

fθ(x) = eθx−ψ(θ)f(x).
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Supongamos ahora que X1, . . . , Xn son v.a.i.i.d con distribución común F y
que aplicamos un cambio exponencial de medida bajo el cual estas variables se
conservan i.i.d pero ahora con distribución común Fθ, entonces la razón de vero-
similitudes para esta transformación es

n∏
i=1

dF0(xi)

dFθ(xi)
= exp{−θ

n∑
i=1

xi + nψ(θ)}. (2.12)

Una propiedad importante del cambio exponencial de medida es que la razón
de verosimilitudes, que es en principio función de X1, . . . , Xn se reduce a una
función de la suma de X ′

is con i = 1, . . . , n, lo cual en términos estadı́sticos se
denomina como Estadı́stico Suficiente5 para θ.

La función ψ almacena gran parte de la información relevante de la distribu-
ción Fθ, además de ser una función relativamente fácil de maniobrar. Un ejemplo
claro de esto es que al derivar ψ(θ) con respecto a θ, obtenemos la media de Fθ.
Denotemos a Eθ como la esperanza respecto a la distribución Fθ y notemos que
ψ(θ) = log E[exp(θX)], con E igual a la esperanza bajo F . Por lo tanto al diferen-
ciar obtenemos

ψ′(θ) =
E[XeθX ]

E[eθX ]
= E[XeθX−ψ(θ)] = Eθ[X].

Cálculos similares se pueden hacer sobre las siguientes derivadas de ψ y ası́ ve-
rificar por ejemplo que ψ′′(θ) es la varianza de Fθ. La función ψ pasa por el origen
y la desigualdad de Hölder nos muestra que es una función convexa, de tal forma
que ψ′′ es positiva, (para mayores detalles sobre los aspectos teóricos de la Familia
Exponencial, ver Barndorff-Nielson [3]).

5Un Estadı́stico T es suficiente para θ si la distribución condicional de la v.a. X dado {T = t} no
depende de θ.



Capı́tulo 3

Grandes Desviaciones y Muestreo de
Importancia.

En el presente capı́tulo desarrollaremos la parte fundamental de la Teorı́a de
Grandes Desviaciones marcando especial énfasis en la obtención de la cota inferior
de las grandes desviaciones, ya que esta cota se encuentra al realizar cierto cam-
bio de medida que como podremos observar en los capı́tulos subsecuentes, será el
cambio de medida utilizado en el IS bajo el esquema que propone este documento.
Además notaremos que este cambio de medida mantiene una fuerte ralación con
uno de los criterios de eficiencia mencionados en el capı́tulo anterior, la Eficiencia
Asintótica, lo que en la práctica será de gran utlidad para garantizar la obtención
de un método que simule eventos poco probables con gran efectividad al menos
asintóticamente.

La exposición de este capı́tulo se basa fundamentalmente en [7] y recomenda-
mos al lector consultar [5] para mayor comprensión sobre la teorı́a antes mencio-
nada.

§3.1. Motivación e Idea Heurı́stica.

Sean X1, X2, . . ., variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das con distribución común F y media finita (µ <∞). Tomemos un número a > 0
tal que a > E(X1). Entonces por la Ley Débil de los Grandes Números, la probabili-
dad del evento {X1 + · · ·+Xn > na} decrece a cero conforme n tiende a infinito.
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Nuestro interés es saber qué tan rapido decrece esta probabilidad, por lo que
para tratar de responder esto calcularemos lo siguiente:

Sea k un entero tal que n/k es entero, entonces X(jk)+1 + · · ·+X(j+1)k ≥ ak para
todo j = 0, . . . , (n

k
)− 1, lo que implica que

P
{
X1 + · · ·+Xn

n
≥ a

}
= P{X1 + · · ·+Xn ≥ an}

≥ P{X(jk)+1 + · · ·+X(j+1)k ≥ ak ∀ j = 0, . . . , (
n

k
)− 1}.

Es decir que

P
{
X1 + · · ·+Xn

n
≥ a

}
≥ P{X(jk)+1 + · · ·+X(j+1)k ≥ ak ∀ j = 0, . . . , (

n

k
)− 1}

= P{X1 + · · ·+Xk ≥ ak}
n
k ,

por independencia de las X ′
is. De modo que la tasa de convergencia debe ser a lo

más exponencial. Esto nos lleva a pensar que la probabilidad del evento{∣∣∣X1 + · · ·+Xn

n
− E

[X1 + · · ·+Xn

n

]∣∣∣ > ε
}
,

decrece de manera Exponencial.

Las Grandes Desviaciones analizan el comportamiento asintótico de sistemas es-
tocásticos, razón por la cual se adecuan perfectamente al tratamiento de eventos
de baja probabilidad y como hemos visto hasta ahora el muestreo de importancia
se basa esencialmente en encontrar un cambio de medida óptimo para realizar
estimaciones. A continuación mostraremos cómo la cota inferior de las grandes
desviaciones nos brinda las bases teóricas para realizar un cambio de medida y
obtener aproximaciones óptimas en un sentido asintótico.

§3.2. Grandes Desviaciones.

En esta sección daremos una prueba del Teorema de Chernoff en R, también
conocido como el Teorema de Cramér, para variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas.

Sean n,m ∈ N, X1, X2, . . . v.a.i.i.d, identifiquemos a



§3.2. BASES TEÓRICAS. 29

γ(a) = ĺım
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na},

para un a > µ = E(Xi).

Nuestro primer paso es probar que este lı́mite existe, por lo cual necesitamos
hacer la siguiente observación. Si definimos a Πn = P{Sn ≥ na} entonces

Πn+m = P{Sn+m ≥ (n+m)a} ≥ P{Sm ≥ ma, Sn+m − Sm ≥ na}.

Al utilizar la propiedad de independencia obtenemos que

P{Sm ≥ ma, Sn+m − Sm ≥ na} = P{Sm ≥ ma}P{Sn ≥ na} = ΠmΠn.

Definamos ahora a

γn =
1

n
log Πn =

1

n
log P{Sn ≥ na},

para transformar ası́ el producto en una adición.

Con el siguiente lema, veremos que el lı́mite γ(a) efectivamente existe.

Lema 1. Si γn+m ≥ γn + γm, entonces

ĺım
n→∞

γn
n

= sup
m≥1

{γm
m

}
.

Demostración

Claramente el ĺım supn→∞{γn/n} ≤ supm≥1{γm/m}, por lo que para completar
nuestra prueba es suficiente demostrar que para toda m ∈ N,

ĺım inf
n→∞

γn
n
≥ γm

m
.

Escribamos n = km + l con 0 ≤ l < m. Como γn+m ≥ γm + γn, podemos
observar que γn = γkm+l ≥ γkm + γl = kγm + γl, lo que implica que al dividir entre
n = km+ l tenemos

γn
n
≥ kγm + γl

km+ l
=

( km

km+ l

)γm
m

+
γl
n

=
( 1

1 + l
km

)γm
m

+
γl
n
.
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Por lo tanto si hacemos crecer n a infinito, dado que n = km+ l con 0 ≤ l < m,
entonces

ĺım inf
n→∞

γn
n
≥ γm

m
.

�

El Lema anterior prueba la existencia de γ(a), que además es negativo ya que
P{Sn ≥ na} < 1.

Por lo tanto

P{Sn ≥ na} ≤ enγ(a)+ε, para un ε > 0 y ∀n ∈ N.

De aquı́ en adelante supondremos que Xi tiene transformada de Laplace finita
para algún θ > 0, salvo cuando se especifique lo contrario.

Sea θ+ = sup{θ : M(θ) <∞}, θ− = ı́nf{θ : M(θ) <∞}. Es claro que M(θ) <∞
para θ ∈ (θ−, θ+). Por lo tanto, ya que Xi tiene transformada de Laplace finita,
tenemos que E[X+

i ] <∞ y además µ = E[X+]− E[X−] ∈ [−∞,∞).
Ahora bien, si θ > 0, la desigualdad de Chebyshev implica

eθnaP{Sn ≥ na} ≤ E[exp(θSn)] = Mn(θ).

De donde podemos concluir que

P{Sn ≥ na} ≤ exp{−n(aθ − ψ(θ))}. (3.1)

Para entender un poco mejor el comportamiento de esta cota superior, esta-
blezcamos el siguiente Lema.

Lema 2. Si a > µ, entonces existe θ0 tal que aθ − ψ(θ) > 0, para todo θ ∈ [0, θ0].

Demostración

Comenzaremos por notar que ψ(0) = logM(0) = 0, por lo que basta con pro-
bar:

1. ψ es continua en 0.

2. ψ es diferenciable en (0, θ+), y

3. ψ′
(θ) converge a µ conforme θ tiende a 0.
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Por lo tanto, existe θ tal que

aθ − ψ(θ) =

∫ θ

0

(a− ψ′
(x))dx < 0.

Primero mostremos que efectivamente la derivada de ψ existe, para esto, sea
F (x) = P{Xi ≤ x}, como

|ehx − 1| =
∣∣∣∣ ∫ hx

0

eydy

∣∣∣∣ ≤ |hx|(ehx + 1). (3.2)

Entonces al hacer uso del Teorema de Convergencia Dominada con (3.2), logramos
mostrar que

M ′(θ) = ĺım
h→0

M(θ + h)−M(θ)

h
= ĺım

h→0

∫
ehx − 1

h
eθxdF (x)

=

∫
xeθxdF (x) , para θ ∈ (θ−, θ+).

Por la última ecuación se sigue que ψ(θ) = logM(θ) tiene derivada ψ′(θ) =
M ′(θ)/M(θ). Ahora si tomamos el lı́mite cuando θ decrece a 0, notamos que por
el Teorema de Convergencia Monótona para las x ≤ 06 y del Teorema de Convergencia
Dominada para las x ≥ 0 tenemos que M ′(θ) tiende a µ conforme θ tiende 0.

Un razonamiento similar nos muestra que si θ decrece a 0, entonces M(θ) con-
verge a 1.
Con lo anterior hemos probado de 1. a 3., y dada la condición de suficiencia, nues-
tro Lema queda demostrado.

�

Hasta este momento hemos encontrado una cota superior para P{Sn ≥ na}, y
de manera natural nos preguntamos por el valor óptimo de la misma. Es por esta
razón que el siguiente paso es buscar optimizar esta cota encontrando el valor
máximo de θa− ψ(θ). De este modo al derivar con respecto de θ tenemos

d

dθ
{θa− ψ(θ)} = a− M ′(θ)

M(θ)
.

6Es claro que tenemos una sucesión decreciente como función de θ que converge a la identidad
y por lo tanto la integral converge a la media
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Entonces, si suponemos que las cosas se comportan “bien”, el máximo ocu-
rre cuando a = M ′(θ)/M(θ). Para ver que efectivamente las cosas se comportan
“bien”hagamos de esta condición subjetiva una Hipótesis matématica. Para esto
definamos

Fθ(x) =
1

M(θ)

∫ x

−∞
eθydF (y).

Si utilizamos la prueba del Lema 2, tenemos que para θ ∈ (θ−, θ+), Fθ es una
distribución con media

Eθ(X) :=

∫
xdFθ(x) =

1

M(θ)

∫ ∞

−∞
xeθxdF (x) =

M ′(θ)

M(θ)
.

Por lo tanto, si repetimos la misma prueba podemos notar que si θ ∈ (θ−, θ+),
entonces

M ′′(θ) =

∫ ∞

−∞
x2eθxdF (x).

De esta forma

d

dθ

M ′(θ)

M(θ)
=
M ′′(θ)

M(θ)
−

(M ′(θ)

M(θ)

)2

=

∫
x2dFθ(x)−

( ∫
xdFθ(x)

)2

≥ 0.

Como esta última expresión representa la varianza de Fθ, si pensamos que la
distribución de F no tiene masa en el punto µ, entonces M ′(θ)/M(θ) es estricta-
mente creciente y por lo tanto la función aθ − logM(θ) es cóncava. Además como
M ′(0)/M(0) = µ tenemos que para cada a > µ existe al menos un θa ≥ 0 que
resuelve la ecuación a = M ′(θa)/M(θa) y este valor de θ es el que maximiza la
función aθ − logM(θ).

Para poder aclarar la existencia de θa analicemos el siguiente escenario

Teorema 1. Supongamos que M(θ) existe para algún θ > 0, que la distribución F no
tiene masa en µ, y que además existe un θa ∈ (0, θ+) tal que a = M ′(θa)/M(θa). Entonces

ĺım
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} = −aθa + logM(θa).
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Demostración

Iniciemos por decir que

ĺım sup
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≤ −aθa + logM(θa),

es consecuencia inmediata de

P{Sn ≥ na} ≤ exp{−n(aθ − logM(θ))},

ya que si θ > 0 podemos aplicar la desigualdad de Chebyshev para obtener

enθaP{Sn ≥ na} ≤Mn(θ)

⇔ P{Sn ≥ na} ≤ e−nθaMn(θ)

⇔ P{Sn ≥ na} ≤ exp{−nθa+ n logM(θ)}.

Entonces si aplicamos la función logaritmo en ambos lados de la desigualdad

log P{Sn ≥ na} ≤ −nθa+ n logM(θ) = −n{θa− logM(θ)}

⇒ 1

n
log P{Sn ≥ na} ≤ −θa+ logM(θ).

Por lo tanto, al cambiar θ por θa tenemos que

ĺım sup
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≤ −aθa + logM(θa).

Ahora, para probar que

ĺım inf
n→∞

log P{Sn ≥ na} ≥ −θaa+ logM(θa),

tomemos un λ ∈ (θa, θ+) y Xλ
1 , X

λ
2 , . . . v.a.i.i.d con distribución Fλ.

Definamos para esta sucesión de variables aleatorias a Sλn = Xλ
1 + . . .+Xλ

n .

Entonces, si escribimos dF/dFλ como la derivada de Radon-Nikodym asociada
a las medidas en cuestión, se sigue inmediatamente de la definición que

dF

dFλ
= eλxM(λ).

De modo que si F n
λ es la distribución de Sλn y F n la distribución de Sn, entonces
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Lema 3. La n-ésima derivada de Radon-Nikodym de las distribuciones Fλ y F está dada
por

dF n

dF n
λ

= eλxMn(λ).

Demostración

Para poder probar esto utilizaremos inducción sobre n.

El caso n = 1 queda cubierto inmediatamente de la definición de F y Fλ.
Si n > 1, debemos notar que

F n(z) = F n−1 ∗ F (z) =

∫ ∞

−∞

∫ z−x

−∞
dF (y)dF n−1(x),

es decir que F n es la n-ésima convolución de la distribución F . Por lo tanto bajo
la hipótesis de inducción tenemos

dF n−1(x) = e−λxMn−1(λ)dF n−1
λ (x) y dF (y) = e−λyM(λ)dFλ(y),

lo que implica que

F n(z) =

∫ ∞

−∞

∫ z−x

−∞
e−λyM(λ)dFλ(y)e

−λxMn−1(λ)dF n−1
λ (x)

=

∫ ∞

−∞

∫
I{x+y≤z}e−λ(x+y)Mn(λ)dFλ(y)dF

n−1
λ variables con dist. Fλ.

= E[I{Sλ
n−1+Xλ

n}e
λ(Sλ

n−1+Xλ
n)Mn(λ)] haciendo Xλ

n = Sλn − Sλn−1.

= E[I{Sλ
n≤Z}e

−λSλ
nMn(λ)]

=

∫ z

−∞
e−λuMn(λ)dF n

λ (u).

De modo que

dF n(z) = e−λzMn(λ)dF n
λ (z) ∴

dF n

dF n
λ

= e−λzMn(λ).

�
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De esta forma si tenemos que ν > a, entonces al utilizar el Lema anterior y la
monotonı́a podemos afirmar que

P{Sn ≥ na} ≥
∫ ν

na

e−λxMn(λ)dF n
λ (x) ≥Mn(λ)e−λnν

(
F n
λ (nν)− F n

λ (na)
)
. (3.3)

Ahora como ya sabemos que la media de la distribución Fλ es M ′(λ)/M(λ), si
tenemos que a < M ′(λ)/M(λ) < ν con probabilidad 1, utilizando la Ley Débil de
los Grandes Números (LDGN) obtenemos que

F n
λ (nν)− F n

λ (na) −→ 1 conforme n→∞.
Por otro lado, el productoMn(λ)e−λnν converge a cero a una tasa menos rápida,

por lo que

ĺım inf
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≥ −λν + logM(λ).

Y ya que λ > θa y ν > M ′(λ)/M(λ) es arbitrária, nuestra prueba está completa.

�

Si nos fijamos ahora en los valores de θ para los que no podemos resolver
la ecuación a = M ′(θ)/M(θ), debemos observar que si x0 representa el supre-
mo de la función de distribución sobre todos los valores de x para los cuales
F (x) < 1 (extremo del soporte de la distribución), entonces si F no tiene masa
en x0, podemos afirmar que M ′(θ)/M(θ) crece a x0 conforme θ crece a infinito,
pero M ′(θ)/M(θ) < x0 para todo θ < ∞. Sin embargo el resultado para a = x0 es
trivial ya que

1

n
log P{Sn ≥ nx0} = log P{Xi = x0} ∀ n.

Cuando x0 = ∞ se tiene que M ′(θ)/M(θ) crece a infinito conforme θ crece a
infinito, de tal forma que el único caso por analizar queda cubierto con el siguiente
Teorema

Teorema 2. Supongamos que x0 = ∞, θ+ < ∞ y que además M ′(θ)/M(θ) crece a un
lı́mite finito a0 conforme θ crece a θ0, entonces si a0 ≤ a <∞

1

n
log P{Sn ≥ na} −→ −aθ+ + logM(θ+),

implicando con esto la linealidad de γ(a) para valores a ≥ a0.
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Demostración

Como log(M(θ))′ = M ′(θ)/M(θ), entonces al integrar de 0 a θ+ tenemos∫ θ+

0

M ′(θ)

M(θ)
dθ = log(M(θ+))− log(M(0)),

donde claramente log(M(0)) = 0 y ya que M(θ) es finito para todo θ, garanti-
zamos que log(M(θ)) también es finito.

Si hacemos θ = θ+ en P{Sn ≥ na} ≤ exp{−n(aθ − ψ(θ))} obtenemos que

1

n
log P{Sn ≥ na} ≤ −aθ+ + log(M(θ+)) = −aθ+ + ψ(θ+).

Por lo tanto

ĺım sup
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≤ −aθ+ + ψ(θ+).

Para verificar la otra desigualdad, usaremos la distribuciónFλ con λ = θ+,entonces

P{Sn ≥ na} ≥
∫ nν

na

e−θ+xMn(θ+)dF n
θ+

(x) ≥Mn(θ+)e−θ+nν [F n
θ+

(nν)− F n
θ+

(na)].

Y como esto es válido para ν > a, tenemos que por la Ley Débil de los Grandes
Números la parte entre corchetes converge a 1, y por lo tanto

ĺım inf
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≥ −νθ+ + ψ(θ+).

Ya que θ+ > θa y ν > M ′(θ+)/M(θ+) es arbitrario, según nuestras hipótesis, se
sigue que

1

n
log P{Sn ≥ na} −→ −aθ+ + ψ(θ+).

Al hacer que θ crezca a θ+ y aplicando el Teorema de Convergencia Dominada
para x ≤ 0 y el Teorema de Convergencia Monótona para x ≥ 0, de manera análoga
al punto 3 de la demostración del Lema 2, podemos observar que Fλ tiene media
a0. Entonces como

P{Sn ≥ na} ≥Mn(λ)e−nλν [F n
λ (nν)− F n

λ (na)],

si a0 ≤ a < ν = a+ 3ε, se obtiene lo siguiente
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1

n
log P{Sn ≥ na} ≥M(λ)− λν +

1

n
log P{Sλn ∈ (na, nν]}.

Al tomar Xλ
1 , X

λ
2 , . . . v.a.i.i.d con distribución Fλ y considerar Sλn , tenemos que

P{Sλn ∈ (na, nν]} ≥ P{Sλn−1 ∈ ((a0−ε)n, (a0+ε)n]}·P{Xλ
n ∈ ((a−a0+ε)n, (a−a0+2ε)n]}.

Es decir que primero ubicamos a Sλn−1 y después observamos en donde caeXλ
n .

Ahora, si utilizamos el hecho de que la distribución Fλ tiene media a0, por un lado
sabemos que por la LDGN

P{Sλn−1 ∈ ((a0 − ε)n, (a0 + ε)n]} n→∞−→ 1.

Por lo que

P{Sλn ∈ (na, nν]} ≥ P{Sλn−1 ∈ ((a0 − ε)n, (a0 + ε)n]}
· P{Xλ

n ∈ ((a− a0 + ε)n, (a− a0 + 2ε)]}

≥ 1

2
P{Xλ

n ∈ ((a− a0 + ε)n, (a− a0 + ε)(n+ 1)]}.
(3.4)

Cabe resaltar que esta cota inferior es válida, pues si analizamos los intervalos
en los que se pide se encuentre la variable Xλ

n por separado, podemos observar
que el extremo izquierdo de ambos intervalos es el mismo ((a − a0 + ε)n), por lo
que únicamente analizaremos el extremo derecho.

Por un lado,

(a− a0 + 2ε)n = (a− a0 + ε)n+ ε+ ε(n− 1),

mientras que

(a− a0 + ε)(n+ 1) = (a− a0 + ε)n+ ε+ (a− a0).

Por lo tanto al eliminar los términos iguales, obtenemos ε(n − 1) en el primer
intervalo, en tanto que en el otro nos resta (a − a0). Entonces resaltando que es-
te último término es constante, tenemos que para un n suficientemente grande
ε(n− 1) > (a− a0), con lo cual confirmamos que la cota inferior expuesta en (3.4)
es correcta.
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Ası́ que para poder completar la prueba de nuestro Teorema, sólo nos resta
saber cuál es el comportamiento de

P{Xλ
n ∈ ((a− a0 + ε)n, (a− a0 + ε)(n+ 1)]}.

De esta forma, al hacer un análisis de primer paso afirmamos que

ĺım sup
n→∞

1

n
log P{Xλ

n ∈ ((a− a0 + ε)n, (a− a0 + ε)(n+ 1)]} = 0 , ε > 0.

El argumento para esta afirmación es el siguiente : podemos decir que este
lı́mite superior es igual a cero, ya que de otra forma serı́amos capaces de elegir un
η < 0 tal que

1

n
log P{Xλ

n ∈ ((a− a0 + ε)n, (a− a0 + ε)(n+ 1)]} ≤ η < 0.

Entonces

P{X1
λ ∈ (wn,w(n+ 1)]} ≤ enη < 1 en donde w = (a− a0 + ε).

De modo que

∞∑
n=0

P{X1
λ ∈ (wn,w(n+ 1)]} ≤

∞∑
n=0

enη <∞.

Puesto que la función exponencial decrece rápidamente y se encuentra eleva-
da a un exponente negativo, implica que para la parte positiva de las variables la
esperanza es finita, es decir E[Xλ+

1 ] <∞.

Por lo tanto, al hacer un análisis similar tomando ϑ > 0 tal que ϑ < −η, enton-
ces como ϑ+ η < 0

E[eϑX
λ
1 ] =

∫ ∞

−∞
eϑx

λ
1 dFλ(x)

=

∫ 0

−∞
eϑx

λ
1 dFλ(x) +

∫ Nw

0

eϑx
λ
1 dFλ +

∫ ∞

Nw

eϑx
λ
1 dFλ(x),

(3.5)

para un Nw ∈ R+, que depende de w. Ahora, dada la ecuación (3.5) únicamen-
te basta verificar que estas tres últimas integrales son finitas para obtener el re-
sultado que estamos buscando. Es claro que por las propiedades de la función
exponencial en cero, en la primera integral tenemos
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∫ 0

−∞
eϑx

λ
1 dFλ(x) < 1 · P{Xλ

1 ∈ (−∞, 0)} <∞,

mientras que en la segunda∫ Nw

0

eϑx
λ
1 dFλ < eϑNw · P{Xλ

1 ∈ (0, Nw)} <∞.

Por último, para garantizar que la tercer integral es finita, podemos realizar lo
siguiente

∫ ∞

Nw

eϑx
λ
1 dFλ(x) =

∞∑
n=Nw

∫ n+1

n

eϑx
λ
1 dFλ(x) ≤

∑
n=Nw

eϑ(n+1)P{Xλ
1 ∈ (n, n+ 1]}}

≤
∞∑

n=Nw

eϑ(n+1)enη por lo visto arriba

=
∞∑

n=Nw

eϑenϑenη = eϑ
∞∑

n=Nw

e(ϑ+η)n <∞ pues (ϑ+ η) < 0.

Ahora bien, como E[eϑX
λ
1 ] < ∞ para algún ϑ > 0 implica que E[e(λ+ϑ)X1 ] < ∞.

No obstante, esto no es posible ya que contradice el supuesto λ = θ+ = sup{θ :
M(θ) <∞}.

De esta forma se concluye que

ĺım inf
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} ≥ ĺım inf

n→∞
[M(λ)− λν] + ĺım inf

n→∞

1

n
log P{Sλn ∈ (na, nν]},

implica

ĺım inf
n→∞

[M(λ)− λν] + ĺım inf
n→∞

1

n
log P{Sλn ∈ (na, nν]} ≥M(λ)− λν.

Por lo tanto

ĺım
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} = γ(a).

�
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Como acotación importante al desarrollo teórico antes expuesto, observamos
que Fθ es justamente el Cambio Exponencial de Medida definido en la sección 2.7 y
que γ(a) puede traducirse como la constante γ definida para la Eficiencia Asintóti-
ca, concepto del cual hablamos en la sección 2.5, considerando un a fijo y el hecho
de que {Sn ≥ na} es un evento de baja probabilidad. Por lo tanto la esencia del
muestreo de importancia bajo un esquema de Grandes Desviaciones, radica en en-
contrar el θa que optimiza la función aθ−ψ(θ) y posteriormente realizar el cambio
de medida sobre este parámetro.



Capı́tulo 4

Contra-ejemplo en Muestreo de
Importancia para Probabilidades de
Grandes Desviaciones.

Como ya hemos mencionado en repetidas ocasiones, el Muestreo de Importancia
es un estupendo método para obtener estimaciones eficientes de probabilidades
de eventos raros, via Monte Carlo. Sabemos que el muestreo de importancia puede
basarse en el cambio de medida que sugiere el análisis de Grandes Desviaciones y
que bajo éste esquema garantizamos la asintotisidad de nuestros resultados. Sin
embargo, aún no podemos asegurar reducir sustancialmente la varianza de estas
estimaciones.

En una gran variedad de problemas ésta aproximación puede sugerir el uso
de estimadores que resultan ser óptimos en un sentido asintótico. No obstante, en
este capı́tulo brindaremos un ejemplo para el cual, el estimador propuesto bajo el
esquema que sugieren las grandes desviaciones, presenta un pobre desempeño en
lo que a eficiencia se refiere, ya que este estimador puede tener una varianza que
decrezca a una tasa más lenta que la de un estimador “ingenuo”o “burdo”, una
varianza que se incremente con la rareza del evento o incluso una varianza infini-
ta. La caracterı́stica principal de este ejemplo es el hecho de permitir más de una
forma para que el evento “raro”ocurra, lo que debe ser analizado minuciosamente
o redituará en una baja eficiencia. Esta es la idea mostrada en el artı́culo de Paul
Glasserman y Yashan Wang [11], en el cual se basa la exposición de este capı́tulo. En
el desarrollo del ejemplo se propone un estimador alternativo y se discute a fondo
el por qué de esta idea, ası́ como también se enfatiza el hecho de que esta alterna-
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tiva otorga pesos especı́cficos a las trayectorias de baja probabilidad omitidas por
los téminos asintóticos.

Como ya sabemos las grandes desviaciones buscan identificar la curva o tra-
yectoria más parecida al evento que se desea simular, sin embargo esto puede
tener efectos adversos en lo que a la varianza se refiere. Para hacer más evidente
esto, simplemente tomemos en cuenta que el análisis de primer momento no nos
puede garantizar nada acerca de la conducta del segundo momento, por lo que
es natural pensar en la necesidad de ir más alla del lı́mite de las grandes desvia-
ciones para garantizar la efectividad del IS en términos de varianza. A pesar de
existir casos para los cuales el estimador propuesto via grandes desviaciones, no
muestra un gran desempeño, estos casos son contados y es claro que el cambio de
medida propuesto bajo este esquema siempre será un buen punto de partida, ya
que de ser coherente con estos principios garantizamos propiedades sobre la con-
vergencia de nuestras estimaciones, y en caso de ser necesario siempre podemos
refinar esta primer propuesta para obtener los resultados deseados en téminos de
reducción de varianza.

§4.1. Descripción del Problema.

Comencemos por dar una formulación genérica del problema al que nos en-
frentaremos, y para esto consideremos una familia indexada de eventos {Ax, x >
0} que satisfaga cualquiera de las siguientes dos condiciones

ĺım
x→∞

1

x
log P{Ax} = −γ, (4.1)

para algún γ > 0, o la asintóticidad exponencial

P{Ax} ∼ Ce−γx, (4.2)

para alguna constante C > 0. En la sección 2.4 hablamos de que para estimar
α(x) = P{Ax} via una simulación directa, debemos generar repeticiones indepen-
dientes de la variable aleatoria I{Ax} o algo que se le aproxime.

Bajo este tipo de simulación tenemos que la varianza del estimador es

Var[I{Ax}] = E[I2
{Ax}]− E[I{Ax}]

2 = α− α2,

por lo tanto, si P{Ax} tiende a 0, implica que la varianza se aproxima a cero, pero
el Error Relativo del estimador (el cociente de la desviación estándar y la media)
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satisface

Error Relativo =

√
α(x)− α2(x)

α(x)
≥ 1√

α(x)
−→∞, conforme x→∞.

Si (4.1) se cumple, el incremento a infinito es exponencial, lo que indica que el
número de repeticiones independientes de I{Ax} requeridas para alcanzar un Error
Relativo fijo crece exponencialmente con x, ya que de manera análoga al procedi-
mento mostrado en la sección 2.5 observamos que el tamaño de muestra N para
alcanzar una cierta efectividad δ se expresa como

N =
q2
δ/2(α(x)− α2(x))

δ2α(x)
∼

q2
δ/2

δ2Ce−γx
.

Hemos visto que bajo el IS se generan muestras independientes sobre una di-
ferente medida de probabilidad digamos P̃ con operador esperanza EP̃ y se usa la
representación

P{Ax} = EP̃[Lx;Ax] := EP̃[LxI{Ax}], (4.3)

donde Lx es la razón de verosimilitudes entre las medidas P̃ y P, o de manera más
precisa es la razón de verosimilitudes de una resticción de P̃ a una restricción de P,
la restricción que se hace de una sub-σ-álgebra contenida en Ax en la cual P̃ >> P.
Muchas veces la continuidad absoluta de las medidas no restringidas falla. Este es
justamente el caso de nuestro ejemplo y de hecho de todos los ejemplos en donde
el cambio de P a P̃ transforme la distribución en común de una sucesión infinita
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas.

Basado en (4.3) obtenemos un estimador insesgado de P{Ax} = α(x) prome-
diando repeticiones independientes de

α̂(x) = LxI{Ax},

con α̂ generado bajo P̃. Ahora bien, si la desviación estándar de este estimador
es más pequeña que la de I{Ax}, al menos para x grande, implica que α̂(x) es un
mejor estimador para nuestros propósitos.

Si (4.1) se satisface, entonces la no negatividad de la varianza implica que
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0 ≤ VarP̃[α̂] = EP̃[α̂
2]− EP̃[α̂]2

⇒ −EP̃[α̂
2] ≤ −EP̃[α̂]2

⇒ −1

x
log EP̃[α̂

2] ≤ −1

x
log EP̃[α̂]2

⇒ ĺım sup
x→∞

−1

x
log EP̃[α̂

2] ≤ ĺım
x→∞
−1

x
log EP̃[α̂]2

⇒ ĺım sup
x→∞

−1

x
log EP̃[α̂

2] ≤ ĺım
x→∞
−1

x
log P2{Ax} = 2γ.

Por lo tanto

ĺım sup
x→∞

{−1

x
log EP̃[α̂

2(x)]} ≤ 2γ.

Esto significa que la tasa logarı́tmica de crecimiento del segundo momento del
estimador puede ser a lo más dos veces γ.

Recordaremos ahora las siguientes definiciones

Definición 1. Se dice que un estimador α̂(x) es Asintóticamente Eficiente o Asintóti-
camente Óptimo, si la tasa logarı́tmica de crecimiento máxima es alcanzada, es decir

ĺım
x→∞

{
− 1

x
log EP̃[α̂

2(x)]
}

= 2γ.

Definición 2. Decimos que el estimador α̂(x) es Logarı́tmicamente Eficiente, si existe
ε > 0 tal que

ĺım sup
x→∞

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2−ε
<∞,

o de manera equivalente

ĺım inf
x→∞

− log
(
VarP̃[α̂(x)]

)
− log

(
P{Ax}

) ≥ 2

Definición 3. Un estimador α̂(x) tiene Error Relativo Acotado si satisface

ĺım sup
x→∞

√
EP̃[α̂

2(x)]

P{Ax}
<∞.

Las siguientes dos proposiciones, enfatizan la importancia de la Definición 3.
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Proposición 3. Si α̂(x) tiene error relativo acotado, entonces α̂(x) es asintóticamente
eficiente.

Demostración

Sabemos que debido a la no negatividadde la varianza, siempre se cumple que

ĺım sup
x→∞

{
− 1

x
log EP̃[α̂

2(x)]
}
≤ 2γ,

por lo que para probar que α̂(x) es asintóticamente eficiente, basta con demostrar

ĺım inf
x→∞

{
− 1

x
log EP̃[α̂

2(x)]
}
≥ 2γ.

De este modo, utilizando que α̂(x) tiene error relativo acotado, tenemos que
para todo ε > 0, existe x0 > 0 tal que para todo x > x0√

EP̃[α̂
2(x)]

P{Ax}
=

√
EP̃[α̂

2(x)]

EP̃[α̂(x)]
≤ k + ε,

con k constante. Entonces

EP̃[α̂
2(x)] ≤ (k + ε)2E2

P̃[α̂(x)].

Haciendo uso de la monotonı́a de la función logaritmo observamos que

log EP̃[α̂
2(x)] ≤ 2 log(k + ε) + 2 log EP̃[α̂(x)],

de donde se sigue

−1

x
log EP̃[α̂

2(x)] ≥ −2

x
log(k + ε)− 2

x
log EP̃[α̂(x)].

Por lo tanto, al tomar el lı́mite inferior de esta desigualdad

ĺım inf
x→∞

−1

x
log EP̃[α̂

2(x)] ≥ 2 ĺım inf
x→∞

−1

x
log EP̃[α̂(x)],

ya que el primer sumando de la parte del lado derecho, tiende a cero conforme x
tiende a infinito. Por último como EP̃[α̂(x)] = P{Ax}, se concluye el resultado.

�

Proposición 4. Si α̂(x) tiene error relativo acotado, entonces α̂(x) es logarı́tmicamente
eficiente.
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Demostración

Como α̂(x) tiene error relativo acotado, existe x0 > 0 tal que para toda ε > 0 y
x > x0 √

EP̃[α̂
2(x)]

P{Ax}
≤ k + ε,

con k constante. Al elevar al cuadrado y restar de ambos lados de la desigualdad
un 1, tenemos que

EP̃[α̂
2(x)]

P2{Ax}
−

E2
P̃[α̂(x)]

E2
P̃[α̂(x)]

≤ (k + ε)2 −
E2

P̃[α̂(x)]

E2
P̃[α̂(x)]

,

de donde facilmente se sigue

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2
< (k + ε)2 − 1.

Por lo tanto

ĺım sup
x→∞

VarP̃[α̂(x)]

P{Ax}2−ε
<∞

�

Estas tres propiedades son de gran utilidad para el análisis de la eficiencia de
los estimadores, y ya que el objetivo primordial de este capı́tulo es mostrar como
los estimadores sugeridos en base a la asintoticidad de P{Ax}, pueden no cum-
plir dichas propiedades e inclusive pueden tener menor efectividad que estima-
dores directos como la función indicadora del evento, necesitamos precisar per-
fectamente el mecanismo mediante el cual un estimador es sugerido. Uno puede
imaginar pocos sentidos por los cuales un cambio de medida es consistente con el
resultado de grandes desviaciones, lo que sugiere que es poco razonable pensar
que alguno de ellos pueda cubrir todos los aspectos a estudiar. Tal vez la noción
más atractiva serı́a la existencia de un Teorema Lı́mite Condicionado, que nos mues-
tre estrictamente que la medida de probabilidad P condicionada en Ax converge a
P̃ conforme x tiende a infinito y ası́ simular sobre la Ley Condicional y producir un
estimador de varianza cero.

Una noción relacionada es la existencia de un resultado de grandes desviacio-
nes para medidas empı́ricas en trayectorias de Ax, generalizando ası́ el Teorema de
Sanov (ver [5]).
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Sin embargo, nosotros trabajaremos con dos nociones aparentemente más débi-
les que intentarán acompañar a (4.1) y (4.2), respectivamente.

Definición 4. Diremos que P̃ es consistente con el resultado de grandes desviaciones para
P{Ax} si el ĺım infx→∞ P̃{Ax} > 0 y bajo P̃, cualquiera de las dos siguientes condiciones
se cumple:

−1

x
logLx −→ γ en probabilidad, (4.4)

o

eγxLx tiene una distribución lı́mite propia, (4.5)
donde “propio”significa excluir distribuciones con masa en ±∞.

Esto claramente no intenta cubrir todos los casos, pero sı́ trata de establecer un
eslabón entre el resultado de grandes desviaciones y el cambio de medida pro-
puesto. Tanto (4.4) como (4.5), sugieren que P condicionada en Ax es aproximada
por P̃ debido a que la razón de verosimilitudes no se esparce demasiado: la Ley
condicional por si sola tiene razón de verosimilitudes constante con respecto a P en
Ax. En algunas ocasiones es preferible multiplicar por la función indicadora I{Ax}

en la condición (4.5), pero en el ejemplo que mostraremos aquı́, tenemos que P̃
se encuentra en la frontera de una familia paramétrica de medidas bajo la cual la
probabilidad de Ax converge a 1. Podemos argumentar nociones más fuertes de
”Consistencia con Grandes Desviaciones”que serán preferibles, no obstante, en
las aplicaciones este tipo de nociones pueden ser imposibles de verificar, por lo
que en la práctica, uno muchas veces encuentra que no hay nexos precisos entre
la asintoticidad de los eventos ”raros”y la medida sugerida por el muestreo de
importancia.

A continuación mostraremos un ejemplo basado en la asintoticidad logarı́tmi-
ca, para el cual el estimador propuesto es consistente con (4.4) y sin embargo al
hacer un análisis de varianza, podemos observar que este estimador tiene varian-
za infinita. Posteriormente se propone un estimador alternativo que cumple con
ser asintóticamente eficiente.

§4.2. Probabilidades de Cola para la Suma de Varia-
bles Aleatorias.

Sean X1, X2, . . . v.a.i.i.d, con función generadora acumulativa ψ(θ) cuyo do-
minio tiene interior no vacı́o, y supongamos también que existe a > 0 tal que
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|E[X1]| < a, para el cual además existen soluciones θa y θ−a en el interior del domi-
nio de ψ a las ecuaciones ψ′(θa) = a y ψ′(θ−a) = −a. Sea Sn =

∑n
i=1Xi, n = 1, 2, . . ..

Un hecho conocido a partir de la prueba del Teorema de Cramér mostrada en el
capı́tulo anterior, es que

− ĺım
n→∞

1

n
log P{Sn ≥ na} = θaa− ψ(θa) = γa, (4.6)

y

− ĺım
n→∞

1

n
log P{Sn ≤ −na} = −θ−aa− ψ(θ−a) = γ−a. (4.7)

El único cambio de medida asintóticamente eficiente, debe cambiar la distri-
bución común de las Xi por θa, es decir

Pθa{X1 ≤ x} = E[exp{θaX1 − ψ(θa)};X1 ≤ x].

Cabe resaltar que bajo Pθa , las X ′
is son aún v.a.i.i.d, ya que las medidas Pθa

y P son mutuamente absolutamente continuas cuando nos restringimos a la σ −
álgebra generada por {X1, . . . , Xn}, sin embargo no lo son en la σ − álgebra ge-
nerada por la sucesión infinita {X1, X2, . . .}. Entonces podemos generalizar esto
para obtener

Pθa{Sn ≤ an} = Eθa [exp{−θaSn + nψ(θa)};Sn ≤ an].

Más adelante, se verificará que si se cumple la condición γa < γ−a entonces Pθa

es consistente con la conducta de grandes desviaciones que describe P{|Sn| ≥ an}.
Por lo que la obvia extensión del método ya descrito, serı́a generar repeticiones
independientes de

α̂(n) = exp{−θaSn + nψ(θa)}I{|Sn|≥an} = LnI{|Sn|≥an},

que es un estimador generado bajo Pθa .
Al analizar el comportamiento de este estimador nos daremos cuenta de algu-

nos inconvenientes, como el hecho de que α̂ tiene varianza infinita (Teorema 3.1),
por lo que se buscará una alternativa a nuestro método tradicional para generar
un estimador y ası́ refinarlo, obteniendo la siguiente propuesta

β̂+(n) = exp{θaSn + nψ(θa)}I{Sn≥an},

generado bajo Pθa y
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β̂−(n) = exp{θ−aSn + nψ(θ−a)}I{Sn≤−an},

generado independientemente bajo Pθ−a . Al sumar estos dos últimos estimadores,
obtendremos una mejor estimación del evento en cuestión.

De tal forma que β̂(n) = β̂+(n) + β̂−(n), es el estimador propuesto, y como es
natural también se realizará un análisis sobre la eficiencia del mismo (Proposición
5.3).

Proposición 5. Supongamos γa < γ−a, entonces:

1. ĺımn→∞− 1
n

log P{|Sn| ≥ an} = γa.

2. Ln en α̂(n) satisface (4.4) con γ = γa.

3. β̂(n) es asintóticamente eficiente.

Demostración

Para probar el punto 1, recordamos los resultados del Teorema de Cramér pre-
viamente expuestos, es decir, nuestras ecuaciones (4.6) y (4.7).

Si utilizamos una propiedad general de la función logaritmo que establece que

log(x+ y) = log(x) +O
(y
x

)
, si

y

x
→ 0,

podemos mostrar lo siguiente

ĺım
n→∞

− 1

n
log P{|Sn| ≥ an} = ĺım

n→∞
− 1

n

[
log

(
P{Sn ≥ na}+ P{Sn ≤ −an}

)]
= ĺım

n→∞
− 1

n
log P{Sn ≥ na}+ ĺım

n→∞
O

(
P{Sn ≥ na}

P{Sn ≤ −an}

)
= θaa− ψ(θa)

= γa.

En el punto 2 tenemos

α̂(n) = exp{−θaSn + nψ(θa)}I{|Sn|≥an} = LnI{|Sn|≥an},

lo que implica que

Ln = exp{−θaSn + nψ(θa)},



50 4. CONTRA-EJEMPLO.

de donde

− 1

n
logLn = θa

Sn
n
− ψ(θa).

Al tomar en cuenta que la Eθ[X1] = ψ′(θ) y basados en el resultado de la Ley
Fuerte de los Grandes Números, sabemos que Sn/n converge a la media µ con pro-
babilidad igual a 1. Entonces ya que ψ′(θ±a) = ±a (por hipótesis) obtenemos el
resultado buscado, es decir

− 1

n
logLn = θa

Sn
n
− ψ(θa) −→ θaa− ψ(θa),

donde esta convergencia es casi segura con respecto a Pθa , conforme n crece.
Para poder probar 3., nos basamos en que el

ĺım
n→∞

− 1

n
log Eθ±a [β̂

2
±] = 2γ±a,

puesto que β̂± es un estimador de la formaLxI{Ax}. Entonces al utilizar la desigual-
dad de Jensen y aplicar un razonamiento similar al realizado en la descripción del
problema general, tenemos que para β+ se cumple

Eθa [β̂
2
+] ≥ E2

θa
[β̂+] = P2

θa
{Sn ≥ an}.

Por lo que

− 1

n
log Eθa [β̂

2
+] ≤ −1

n
log P2

θa
{Sn ≥ an}.

La no negatividad de la varianza nos da

2γ+a ≤ ĺım sup
n→∞

− 1

n
log Eθa [β̂

2
+] ≤ ĺım sup

n→∞
− 1

n
log P2

θa
{Sn ≥ an} ≤ 2γ+a. (4.8)

Por lo tanto

ĺım sup
n→∞

− 1

n
log Eθa [β̂

2
+] = 2γ+a.

Notando que los lı́mites inferiores también se encuentran acotados como en
(4.8), obtenemos

ĺım inf
n→∞

− 1

n
log Eθa [β̂

2
+] = 2γ+a.



§4.2. SUMA DE VARIABLES. 51

De tal forma que

ĺım
n→∞

− 1

n
log Eθa [β̂

2
+] = 2γ+a.

Un razonamiento análogo sobre el segundo momento de β̂− nos lleva a con-
cluir que

ĺım
n→∞

− 1

n
log Eθ−a [β̂

2
−] = 2γ−a.

Por lo tanto, basándonos en que β̂(n) es la suma de β̂+(n) y β̂−(n), implica que
el logaritmo del segundo momento decrece asintóticamente a una tasa no menor
que la más pequeña de las tasas de convergencia para los dos estimadores por
separado. Esto significa que la tasa de decrecimiento de β̂(n) es mayor o igual que
el min{2γ+a, 2γ−a} = 2γ+a, ya que γ+a < γ−a. Y al utilizar nuevamente la no
negatividad de la varianza de β̂(n) tenemos que la tasa debe ser menor o igual
que este mismo mı́nimo, por lo tanto resulta que esta tasa de decrecimiento es
exactamente el mı́nimo de las dos por separado. Es decir que

ĺım
n→∞

− 1

n
log Eθ[β̂

2] = 2γa.

Con lo que se concluye que nuestro estimador alternativo es asintóticamente
eficiente.

�

El siguiente Teorema analiza el comportamiento de α̂(n), el estimador sugerido
por el término asintótico de P{|Sn| ≥ an}. En este caso notaremos que la eficien-
cia del estimador puede ser muy pobre, ya que a pesar de que Pθa asigna poca
probabilidad al evento {Sn ≤ −an}, Ln puede ser muy grande en este conjunto,
estableciendo lo que en este capı́tulo hemos denominado como Contra-ejemplo.

Teorema 3. Supongamos que γa < γ−a

1. Si ψ(−θa) =∞, entonces α̂(n) tiene varianza infinita.

2. Si θa + θ−a ≥ 0 y ψ(−θa) <∞, entonces Eθa [α̂
2(n)]→∞.

3. Si θa + θ−a < 0, entonces 1
n

log Eθa [α̂
2(n)]→ mı́n{2γa,−ψ(θa)−ψ(θ−a)− a(θa +

θ−a)}.
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Demostración

Para demostrar el punto 1, notamos que

Eθa [α̂
2(n)] = Eθa [exp{−2(θaSn − nψ(θa))}; |Sn| ≥ an]

=

∫
{|Sn|≥an}

exp{−2(θaSn − nψ(θa))}eθaSnM(θa)
−ndF n

=

∫
{|Sn|≥an}

exp{−(θaSn − nψ(θa))}dF n

= E[exp{−(θaSn − nψ(θa))}; |Sn| ≥ an]

= E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≥ an]

+ E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≤ −an].

Lo que implica que

Eθa [α̂
2(n)] ≥ E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≤ −an]

= E[exp{−(θaSn − nψ(θa))}]− E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn > −an]

= exp{nψ(θa)}
(
E[exp{−θSn}]− E[exp{−θSn};Sn > −an]

)
≥ exp{nψ(θa)}

(
E[exp{−θSn}]− exp{−θaa}

)
= exp{nψ(θa)}

(
exp{nψ(−θa)} − exp{nθaa}

)
=∞.

Ya que ψ(−θa) = ∞ , tenemos que como el segundo momento del estimador
analizado no es acotado, entonces α̂ tiene varianza infinita.

Para probar el punto 2, escribamos

E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≤ −an]

= E−θa [exp{−θaSn + nψ(θa)− (−θa)Sn + nψ(θa};Sn ≤ −an]

= exp{nψ(θa)}+ nψ(−θa)}P−θa{Sn ≤ −an}.
(4.9)

De tal forma que si θa + θ−a ≥ 0 entonces E−θa [X1] = ψ′(−θ) ≤ ψ′(θ−a) = −a,
pues θ−a ≥ −θa y ψ es convexa.
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Si notamos que el ĺım infn→∞ P−θa{Sn ≤ −an} > 0 y hacemos uso de la conve-
xidad de ψ, tenemos que ψ(θa) + ψ(θ−a) > 2ψ(0) = 0, lo que implica

Eθa [α̂
2(n)] ≥ exp{n(ψ(θa) + ψ(θ−a))}P−θa{Sn ≤ −an}.

Y como ψ(θa) + ψ(θ−a) > 0 podemos asegurar que existe un υ > 0 tal que
ψ(θa) + ψ(θ−a) > υ, de modo que

Eθa [α̂
2(n)] ≥ exp{nυ}P−θa{Sn ≤ −an}

≥ ĺım inf
n→∞

{
exp{nυ}P−θa{Sn ≤ −an}

}
=∞.

Por lo tanto
Eθa [α̂

2(n)]→∞.

Con este resultado, lo único que nos resta probar es el punto 3, y para poder
demostrarlo, debemos observar que la hipótesis principal, θa + θ−a < 0, implica
que θ−a < −θa, entonces

−a = ψ′(θ−a) < ψ′(−θa) = E−θa [X1].

Definamos ahora a

ψ−θa := log E−θa [exp{θX1}]
= log E[exp{−θaX1 − ψ(−θa) + θX1}]
= log E[eX1(θ−θa)]− log E[e−θaX1 ]

= ψ(θ − θa)− ψ(−θa)

(4.10)

Al derivar ambos miembros de la igualdad con respecto a θ, obtenemos que

ψ′−θa
= ψ′(θ − θa),

de modo que θ̄−a ≡ θa + θ−a resuelve la ecuación

ψ′−θa
(θ̄−a) = ψ′(θ−a − θa) = ψ′(θ−a) = −a.

Al hacer uso de este resultado junto con en el Teorema de Cramér logramos ver
lo siguiente
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ĺım
n→∞

− 1

n
log P−θa{Sn ≤ an} = −θ̄−aa− ψ−θa(θ̄−a)

= −a(θa + θ−a)− ψ(θ̄−a − θa) + ψ(−θa)
= −a(θa + θ−a)− ψ(θ−a) + ψ(−θa).

Entonces bajo la expresión (4.9) tenemos

− 1

n
log E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≤ −an]

= − 1

n
log

{
exp{nψ(θa) + nψ(−θa)P−θa{Sn ≤ −an}

}
= − 1

n
log

{
exp{nψ(θa) + nψ(−θa)

}
− 1

n
log P−θa{Sn ≤ −an}

= −ψ(θa)− ψ(−θa)−
1

n
log P−θa{Sn ≤ −an}

= −ψ(θa)− ψ(−θa)− a(θa + θ−a)− ψ(θ−a) + ψ(−θa)
= −ψ(θa)− ψ(θ−a)− a(θa + θ−a).

Ahora, utilizando parte de la prueba del punto 3 de la Proposición 5, sabemos
que

− 1

n
log E[exp{−(θaSn − nψ(θa))};Sn ≥ an] −→ 2γa, conforme n→∞.

Por lo tanto

− 1

n
log Eθa [α̂

2(n)] −→ mı́n{2γa,−ψ(θa)−ψ(θ−a)−a(θa+θ−a)}, conforme n→∞.

�



Capı́tulo 5

Aplicaciones.

El objetivo principal de este capı́tulo es mostrar algunas de las aplicaciones del
Muestreo de Importancia a problemas especı́ficos. Analizaremos el aspecto práctico
del método propuesto en este trabajo en escenarios tales como el cálculo de me-
didas de riesgo como el VaR, la optimización en la elección de Portafolios de
Inversión, la Valuación de Opciones y el problema de la Ruina.

§5.1. Muestreo de Importancia para el Valor en Ries-
go.

El llamado Valor en Riesgo, mejor conocido como VaR por sus siglas en inglés, se
ha convertido en una importante medida para estimar y administrar un portafolio
de inversión. Esta medida de riesgo se define como un cierto cuantil del cambio en
el valor del portafolio de inversión durante un periodo de tiempo especı́fico. Para
ser más claros, supongamos que el valor de un portafolio de inversión al tiempo t,
está determinado por la función V(t), que el periodo de tiempo al que está sujeto
es ∆t, y que el valor del portafolio al tiempo t+ ∆t es V(t+ ∆t).

Denominaremos a la pérdida en el valor del portafolio durante el periodo de
tiempo al que está sujeto como ` = −∆V, en donde ∆V = [V(t + ∆t) − V(t)] y
definiremos al VaRxp asociado con una probabilidad p, por la siguiente relación

P{` > xp} = p. (5.1)
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Es decir que el VaRxp es el cuantil (1− p) de la distribución de pérdida.

Comunmente ∆t es tomado como un dı́a o dos semanas y p ≤ 0.05. Muchas
veces p = 0.01 es de gran interés ya que con este valor de p se asegura una con-
fianza del 99 % sobre el nivel de pérdida.

Para valuar (5.1), los métodos Monte Carlo son utilizados en la mayorı́a de las
ocasiones debido al amplio material existente. De modo que aproximar los cam-
bios de los factores de riesgo del portafolio de inversión se hace posible y con esto
re-valuar el portafolio y calcular la distribución de pérdida. No obstante, la obten-
ción de estimaciones exactas del VaR puede ser computacionalmente costosa, ya
que:

1. En un portafolio de inversión, por lo general se encuentra un gran número
de instrumentos, es decir que nuestra variable en cuestión es de considera-
ble complejidad y por lo tanto para poder hacer la valuación del portafolio
se requiere de presupuestos altos.

2. Cuando p es pequeña, una gran cantidad de simulaciones son requeridas
para lograr estimaciones acertadas sobre la cola de la distribución de proba-
bilidad.

Nuestro propósito radica entonces en describir una técnica de reducción de va-
rianza, que nos ayude a disminuir sustancialmente la varianza para alcanzar una
determinada precisión. Bajo este contexto, nuestra propuesta obvia es el muestreo
de importancia pues la clave para reducir la varianza de una estimación del VaRxp

es obtener estimaciones exactas o certeras de P{` > x}, para valores de x cercanos
a xp y de esta forma concentrar nuestros esfuerzos en esta zona. Nuestro fun-
damento básico es explotar el conocimiento que tenemos sobre la distribución de
una aproximación a la función de pérdida y ası́ idear esquemas de muestreo Mon-
te Carlo más efectivos. Las aproximaciones a la función de pérdida empleadas en
este problema son expansiones de series de Taylor de primer y segundo orden
sobre `. Dichas expansiones, son las aproximaciones Delta y Delta-Gamma res-
pectivamente. Estas aproximaciones son utilizadas ya que si los factores de riesgo
tienen una distribución normal multivariada, como se asume en muchos de los
casos prácticos, la distribución de la aproximación Delta se conoce en su forma
analı́tica, mientras que la distribución de la aproximación Delta-Gamma puede
calcularse numéricamente.

Estas aproximaciones No siempre son lo suficientemente exactas para proveer
estimaciones precisas del VaR, sin embargo de la correlación entre la aproxima-
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ción y la pérdida actual, el conocimiento sobre la aproximación puede ponernos
en gran ventaja para cumplir nuestro propósito y reducir la varianza. Si estamos
interesados en estimar P{` > x}, entonces podemos hacer uso de I{Q>x} como va-
riable de control, en donde Q es la aproximación a la pérdida. Especı́ficamente
esto significa reemplazar la estimación estandar I{`>x} con

I{`>x} − β[I{Q>x} − P{Q > x}],

donde ` y Q son valuadas en el mismo escenario de precios y P{Q > x} se calcu-
la numericamente. El coeficiente β puede estimarse a partir de la simulación que
minimice la varianza.

El principal problema de estimar P{` > x} para valores grandes de x, es el
hecho de que en muy pocas muestras se encontrará el evento {` > x}, y como
consecuencia en muchas de las muestras se tiene que I{`>x} = 0. Como sabemos,
una pricipal caracterı́stica del muestreo de importancia, es la buena adaptación
en la simulación de eventos “raros”o de baja probabilidad. Entonces si supone-
mos que la densidad conjunta del cambio de los factores de riesgo es f , al aplicar
nuestro método tenemos que en lugar de simular con esta densidad, una diferente
densidad g será utilizada, de tal forma que podemos escribir a la probabilidad de
pérdida de la siguiente manera

P{` > x} =

∫
I{`>x}f(z)dz =

∫
I{`>x}

f(z)

g(z)
g(z)dz = Eg[I{`>x}L(Z)]. (5.2)

A continuación mostraremos cómo utilizar las aproximaciones Delta y Delta-
Gamma como guı́a para la elección de una efectiva distribución de muestreo.

Observaremos además en el desarrollo de este ejemplo, que la aplicación de
esta técnica de reducción de varianza (el IS) puede mejorarse al combinarse con
la estratificación y que en particular la combinación de estos dos métodos no in-
volucra algunna clase de costo extra. Por el contrario los gastos generales de una
implementación de este tipo son sumamente pequeños. Para ser más claros, si
suponemos que la aproximación Delta-Gamma está dada, los únicos gastos son:

1. Costo en términos del tiempo empleado para calcular el cambio de medida
del muestreo de importancia.

2. Tiempo empleado para calcular los cuantiles relacionados con el muestreo
estratificado.
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3. Un costo adicional por cada muestra al generar los factores de riesgo a partir
de la distribución condicional de los estratos y calcular su respectiva razón
de verosimilitudes, costo que es insignificante comparado con lo que se ne-
cesitarı́a para evaluar incluso un portafolio de inversión de tamaño modesto.

§5.1.1. Aproximaciones Delta y Delta-Gamma.

Comenzaremos por describir la forma de las aproximaciones Delta y Delta-
Gamma como sumas de términos que envuelven variables aleatorias indepen-
dientes normales estándar. Esto facilita el cálculo de las cantidades requeridas
para el control del muestreo de importancia y la estratificación.

Supondremos por el momento que hay m factores de riesgo, y que

S(t) = (S1(t), . . . , Sm(t)),

denota el valor de estos factores al tiempo t. Definamos a ∆S = [S(t+∆t)− S(t)]T

como el cambio en los factores de riesgo durante el intervalo de tiempo [t, t+ ∆t].
Por lo tanto la aproximación Delta-Gamma está dada por la siguiente ecuación

∆V = −` ≈ Θ∆t+ δT∆S +
1

2
∆STΓ∆S, (5.3)

donde Θ = ∂V
∂t

, δi = ∂V
∂Si(t)

, y Γij = ∂2V
∂Si(t)∂Sj(t)

, (todas la derivadas parciales son
evaluadas en S(t) ). Mientras que la aproximación Delta está dada por

∆V = −` ≈ Θ∆t+ δT∆S

Si ∆S tiene distribución normal multivariada con vector de medias cero y ma-
triz de varianzas y covarianzas Σ, entonces para obtener muestras de ∆S podemos
fijar ∆S = CZ, donde Z es un vector de m normales estándar independientes en-
tre si y C es una matriz tal que CCT = Σ, de tal forma que para la aproximación
Delta tenemos que

P{` > x} ≈ P{bTZ > x+ Θ∆t} ≡ P{Y > yx}, (5.4)

en donde

bT = −δTC, Y = bTZ, y yx = x+ Θ∆t. (5.5)

Para la aproximación Delta-Gamma, buscamos expresar ` ≈ c+ bTZ+ZTΛZ ≡
c+ Q donde cada una de las Z ’s sea normal estándar independientes entre si y Λ
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sea una matriz diagonal. Entonces lo único que nos falta, es elegir C de tal forma
que

CTC = Σ y
1

2
CTΓC sea diagonal. (5.6)

Para mostrar que tal elección es posible, iniciemos con una matriz C arbitraria
para la cual se cumpla que CCT = Σ y escribamos 1

2
CTΓC = −UΛUT , donde U es

una matriz ortogonal con la propiedad de que sus columnas son los vectores pro-
pios de 1

2
CTΓC y−Λ es la matriz de valores propios de 1

2
CTΓC ( y en consecuencia

también de 1
2
ΓΣ), lo cual es viable al aplicar el Teorema de Descomposición Espectral.

Ahora al reemplazar la matriz original C con CU obtenemos

CU(CU)T = CUUTCT = CICT pues U es ortogonal

⇒ 1

2
(CU)TΓCU =

1

2
UTCTΓCU = −UTUΛUTU = −IΛI = −Λ que es diagonal.

De modo que la nueva elección satisface (5.6). Entonces, al seguir la estructura
de (5.6) observamos que

` ≈ −Θ∆t− δTCZ = −Θ∆t+ bTZ + ZTΛZ. (5.7)

Para bT = −δTC y Z es un vector de normales estándar independientes. Enton-
ces

P{` > x} ≈ P{Q > x+ Θ∆t} = P{Q > yx}, (5.8)

donde Q = bTZ+ZTΛZ =
∑

(biZi+λiZ2
i ) es la parte estocástica de la aproximación

cuadrática de `. Por lo tanto al completar el cuadrado tenemos que la distribución
de Q puede ser relacionada con una suma de variables aleatorias ji-cuadradas no
centradas.

§5.1.2. Preliminares para la Redución de Varianza.

En esta sección mostraremos la flexibilidad del IS enfatizando el hecho de que
puede utilizarse no sólo como técnica inicial, si no también puede combinarse con
otros métodos como el Muestreo Estratificado para obtener mejores resultados o re-
parar problemas que aparezcan en el proceso de aplicación y de este modo nos
daremos cuenta de que combinaciones de estos dos métodos muestran un mejor
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desempeño bajo circunstancias especı́ficas. Como ya se ha descrito en (5.2), pode-
mos reescibir a P{` > x} como Eg[I{`>x}L], en donde este último denota la espe-
ranza bajo la distribución de muestreo para Z y su respectiva razón de verosimi-
litudes. Sabemos que el producto de estas dos últimas es el estimador propuesto
por el muestreo de importancia. En el contexto descrito en la sección anterior Z es
un vector de normales estándar, entonces bajo este supuesto, podemos considerar
dos tipos de IS, uno en el que unicamente cambiemos la media de la distribución
de Z y otro donde ambos parámetros de la distribución de nuestro vector aleato-
rio normal estándar sean cambiados. Entonces si la media de la distribución de Z
se cambia de 0 a v, tenemos

L(Z) =
f(Z)

g(Z)
=

1√
2π
e{−

1
2

ZT Z}

1√
2π
e{−

1
2
(Z−v)T I(Z−v)}

= e{
1
2
vT v−vT Z}. (5.9)

Si el cambio es en ambos parámetros, cambiando la media de 0 a v y la matriz
de varianzas y covarianzas de I a B con B > 0 (definida positiva) implica que

L(Z) =
f(Z)

g(Z)
=

e{−
1
2

ZT Z}

|B|− 1
2 e{−

1
2
(Z−v)TB−1(Z−v)}

, (5.10)

en donde |B| es el determinante de B. Por lo tanto si simulamos n muestras
(Z1, . . . ,Zn) y caculamos la pérdida asociada al vector Z y la denotamos como
(`1, . . . , `n) , tenemos que el estimador propuesto para P{` > x} es

P̂x =
1

n

n∑
j=1

I{`>x}L(Zj). (5.11)

De este modo si X es una variable aleatoria con media conocida, la variable de
control propuesta bajo el IS deberá ser X · L(Z), que tiene la misma media.

Por otro lado, en el muestreo estratificado se tiene que identificar la variable de
estratificación X y posteriormente partir el rango de X en k intervalos o estratos
(S1, . . . , Sk) lo que nos lleva a escribir

P{` > x} =
k∑
i=1

P{` > x|X ∈ Si}P{X ∈ Si}. (5.12)

Comunmente se utiliza k = 25 hasta k = 100 estratos equiprobables (es decir,
P{X ∈ Si} = 1/k), posteriormente se sacan ni muestras de X de cada uno de los
estratos i existentes, y se define a Xij como la j-ésima muestra del estrato i. Tome-
mos Zij una muestra de Z con distribución condicional Z|X = Xij , y denotemos
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a `ij como la correspondiente pérdida del portafolio de la muestra Zij . Entonces
P{` > x} puede estimarse como

P̂x =
k∑
i=1

P{X ∈ Si} ×
1

ni

ni∑
j=1

I{`ij>x}, (5.13)

en donde claramente tenemos la libertad de asignar los estratos, es decir, elegir
ni de una manera arbitraria. Para obtener mejores resultados debemos aplicar la
asignación óptima para un número total de muestras especı́fico con estratos equi-
probables (hecho conocido), que es hacer ni proporcional a la desviación estándar
de I{`ij>x}.

Ahora, cuando combinamos el IS con el muestreo estratificado, se puede pen-
sar en la aplicación indistinta de cada uno de los métodos primero, es decir aplicar
IS primero y después el muestreo estratificado o viceversa y ası́ obtener dos dis-
tintos estimadores. Al aplicar primero el muestreo estratificado tenemos

P{` > x} =
k∑
i=1

P{` > x|X ∈ Si}P{X ∈ Si}

=
k∑
i=1

E[I{`ij>x}L(Z)|X ∈ Si]P{X ∈ Si}.

(5.14)

Es decir que X se toma de la distribución original y después Z se obtiene de la
distribución de muestreo dado X , y por lo tanto el estimador asociado con (5.14)
es

P̂x =
k∑
i=1

P{X ∈ Si} ×
1

ni

ni∑
j=1

I{`>x}L(Z(ij)) (5.15)

Por otro lado, si aplicamos primero el muestreo de importancia y posterior-
mente la estratificación obtendremos

P{` > x} = Eg[I{`>x}L] =
k∑
i=1

Eg[I{`>x}L(Z)|X ∈ Si]Pg{X ∈ Si}, (5.16)

en donde Pg denota la probabilidad bajo la densidad de cambio g. Es claro que en
este método, tanto X como Z dado X se obtienen de la distribución de muestreo,
por lo tanto el estimador asociado es
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P̂x =
k∑
i=1

Pg{X ∈ Si} ×
1

ni

ni∑
j=1

I{`ij>x}L(Zij). (5.17)

Para ver la distinción entre (5.14) y (5.16), supongamos que en ambos méto-
dos empleamos k estratos equiprobables (bajo P y Pg respectivamente). Entonces
siX = bTZ y ` ≈ X , al utilizar (5.14), la media deX es 0 y sólo unos cuantos estra-
tos tendrán indicadora I{`>x} positiva para un x grande. Ahora si usamos (5.16),
la media de Z se cambia de 0 a v donde bTv = x, entonces la media de X es x
y en aproximadamente la mitad de los estratos se tiene una función indicadora
positiva; de tal forma que al combinar estos dos métodos, primero se debe apli-
car IS y posteriormente la Estratificación. Un esquema eficiente de muestreo para
una variable de estratificación lineal X = bTZ se describe en el artı́culo escrito
por P. Glasserman, P. Heidelberger y P. Shahabuddin [10], en donde a grandes rasgos,
definen una variable v = b/

√
(bT b) y denotan a Φ−1 como la inversa de la dis-

tribución normal estándar de modo que al tomar una variable U uniforme en el
(0, 1) y un vector ϕ de m normales estándar independientes obtienen la siguiente
transformación

Z = Φ−1(U)v + (I − vvT )ϕ,

que por supuesto también es un vector de variables aleatorias normales estándar.
Al reemplazar las U ′s muestreadas independientemente por una muestra estra-
tificada utilizando subintervalos del intervalo unitario como estratos, obtienen el
efecto de estratificación sobre vTZ y por lo tanto también de bTZ (revisar [10] para
mayores detalles).

§5.1.3. Reducción de Varianza con Base en la Aproximación Del-
ta.

La técnica más obvia de reducción de varianza basada en la aproximación Del-
ta es usar a la cola de la distribución de probabilidades de la aproximación como
variable de control. Especı́ficamente, (5.4) sugiere usar I{Y >yx} como variable de
control, donde Y = bTZ y yx = x+Θ∆t. La media de esta variable se puede calcu-
lar fácilmente, no obstante como ya se ha discutido, la efectividad de esta aproxi-
mación disminuye según crece x. Cabe resaltar que puede existir otra y′ 6= yx para
la cual la variable de control I{Y >y′} tenga menor varianza.

El muestreo estratificado en Y = bTZ usa mayor información sobre la apro-
ximación Delta y evita algunas de las dificultades envueltas en la aplicación de
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variables de control (es decir, seleccionamos la mejor y′ y estimamos la variable
de control óptima, múltiplo que podrı́a introducir un sesgo e incluso generar esti-
maciones negativas de la probabilidad) sin embargo, a menos de que la asignación
del estrato {ni} sea diseñada de tal forma que se coloquen más muestras en el es-
trato “prometedor”, entonces más muestras resultarán en ` < x.

En la estimación de probabilidades de eventos “raros”como P{` > x}, un cri-
terio de elección para la distribución de muestreo se basa en el análisis de gran-
des desviaciones y como ya se ha mencionado repetidamente en este trabajo,
dicho análisis nos dice que bajo ciertas condiciones técnicas, la probabilidad de
un evento raro es aproximadamente igual a la probabilidad de “la trayectoria
más parecida”al evento raro. Con esta idea en mente, la distribución de mues-
treo es elegida como la distribución que describa la trayectoria más parecida al
evento en cuestión. Para distribuciones Gaussianas multivariadas esta aproxima-
ción ya se ha estudiado ampliamente cambiando la media de las variables de 0 a
µ = (µ1, . . . , µm) donde este punto es el que maximiza la probabilidad del evento.
Por lo tanto es claro que al utilizar la aproximación dada por (5.4), encontraremos
µ al resolver el siguiente problema de optimización

máx−1

2

m∑
i=1

z2
i tal que

m∑
i=1

bizi ≥ yx. (5.18)

Vı́a multiplicadores de Lagrange, obtenemos la siguiente solución: µ = byx/(b
T b),

lo que implica que la razón de verosimilitudes apropiada está dada por (5.9), con
v = µ. El segundo momento de este estimador es Eg[I{`>x}L2(Z)] = E[I{`>x}L(Z)],
de modo que una condición suficiente para lograr la reducción de varianza es
L(Z) ≤ 1 para todos los puntos Z tales que L > x. La condición L(Z) ≤ 1 es equi-
valente a 1

2
µTµ − µTZ ≤ 0, que al completar el cuadrado nos da como resultado

que cada punto Z ∈ {` > x} debe ser más cercano a µ que a 0. De hecho, en general
se obtiene reducción de varianza con sólo cambiar la media de 0 a v, donde v es
cualquier vector (distinto de µ), haciendo que cada punto en {` > x} sea más cer-
cano a v que a 0. Con un procedimiento análogo, si L ≤ f para toda Z ∈ {` > x},
el segundo momento del IS-estimador se reduce por lo menos en un factor de f .
La varianza del IS-estimador puede reducirse aún más si utilizamos una variable
de control como I{Y >yx}L(Z), que es la elección más obvia para nuestro caso.

Para combinar el IS con la estratificación, uno puede estratificar virtualmente
sobre cualquier variable. En el caso de distribuciones normales es particularmente
fácil estratificar sobre una combinación lineal de las Z ’s, resaltando que cuando
la media de la distribución de muestreo es µ, entonces L(Z) = c1exp(−µTZ) =
c1exp(−c2bTZ) para algunas constantes c1 y c2. Estrictamente esto sugiere estratifi-
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car sobre µTZ (equivalentemente bTZ), ya que esto simultáneamente remueve toda
la variabilidad en la razón de verosimilitudes y la mayor parte de la variabilidad
en la función indicadora I{`>x}, lo que provoca que la aproximación Delta sea más
cercana a la pérdida `.

§5.1.4. Reducción de Varianza con Base en la Aproximación Delta-
Gamma.

Como ya hemos visto, la aproximación Delta-Gamma puede usarse para deri-
var técnicas de reducción de varianza, primero (5.8) sugiere usar a I{Q>yx} como
variable de control, o usar a Q como variable de estratificación. Para estratificar
en Q, debemos poder simular Q y Z dado Q, puesto que P{Q ∈ Si} puede calcu-
larse numéricamente, entonces en principio se debe simular Q bajo el método de
la transformada inversa7. Sin embargo, no contamos con un método directo para
simular Z dada la forma cuadrática de Q, pero un método simple para generar Z
a partir de la distribución condicional correcta es el siguiente

Primero, se debe generar un vector Z de variables normales estándar indepen-
dientes y después calcular Q. Si Q ∈ Si, entonces este vector Z tiene distribución Z
dado Q ∈ Si. Si hay menos que ni muestras del estrato i entonces debemos utilizar
esta Z para valuar el portafolio, de otra forma debemos descartarla. Es necesario
continuar con el muestreo hasta obtener el número adecuado de muestras de ca-
da estrato. Como esta idea está basada en el método de aceptación y rechazo (ver
capı́tulo 2 de [9]), esto desecha algunas muestras, sin embargo, la experiencia de
quienes han realizado este procedimiento ha sido que a excepción del {ni} más
asimétrico u oblicuo (skewed), los gastos generales son modestos, especialmente
en comparación con el costo de valuar el portafolio (ver [14]).

También es posible la estratificación sobre otras variables. Primero, suponga-
mos que λ1 es mucho mayor que λi, donde cada λi representa cada uno de los
elementos de la matriz Λ con (i > 1) y λ1 > 0. De esta forma gran parte de la va-
riabilidad en la parte positiva de Z es explicada por Z2

1, lo cual sugiere estratificar
en Z2

1, que claramente tiene distribución ji-cuadrada, al provenir de variables nor-
males estándar. Esta distribución debe ser fácil de simular utilizando el método

7Método que afirma que si deseamos generar una v.a. X con distribución F , entonces lo que se
debe hacer es resolver X = F−1(U) con U una v.a. uniforme en el (0, 1). (ver capı́tulo 2 de [9] para
mayores detalles)
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de la transformada inversa. Si las λ′is son todas aproximadamente iguales, enton-
ces gran parte de la variabilidad en Q es explicada por R2 = Z2

1 + . . . + Z2
m, lo

que nos motiva a estratificar sobre R2 (estratificación radial). Cabe resaltar que
R2 tiene distribución ji-cuadrada con m grados de libertad. Ahora para completar
el muestreo estratificado, primero hay que simular R2 utilizando el método de la
transformada inversa, y posteriormente simular m variables normales estándar
independientes X1, . . . , Xm y calcular Zi = Xi

√
R/

√
X2

1 + . . .+X2
m. La ventaja

primordial de estratificar sobre R2 en lugar de hacerlo sobre Q es que existe este
método directo de simular R2, y posteriormente obtener simulaciones de Z dado
R2, no obstante, estratificar en Q es tı́picamente más efectivo que sobre R2.

La aproximación Delta-Gamma se puede utilizar en una variedad de formas
distintas para ası́ seleccionar la distribución de muestreo. Ya que contamos con
un análisis previo del comportamiento de grandes desviaciones para este tipo de
eventos (de manera similar a lo visto en la sección anterior), podemos aplicar la
aproximación de la trayectoria más parecida en la que solamente el vector de medias
es cambiado. En esta aproximación, deberı́amos resolver el mismo problema de
optimización que en (5.18), excepto porque la restricción cambia a

∑
(bizi+λiz

2
i ) ≥

yx la cual se deriva de la aproximación cuadrática más que de la lineal, como en la
aproximación Delta. Al resolver este problema via multiplicadores de Lagrange,
obtenemos que el vector de medias óptimo ahora tiene la forma µi = βbi/(1 −
2βλi) para alguna constante de normalización β. No obstante, esta aproximación
puede sufrir del mismo problema descrito en la sección anterior, es decir, nuestros
resultados están sujetos a que el evento {` > x} sea dominado por el punto µ, o
de otra forma los resultados obtenidos serán poco informativos.

Si examinamos el cambio de medida propuesto por el muestreo de importan-
cia en el cual no solamente el vector de medias es alterado, si no que además la
matriz de varianzas y covarianzas de Z es cambiada, nos restringiremos a una
forma particular de vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas, que
proviene de considerar un cambio exponencial de medida en la forma cuadrática de
Q.

Sea θ el parámetro de cambio y definamos a

Bθ = (I− 2θΛ)−1 y µθ = θBθb. (5.19)

Cuando el muestreo de importancia está hecho a modo de fijar el vector de
medias en µθ y la matriz de varianzas y covarianzas en Bθ, la razón de verosimili-
tudes de (5.19) se simplifica de la siguiente manera
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L(Z) = exp{−θ(bTZ + ZTΛZ) + ψ(θ)} = exp{−θQ + ψ(θ)}, (5.20)

donde

ψ(θ) =
1

2

m∑
i=1

( (θbi)
2

1− 2θλi
− ln(1− 2θλi)

)
, (5.21)

es el logarı́tmo natural de la función generadora de momentos de la variable
aleatoria Q. Debemos notar que cuando el IS está hecho de esta forma, el único
término aleatorio en la razón de verosimilitudes es Q. La gran pregunta es cómo
elegir θ de manera adecuada para que se cumplan nuestros propósitos. Para ello,
supongamos que la aproximación Delta-Gamma es exacta. Entonces, debido a la
estructura de la muestra, el segundo momento del estimador es

Eθ[L(Z)2I{Q>yx}] = Eθ[exp{−2θQ+ 2ψ(θ)}I{Q>yx}] ≤ exp{−2θyx + 2ψ(θ)}, (5.22)

donde Eθ denota la esperanza bajo la nueva medida cuando el parámetro de cam-
bio es θ. Al elegir θ = θx para minimizar el lado izquierdo de (5.22) obtenemos la
mejor cota superior posible para el segundo momento (aunque no necesariamen-
te el valor más pequeño del segundo momento), mientras no exista una forma
cerrada para la expresión de θx, podemos fácilmente encontrar una al resolver la
ecuación no lineal ψ′(θx) = yx. La función ψ es estrictamente convexa y |ψ′(θ)|
tiende a infinito conforme |θ| tiende a infinito, asegurando la existencia de una
única solución que en teorı́a se puede calcular numéricamente. Con este valor
de θx la media de Q bajo el IS es igual a yx, aún más, como ya se ha demostra-
do, hacer la selección del parámetro de cambio bajo este método nos proporciona
una “técnica asintóticamente óptima”conforme x crece. Bajo el supuesto de que
la aproximación Delta-Gamma es exacta, estrictamente hablando, el hecho de ser
asintóticamente óptimo significa que el segundo momento tiende a cero a una ta-
sa del doble de la tasa con la que el primer momento tiende a cero, la cual es la
mejor tasa posible ya que la varianza es no negativa. Sin embargo, la simulación
puede ser no requerida si la aproximación Delta-Gamma es exacta, este pequeño
análisis indica que el procedimiento que implica el muestreo de importancia es
muy efectivo en la práctica.
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§5.2. Valuación de Opciones Exóticas.

La valuación de opciones es una de las aŕeas de más desarrollo e importancia
en las matemáticas financieras de los últimos años, esto se debe en gran parte a
que ayudan a disminuir la incertidumbre que existe sobre el mercado de precios al
determinar su valor mediante activos fundamentales tratados en cualquier tipo de
Mercado Financiero8. En otras palabras las opciones son intrumentos financieros
de transferencia de riesgo que basan su valor en el valor de un activo fundamental
denominado subyacente.9 Las opciones fueron diseñadas para que el poseedor se
beneficie de los movimientos del mercado a su favor pero no sufra pérdidas como
consecuencia de movimientos del mercado en su contra. A grandes rasgos, una
opción es un contrato que le da al propietario el derecho, más no la obligación de
comprar o vender el subyacente negociado. Los dos tipos básicos de opciones son:
la opción de compra mejor conocida como Call y la opción de venta o Put. Un Call
le da a su dueño el derecho, pero no la obligación de comprar el subyacente en
cuestión a un cierto precio pactado en una fecha especı́fica, mientras que un Put
por su parte le otorga a su poseedor el derecho pero no la obligación de vender el
subyacente a un precio y fecha determinados.

Existe una gran variedad de tipos de opciones financieras como reflejo de la
complejidad de los mercados financieros y los instrumentos que ahı́ se manejan.
Sin embargo para propósitos de este documento nos basta con saber que depen-
diendo de la tipologı́a del contrato las opciones se dividen de manera básica en:

1. Europeas: Son aquellas opciones que se pueden ejecutar unicamente al final
del contrato, es decir que pueden ejercerse solamente en la fecha de venci-
miento estipulada por las partes involucradas.

2. Americanas: Son aquellas opciones que se pueden ejecutar durante toda la
duración del contrato, es decir que pueden ejercerse en cualquier momento
dentro de los lı́mites de tiempo convenidos en el contrato.

Dependiendo de la complejidad del contrato, las opciones se clasifican en con-
vencionales y exóticas, donde las primeras son las más usuales y sencillas, mientras
que las segundas adquieren su nombre por ser combinaciones de las primeras con

8Un Mercado Financiero se define en términos económicos como un mecanismo que permite a
los agentes económicos el intercambio de dinero por valores o materias primas.

9Los subyacentes pueden ser bienes como el oro, productos como el petróleo, una acción indi-
vidual, una canasta de acciones, un instrumento de deuda, indicadores como un ı́ndice bursátil o
incluso el precio de otro instrumento financiero.
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variaciones en los perfiles de rentabilidad o ser productos completamente diferen-
tes con opcionalidad incluida, es decir que en su estructura se encuentra aparejada
una opción. Este tipo de instrumento financiero se manejan por lo regular en los
mercados de moneda extranjera, o sea que el activo subyacente es la divisa. Para
mayores especificaciones de las opciones y los productos derivados en general se
recomienda al lector revisar [16].

Con el objetivo de mostrar la utilidad del muestreo de importancia en el mun-
do de las opciones, trataremos con algunos ejemplos de opciones exóticas enfati-
zando la flexibilidad del método bajo un esquema de grandes desviaciones. Antes
de comenzar a tratar el caso de las opciones exóticas, describamos algunos con-
ceptos básicos de la teorı́a matemática del muestreo de importancia aplicado a las
opciones financieras para ası́ poder entender de manera clara la naturaleza del
problema.

Iniciemos por explicar el cálculo de la Razón de Verosimiltudes bajo un cam-
bio exponencial de medida inducido por el esquema de muestreo de importancia
propuesto por las grandes desviaciones. En la valuación de opciones, es natural
pensar que X representa una trayectoria discreta de un activo subyacente, de es-
ta forma la densidad de la trayectoria (si es que existe alguna) no se encuentra
especificada de manera directa, pero puede construirse a través de elementos un
poco más primitivos. Consideremos por ejemplo una trayectoria discreta S(ti) ,
i = 0, 1, . . . ,m, de activos subyacentes o variables de estado evaluada al tiempo ti,
y supongamos que el proceso es Markoviano. Adicionalmente supongamos que
la distribución condicional de S(ti) dado S(ti−1) = x tiene densidad fi(x, ·). Si
consideramos un cambio de medida bajo el cual las densidades de transición fi
sean reemplazadas con densidades de transición gi, entonces la razón de verosi-
militudes para este cambio de medida es

m∏
i=1

fi(S(ti−1), S(ti))

gi(S(ti−1), S(ti))
.

De manera más precisa, si E denota la esperanza bajo la medida original (f) y
Eg denota el operador esperanza bajo el cambio de medida (g), entonces

E[h(S(t1), . . . , S(tm))] = Eg

[
h(S(t1), . . . , S(tm))

m∏
i=1

fi(S(ti−1), S(ti))

gi(S(ti−1), S(ti))

]
, (5.23)
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para todas las funciones h, tales que la esperanza sobre la medida original exista
y sea finita.

De forma implı́cita en el ejemplo anterior, se supone que S(t0) es constante.
Ahora, de un modo más general podemos admitir tener densidad f0 bajo la medi-
da original y densidad g0 bajo la nueva medida. Esto podrı́a resultar en un factor
adicional f0(S(t0))/g0(S(t0)) en la razón de verosimilitudes.

En la mayorı́a de las ocasiones la simulación de una trayectoria S(t0), . . . , S(tm)
se realiza utilizando un mecanismo recursivo de la forma

S(ti+1) = G(S(ti), Xi+1), (5.24)

basándonos en vectores aleatorios i.i.d X1, X2, . . . , Xm. Si suponemos que las Xi

tienen densidad común f para i = 1, . . . ,m y aplicamos un cambio de medida
que preserve la independencia entre las Xi, pero cambie a una densidad común g,
entonces la correspondiente razón de verosimilitudes es

m∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)
.

Esto significa que

E[h(S(t1), . . . , S(tm))] = Eg

[
h(S(t1), . . . , S(tm))

m∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)

]
. (5.25)

Claramente esta última ecuación recae en el hecho de que S(t1), . . . , S(tm) son
funciones de X1, . . . , Xm.

§5.2.1. Horizonte Aleatorio.

El Horizonte aleatorio es un tiempo de paro proveniente de la extensión de un
número fijo de pasos m a un número aleatorio de pasos. Si aplicamos esta idea a
las ecuaciones (5.23) y (5.25) para demostrar que esto se cumple en el caso de
entradas i.i.d., debemos suponer que n = 1, 2, . . . y definir hn como una función
de n argumentos, para poder pensar ahora que lo que deseamos estimar es

E[hN(S(t1), . . . , S(tN))], (5.26)

con N una variable aleatoria que toma valores en {1, 2, . . .}. Por ejemplo si pen-
samos en el caso de una opción con barrera y denominamos a esta barrera como
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b, podemos definir a N como el ı́ndice más pequeño del tiempo ti para el cual
S(ti) > b, tomando N = m si todos los S(t0), . . . , S(tm) caen debajo de la barrera.
De esta forma podemos expresar el pago descontado de un put (opción de venta)
“up-and-out”como hN(S(t1), . . . , S(tN)) con

hn(S(t1), . . . , S(tN)) =

{
e−rtm(K − S(tm))+ si n = m.
0 si n = 0, . . . ,m− 1.

Ası́ el precio de la opción puede ser expresado como en (5.26). Supongamos
ahora que la ecuación (5.24) se cumple y que además S(t0) es fijo bajo ambas
medidas (f la original y g la de cambio). SeaN un tiempo de paro para la sucesión
X1, X2, . . .; por ejemplo, N podrı́a ser el tiempo de paro para S(t1), S(t2), . . . como
en el ejemplo de la opción con barrera. Entonces

E[hN(S(t1), . . . , S(tN))I{N<∞}] = Eg

[
hN(S(t1), . . . , S(tN))

N∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)
I{N<∞}

]
,

con la condición de que la esperanza de la izquierda sea finita. Esta identidad
(algunas veces llamada identidad de Wald o identidad fundamental del análisis
secuencial) se establece de la siguiente forma

E[hN(S(t1), . . . , S(tN))I{N<∞}] =
∞∑
n=1

E[hn(S(t1), . . . , S(tN))I{N=n}]

=
∞∑
n=1

Eg

[
hn(S(t1), . . . , S(tN))I{N=n}

n∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)

]

= Eg

[
hN(S(t1), . . . , S(tN))

N∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)
I{N<∞}

]
,

(5.27)
en donde para la segunda igualdad se usa la propiedad de tiempo de paro. Como
N es un tiempo de paro, el evento {N = n} queda determinado por X1, . . . , Xn, lo
que nos permite aplicar (5.25) a cada término en la suma infinita. Debemos notar
que es completamente posible que el evento {N <∞} tenga probabilidad igual a
1 bajo una de las medidas pero no bajo la otra.
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§5.2.2. Horizonte Largo.

Continuemos considerando dos medidas de probabilidad bajo las cuales los
vectores aleatorios X1, X2, . . . son i.i.d. Denotemos por P a la medida que asigna a
las X ′

is la densidad f y Pg a la que asigna la densidad g a las variables aleatorias.
Debe notarse que aunque f y g sean mutuamente absolutamente continuas, las

medidas de probabilidad P y Pg no necesariamente lo son. Sin embargo, la conti-
nuidad absoluta se mantiene para las restricciones de estas medidas a los eventos
definidos por un segmento inicial finito de una secuencia infinita.

Si para A ⊆ Rd, el evento{
ĺım
m→∞

1

m

m∑
i=1

I{Xi∈A} =

∫
A

f(x)dx

}
,

tiene probabilidad igual a 1 bajo la medida P, el evento debe tener probabilidad
cero bajo Pg a menos que f y g sean idénticas casi donde sea. La Ley Fuerte de los
Grandes Números garantiza que P y Pg no concuerdan sobre aquellos eventos con
probabilidad 0. Este colapso de continuidad absoluta en el lı́mite, se refleja en una
conducta un tanto patológica de la razón de verosimilitudes conforme el número
de téminos crece, argumento mostrado por Glynn e Iglehart en [12]. Supongamos
que

Eg

[∣∣ log

(
f(X1)

g(X2)

)∣∣] <∞.
Entonces bajo la Ley Fuerte de los Grandes Números esto implica que

1

m

m∑
i=1

log

(
f(Xi)

g(Xi)

)
−→ Eg

[∣∣ log

(
f(X1)

g(X1)

)∣∣] ≡ C con C constante, (5.28)

con probabilidad 1 bajo Pg. Si aplicamos la desigualdad de Jensen, por la concavi-
dad de la función logaritmo obtenemos que

C ≤ log Eg

[
f(X1)

g(X1)

]
= log

∫
f(x)

g(x)
g(x)dx = 0,

en donde la desigualdad es estricta a menos que Pg{f(X1) = g(X1)} = 1 (ya que
el logaritmo es estrictamente cóncavo). Pero si C < 0, (5.28) implica que
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m∑
i=1

log

(
f(Xi)

g(Xi)

)
→ −∞,

exponencialmente. Por lo tanto

m∑
i=1

log

(
f(Xi)

g(Xi)

)
→ Cm ⇒

m∏
i=1

f(Xi)

g(Xi)
→ exp{Cm},

que conforme m tiende a infinito, se acerca a cero con probabilidad Pg = 1. De
tal manera que la razón de verosimilitudes converge a 0 aunque su esperanza
sea igual a 1 para todo m. Esto indica que la razón de verosimilitudes tiende a
hacerse un poco “oblicua o sesgada”, tomando valores cada vez más grandes con
una pequeña pero no despreciable probabilidad. Esto en cambio resulta en un
incremento en la varianza si el cambio de medida no se elige cuidadosamente.

§5.2.3. Opción de Choque: Knock in Option.

Como un ejemplo sumamente ilustrativo del muestreo de importancia a través
de un cambio exponencial de medida, trataremos con el caso de una “opción de
barrera baja y adentro”(down and in barrier option10). El instrumento es una opción
digital11 de choque con función de pago

I{S(T )>K} · I{mı́n1≤K≤m{S(tm)<H}},

con t0 = 0 < t1 < . . . < tm = T , donde T es el tiempo de maduración de la
opción, es decir el tiempo que marca el vencimiento del contrato, S(ti) para i =
0, . . . ,m representa el valor del subyacente al tiempo ti, K es el precio del contrato
previamente convenido, mejor conocido como Strike y H representa la barrera
especificada en el contrato.

De esta forma si H es mucho más pequeña que S(0), es claro que en una simu-
lación ordinaria una gran cantidad de trayectorias del subyacente resultarán en
un pago igual a cero. Dadas estas condiciones, nos encontramos con un evento de
probabilidad pequeña y como bien sabemos el muestreo de importancia se adapta
perfectamente a este tipo de escenarios haciendo que los choques con la barrera

10Estas opciones son un call o put ordinarios con una barrera (H) que hace que la opción ad-
quiera un valor fijo estipulado en el contrato de acuerdo a si el máximo o el mı́nimo de los valores
del subyacente han topado o chocado con la barrera.

11Son opciones parecidas al put y call tradicionales, pero tienen valor en el vencimiento cuando
el subyacente es inferior o superior al precio de ejercicio, respectivamente.
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sean menos raros.

Supongamos que el activo subyacente puede modelarse a través de un proceso
de la forma

S(tn) = S(0) exp{ξn}, donde ξn =
n∑
i=1

Xi,

para X1, X2, . . . v.a.i.i.d y ξ0 = 0. Por lo tanto la función de pago se convierte en

I{ξm>c,τ<m},

donde c = ln(K/S(0)) y τ es la primera vez que la caminata aleatoria ξn cae por
debajo de−b = ln(H/S(0)). Entonces si b o c son grandes, tenemos que la probabi-
lidad de que se presente un pago distinto de cero es muy pequeña, de modo que
para hacer crecer esta probabilidad de pago, debemos guiar a ξn hacia abajo de−b
y posteriormenmte hacerla subir hasta c.

Supongamos que Xi tiene función generadora acumulativa ψ. Al realizar un
esquema de muestreo de importancia en donde primero apliquemos un cambio
exponencial de medida que altere la distribución de Xi bajo un parámetro θ− para
el cual la deriva ψ′(θ−) sea estrictamente negativa hasta el momento en el que la
barrera sea cruzada. Posteriormente, cambiamos la distribución de las restantes
Xτ+1, . . . , Xm bajo un parámetro θ+ para el cual la deriva ψ′(θ+) sea estrictamente
positiva, guiando ası́ al proceso hacia arriba hasta alcanzar el strike. Entonces el
evento {τ < m} tiene razón de verosimilitudes

Lx = exp{−θ−ξτ + ψ(θ−)τ} · exp{−θ+[ξm − ξτ ] + ψ(θ+)[m− τ ]}
= exp{(θ+ − θ−)ξτ − θ+ξm + (ψ(θ−)− ψ(θ+))τ +mψ(θ+)}.

Por lo tanto el estimador que propone el muestreo de importancia bajo este
esquema es el producto de esta razón de verosimilitudes con la función de pa-
go descontada. Apliquemos ahora un argumento heurı́stico para seleccionar los
parámetros θ+ y θ−. Ya que para b y c grandes suponemos que ξτ ≈ −b y ξm ≈ c
en el evento {τ < m, ξm > c}, es decir que el exceso por encima de c y el déficit
por debajo de−b deben ser pequeños, es natural suponer que la mayor parte de la
variabilidad del estimador sea resultado del tiempo de cruce τ (tiempo de cruce
de la barrera). Por lo tanto seleccionamos los parámetros θ+ y θ− de modo que se
satisfaga que ψ(θ−) = ψ(θ+), simplificándose ası́ la razón de verosimilitudes de la
siguiente forma
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exp{(θ+ − θ−)ξτ − θ+ξm +mψ(θ+)},

donde claramente podemos observar que cualquier tipo de dependencia sobre τ
queda eliminada. Por último supondremos que la caminata aleatoria se mueve
en linea recta de 0 a −b con una tasa |ψ′(θ−)| y que posteriormente sigue una
trayectoria en linea recta de −b a c con una tasa ψ(θ+) y que además alcanza c en
el tiempo m, es decir que:

−b
ψ′(θ−)

+
c+ b

ψ′(θ+)
= m.

Esta condición garantiza la unicidad en la elección de θ±, al menos si el domi-
nio de ψ es suficientemente grande.

Para el caso del Movimiento Browniano Geométrico MBG(µ, σ2) con espacia-
do de tiempo tn = nh, tenemos que

Xi ∼ N((µ− 1

2
σ2)h, σ2h),

que la función generadora de cumulantes es

ψ(θ) = (µ− 1

2
σ2)hθ +

1

2
σ2hθ2.

Como es una función cuadrática para θ, entonces debe ser simétrica con res-
pecto a su minı́mo, por lo que la condición ψ(θ−) = ψ(θ+) implica que ψ(θ−) =
−ψ(θ+) y dado el cambio de medida propuesto, tenemos que la caminata aleatoria
se mueve a una velocidad constante igual a |ψ′(θ±)|. La trayectoria debe pasar por
debajo de la barrera y subir hasta alcanzar el strike en m pasos, por lo tanto

ψ(θ−) = −ψ(θ+) ⇒ 2b+ c

|ψ′(θ±)|
= m

⇒

|ψ′(θ±)| = 2b+ c

m
.

Al resolver esta última ecuación encontramos que los parámetros de cambio
son
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θ± = (
1

2
− µ

σ2
)± 2b+ c

mσ2h
.

Es fácil ver que el punto en el cual ψ se minimiza es (1
2
− µ

σ2 ), y que los paráme-
tros de cambio son simétricos con respecto a este punto, cumpliéndose ası́ todos
nuestros supuestos.

§5.2.4. Opciones de Trayectoria Dependiente.

En esta sección trataremos la valuación opciones de Trayectoria Dependiente,
considerando modelos para los activos subyacentes conducidos por el Movimien-
to Browniano (o simplemente por vectores aleatorios normales después de la dis-
cretización) y un cambio de deriva del Movimiento Browniano que guı́e al subya-
cente hacia las regiones de “importancia”, donde la “importancia”será determi-
nada por el pago de la opción. Además identificaremos un especı́fico cambio de
medida a través del planteamiento de un problema de optimización.

El método descrito a continuación contiene únicamente aspectos fundamenta-
les del tratamiento del problema, pero que ayudarán a comprender la idea básica
de esta aplicación. Si el lector de este trabajo desea indagar más sobre el desarrollo
teórico del problema, se recomienda revisar [10].

Este método se restringe a cambios determinı́sticos de deriva en tiempos dis-
cretos. Es teóricamente posible eliminar toda la varianza de la estimación a través
de un cambio estocástico de deriva en tiempo continuo, sin embargo esto requiere
del conocimiento previo del precio de la opción, lo que es literalmente imposible.
Esto se debe a que esencialmente la reducción de varianza se logra al tomar la
opción, valuarla como un activo numerado y aplicar un cambio de medida aso-
ciado al cambio de la numeración, además se pueden producir sesgos para las
aproximaciones.

Para simplificar las cosas, nos restringiremos al tratamiento del problema en
tiempo discreto, considerando la partición 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T . Supon-
dremos que la única fuente de aleatoriedad involucrada en el modelo simulado
es un Movimiento Browniano de dimensión d. Los incrementos del Movimien-
to Browniano de ti−1 a ti son simulados como

√
ti − ti−1Zi, donde Z1, . . . , Zm son

vectores d-dimensionales con distribución normal estándar. Si denotamos por Z a
la concatenación de las Z ′

is en un solo vector de longitud n ≡ md, entonces cada
simulación de Z determinará una trayectoria de los activos subyacentes o varia-
bles de estado, mientras que cada trayectoria determinará el pago descontado de
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una opción. Sea G la composición de estos mapeos, por lo tanto G(Z) es el pago
descontado derivado de Z. Nuestra tarea es estimar E[G(Z)], es decir la esperanza
tomada para Z con distribución Normal estándar de dimensión n.

Para aclarar estas ideas, consideremos un solo activo subyacente modelado
como un MBG(r, σ2) y simulémoslo de la siguiente manera

S(ti) = S(ti−1) exp{(r − 1

2
σ2)(ti − ti−1 + σ

√
ti − ti−1Zi)}, i = 1, . . . ,m. (5.29)

De este modo si tomamos un call asiático12 con tiempo de maduración T , tasa
de rendimiento r y strike K, entonces podemos observar que para el promedio
aritmético S̄ de los valores S(ti), el pago de la opción como función de Zi se puede
escribir de la siguiente manera

G(Z) = G(Z1, . . . , Zm) = e−rT [S̄ −K]+.

Por lo tanto valuar la opción significa calcular la E[G(Z)], para Z ∼ N(0, I).

§5.2.5. Cambio de Deriva: Linealización.

A través del muestreo de importancia podemos cambiar la distribución de Z
y obtener un estimador insesgado de E[G(Z)], donde claramente proporcionamos
ciertos pesos a cada evento de acuerdo a su importancia sugún la razón de vero-
similitudes. Si nos restringimos únicamente a cambios de medida que cambien la
media de Z de cero a algún otro vector µ, e identificamos a la nueva medida de
probabilidad como Pµ y a su respectivo operador esperanza como Eµ, entonces
tenemos que Z ∼ N(µ, I). Bajo las condiciones anteriormente expuestas tenemos
que

E[G(Z)] = Eµ[G(Z) exp {−µTZ +
1

2
µTµ}],

para cualquier vector µ ∈ Rn. Un algoritmo fácil de simular es

12Se denominan opciones asiáticas a aquellas cuyo valor depende del promedio de los valores
que ha tenido el subyacente durante la vida (o parte de ella) de la opción.
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Para repeticiones i = 1, . . . , N

Generar Zi ∼ N(µ, I)

Asignar Y i ← G(Zi) exp {−µTZi +
1

2
µTµ}

Regresar
Y 1 + · · ·+ Y N

N
.

Claramente este estimador es insesgado para cualquier valor de µ, no obstante,
estamos interesados en la elección del parámetro µ que proporcione el estimador
de menor varianza. Con este objetivo en mente, tomemos las funciones G con do-
minio no negativo (como es tı́pico para las funciones de pago de opciones descon-
tadas) y escribamos G(Z) = exp {F (Z)}, con la convención de que F (Z) = −∞
si G(Z) = 0. Cabe resaltar que tomar la esperanza de Z bajo Pµ es equivalente a
reemplazar Z por µ + Z y tomar la esperanza bajo la medida original. En el al-
goritmo expuesto previamente, esto simplemente significa que podemos obtener
muestras de la distribución N(µ, I) muestreando a partir de una N(0, I) y sumar
posteriormente el parámetro µ, de modo que

E[G(Z)] = E[G(Z)] = Eµ[exp {F (Z)} exp {−µTZ +
1

2
µTµ}]

= E[exp {F (µ+ Z)} exp {−µT (µ+ Z) +
1

2
µTµ}]

= E[exp {F (µ+ Z)} exp {−µTZ − 1

2
µTµ}].

(5.30)

Además para todo vector µ la expresión que se encuentra dentro del operador
esperanza en (5.30) es un estimador insesgado con Z ∼ N(0, I).

Para ver una elección particular de µ, desarrollemos a F en su expansión de
Taylor de grado 1, entonces podemos aproximar al estimador de la siguiente for-
ma

exp {F (µ+ Z)} exp {−µTZ − 1

2
µTµ} ≈ exp{F (µ)+∇F (µ)Z} exp {−µTZ − 1

2
µTµ},
(5.31)

con ∇F (µ) el gradiente de F evaluado en µ. Si recordamos un poco lo realizado
en el caso del VaR, entonces debemos poder elegir µ de tal forma que se satifaga
la siguiente condición de punto fijo
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∇F (µ) = µT . (5.32)

De este modo la expresión del lado derecho de (5.31) colapsará hacia una cons-
tante que no depende en absoluto de Z. Por lo tanto si aplicamos un esquema de
muestreo de importancia para el cual se satisfaga (5.32) debemos lograr producir
un estimador de varianza cero, si y sólo si (5.31) se cumple estrictamente, es decir
en igualdad, mientras que para el caso en que sólo se cumpla aproximadamente
lograremos producir un estimador de varianza muy pequeña.

§5.2.6. Cambio de Deriva: Aproximación Normal y Trayectoria
Óptima.

A continuación presentaremos un argumento alternativo al de la sección ante-
rior, que conduce esencialmente a una elección equivalente del parámetro µ. Re-
cordemos que para estimar E[h(X)] con h : Rd −→ R , el muestreo de importancia
propone un estimador de la forma

1

n

n∑
i=1

h(Xi)
f(Xi)

g(Xi)
,

donde f representa la densidad del problema original, g es la densidad de cambio
y X1, . . . , Xn son variables aleatorias simuladas bajo la densidad g.

Entonces si pensamos solamente en las funciones h que son no-negativas, esto
implicarı́a que el producto h(x)f(x) es también no-negativo y además es claro que
puede ser normalizado para formar una densidad. Supongamos que esta densi-
dad es g, por lo tanto

g(x) ∝ h(x)f(x), (5.33)

donde si no consideramos el valor de Xi obtendremos que la constante de norma-
lización es igual a

h(Xi)
f(Xi)

g(Xi)
.

En este caso el estimador propuesto por el muestreo de importancia es un esti-
mador de varianza cero, sin embargo como ya se ha expuesto con anterioridad en
este documento, este estimador es inútil en la práctica pues para lograr normali-
zar el producto h · f necesitamos dividir el mismo entre el valor de su integral, es
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decir la E[h].

Con esto en mente, sabemos que la densidad óptima del muestreo de impor-
tancia es el producto normalizado del integrando y la densidad original, de modo
que al adaptar estas ideas a nuestro problema de estimación para la valuación de
opciones de trayectoria dependiente podemos decir que la densidad óptima es
proporcional a

exp{F (z)− 1

2
zT z},

pues el integrando es igual a exp{F (z)} y exp{−zT z/2} es proporcional a la den-
sidad normal estándar. Al normalizar esta función y dividirla entre su integral
producimos una nueva densidad que en general no pertenece a la familia de den-
sidades normales.

Ya que hemos restringido nuestros cálculos a cambios de medida que sólo alte-
ren la media de la distribución, podemos tratar de seleccionar µ de tal forma que
la densidad N(µ, I) se aproxime a la distribución óptima. Una manera de hacer
esto es escoger µ igual a la moda de la distribución, es decir elegir el valor µ que
resuelve

máx
z
{F (z)− 1

2
zT z}. (5.34)

Dado este problema de maximización, observamos que la condición de primer
orden para el óptimo es ∇F (z) = zT , que coincide con (5.32). Si por ejemplo
tenemos que la función objetivo en (5.34) es estrictamente cóncava, entonces si la
condición de primer orden tiene solución, podemos asegurar que esta es la única
solución existente y por lo tanto el único punto óptimo.

Podemos interpretar a la solución de (5.34) como una trayectoria óptima, ya
que para cada z ∈ Rn se determina una trayectoria discreta del Movimiento Brow-
niano y esta a su vez describe una trayectoria del activo subyacente. Si estamos
midiendo la importancia via el producto de la función de pago exp{F (Z)} y la
densidad exp{−zT z/2}/(2π)n/2, se dice que la solución de (5.34) es la trayectoria
más “importante”del subyacente. Por último, sólo nos falta resaltar el hecho de
que al hacer la elección de este punto µ, estamos eligiendo una nueva deriva para
el Movimiento Browniano que guı́a al proceso a lo largo de la trayectoria óptima.
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§5.2.7. Opciones Asiáticas.

En la sección anterior hemos mostrado la selección y aplicación del cambio de
deriva óptimo para el caso de un call asiático, dándonos cuenta de que resolver
(5.34) es equivalente a maximizar G(z) exp{−zT z/2}, con G la función de pago
de una opción asiática. En este ejemplo podemos ver claramente que el factor de
descuento exp{−rT} es constante, sin embargo para propósitos de optimización
podemos ignorarlo y redefinir G(z) como [S̄ −K]+. Además es fácil ver que para
obtener este máximo, es suficiente con considerar los puntos z para los cuales
S̄ > K ya que son justamente los puntos donde G es diferenciable.

Entonces para la condición de primer orden debemos diferenciar

[S̄ −K] exp{−z
T z

2
},

para posteriormente resolver

∂S̄

∂zj
− [S̄ −K]zj = 0.

Al utilizar (5.29), encontramos que

∂S̄

∂zj
=

1

m

m∑
i=j

∂S(ti)

∂zj
=

1

m

m∑
i=j

σ
√
ti − ti−1S(ti),

transformando nuestra condición de primer orden en

zj =

∑m
i=j σ
√
ti − ti−1S(ti)

mG(z)
.

Si consideramos ahora el caso particular donde el espaciado de tiempo es uni-
forme con ti − ti−1 ≡ h, obtenemos la siguiente regla recursiva

z1 =
σ
√
h(G(z) +K)

G(z)
, zj+1 = zj −

σ
√
hS(tj)

mG(z)
j = 1, . . . ,m− 1. (5.35)

De donde dado el valor de G(z), (5.35) y (5.29) determinan el valor de z. De
hecho si y ≡ G(z), podemos aplicar (5.35) para calcular zj para j = 1, . . . ,m− 1.

A través de esta iteración, cada valor de y determina un valor de z(y) y una
trayectoria S(ti, y), con i = 1, . . . ,m. Al resolver la condición de primer orden, nos
reducimos a encontrar la y para la cual la función de pago en S(t1, y), . . . , S(tm, y)
es de hecho y, es decir que debemos encontrar la raı́z de la ecuación
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1

m

m∑
j=1

S(ti, y)−K − y = 0.

§5.2.8. Muestreo de Importancia más Estratificación.

Como ya hemos visto la reducción de varianza puede ser difı́cil de obtener en
algunos casos prácticos dadas las condiciones del problema, sin embargo sabemos
también que el muestreo de importancia es una técnica sumamente poderosa y
flexible para poder alterarse y combinarse con otros métodos como el muestreo
estratificado (como vimos en el caso del VaR), y ası́ lograr mejores resultados. Si
realizamos una estratificación sobre una proyección lineal de Z, tendrémos que
vTZ está estratificado para algún v ∈ Rn, y además es fácil de implementar (ver
sección 4.3.2 de [9]).

El cambio de medida no afecta en absoluto esta condición sobre la muestra, ya
que de hecho podemos obtener muestras de una distribución N(µ, I) a partir de
unaN(0, I) y posteriormente añadir el parámetro µ, de modo que podemos aplicar
primero un Muestreo Estratificado sobre la distribución N(0, I) y posteriormente
sumar µ.

En [10] se consideran dos tipos de estrategias para seleccionar la dirección v
de la estratificación. La primera es fijar v = µ en los grupos donde µ describe una
trayectoria importante, y por ende una potencial dirección para la estratificación.
La segunda estrategia es expandir (5.31) de la siguiente manera

exp {F (µ+ Z)} exp {−µTZ − 1

2
µTµ} ≈ exp{F (µ) +∇F (µ)Z +

1

2
ZTH(µ)Z}

· exp {−µTZ − 1

2
µTµ},

con H(µ) como el Hessiano de la matriz que proporciona F evaluado en µ. Bajo
un esquema de muestreo de importancia en donde µT = ∇F (µ), se elimina el
término lineal en el exponente indicándonos que la estratificación debe aplicarse
al término cuadrático, bajo algún criterio de optimización (sección 4.3.2 de [9]).

§5.3. El Problema de la Ruina.

Una aplicación clásica del muestreo de importancia nace a partir de la estima-
ción de probabilidades de ruina en la Teorı́a de Riesgo de los Seguros. Si el lector
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de este trabajo desea profundizar más en los aspectos teóricos de la Teorı́a de la
Ruina, se recomienda ampliamente el libro de S. Asmussen, Ruin Probabilities [2],
en el cual se basa la exposición de esta sección.

§5.3.1. El Proceso de Riesgo.

Un proceso de riesgo de reservas {Rt}t≥0, es un modelo que describe la evolución
de las reservas de una compañı́a de seguros a través del tiempo. Denotaremos a la
reserva inicial como u = R0, de esta manera si la compañı́a de seguros se aruina,
implica que sus reservas han caı́do por debajo del cero. La probabilidad de ruina
en un horizonte de tiempo infinito es

Ψ(u) = P{́ınf
t≥0

Rt < 0} = P{́ınf
t≥0

Rt < 0|R0 = u}, (5.36)

mientras que la probabilidad de ruina para un horizonte de tiempo finito, es decir,
antes de un tiempo T fijo, se define como

Ψ(u, T ) = P{ ı́nf
0≤t≤T

Rt < 0}. (5.37)

A veces, es más conveniente trabajar con el proceso del excedente de las reclama-
ciones {St}t≥0 definido como St = u−Rt, para el cual

τ(u) = ı́nf{t ≥ 0 : Rt < 0} = ı́nf{t ≥ 0 : St > u} (5.38)

M = sup
0≤t<∞

St, y MT = sup
0≤t≤T

St, (5.39)

representan el tiempo de ruina y el valor máximo del proceso para un horizonte
de tiempo infinito y uno finito, respectivamente. De manera alternativa las proba-
bilidades de ruina pueden escribirse como

Ψ(u) = P{τ(u) <∞} = P{M > u} (5.40)

Ψ(u, T ) = P{MT > u} = P{τ(u) ≤ T}. (5.41)

Para que el proceso de riesgo de las reservas describa apropiadamente la rea-
lidad, necesitamos que se cumplan las siguientes condiciones:
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Sólo puede haber un número finito de reclamaciones en intervalos de tiempo
finitos, esto significa que si Nt denota el número de reclamaciones en el in-
tervalo [0, t], entonces Nt < ∞. Denotaremos al tiempo entre reclamaciones
como Ti para i = 1, 2, . . ., donde T1 representa el tiempo de llegada de la pri-
mera reclamación. Por lo tanto, el tiempo de llegada de la n-ésima reclama-
ción es σn = T1+· · ·+Tn yNt = mı́n{n ≥ 0 : σn+1 > t} = máx{n ≥ 0 : σn ≤ t}.

El tamaño de la n-ésima reclamación lo denotaremos por Un.

El flujo de primas se presenta a una tasa constante p por unidad de tiempo.

De este modo al juntar todos nuestros supuestos tenemos que

Rt = u+ pt−
Nt∑
k=1

Uk,y St =
Nt∑
k=1

Uk − pt, (5.42)

donde las variables Uk son v.a.i.i.d, mayores o iguales que cero, que describen la
distribución de las reclamaciones y son independientes del proceso Nt.

Dadas las condiciones del problema, el proceso Poisson Compuesto es uno de los
modelos más utilizados para describir el fenómeno denominado como ruina, sin
embargo, procesos más generales como los procesos de Lévy pueden ser utilizados
para modelar este problema.

A continuación introduciremos algunos resultados y propiedades de gran re-
levancia para el cálculo de probabilidades de ruina modeladas a través de un pro-
ceso Poisson Compuesto con intesidad β y de igual forma realizaremos el cálculo
de las herramientas básicas del muestreo de importancia.

Una de las propiedades más importantes del proceso Poisson es que existe una
constante ρ tal que

1

t

Nt∑
k=1

Uk
c.s.→ ρ, t→∞. (5.43)

La demostración de este hecho se sigue de inmediato de las propiedades del
proceso Poisson de la siguiente manera

ĺım
t→∞

E[
1

t

Nt∑
k=1

Uk] = ĺım
t→∞

E[E[
1

t

Nt∑
k=1

Uk|Nt = n]] = ĺım
t→∞

1

t
βtE[U1] = βE[U1] = ρ.

A la constante ρ se le interpreta como el monto promedio de las reclamaciones
por unidad de tiempo. Una cantidad de mayor relevancia, es la llamada “carga de
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seguridad”η (safety loading condition), definida como el monto relativo por el cual
la tasa del flujo de primas excede el monto promedio de las reclamaciones, donde

η =
p− ρ
ρ

. (5.44)

Esta cantidad es de gran importancia ya que gracias a ella podemos deter-
minar fácilmente cuándo ocurre la ruina. De hecho las compañias aseguradoras
siempre buscarán mantener η > 0, para hacer nula la posibilidad de una even-
tual ruina. Para establecer de manera clara lo anterior tenemos las siguientes dos
proposiciónes

Proposición 6. Para el proceso del excedente de las reclamaciones {St}t≥0, se cumple:
a)Sin importar el valor de η, St/t converge casi seguramente a ρ− p si t tiende a infinito.
b)Si η < 0, entonces St

c.s→∞.
c)Si η > 0, entonces St

c.s→ −∞.
d)Si η = 0, entonces el ĺım inft→∞ St = −∞ y ĺım supt→∞ St =∞.

Para probar la proposición anterior necesitamos establecer el siguiente Lema:

Lema 4. Si nh ≤ t ≤ (n+ 1)h, entonces

Snh − h ≤ St ≤ S(n+1)h + h.

Demostración

Primero debemos notar que para u, v ≥ 0, se tiene que Su+v ≥ Su− v, de hecho
Su+v−Su alcanza su mı́nimo cuando no se presentan reclamaciones en el intervalo
(u, u + v) y el valor que toma es precisamente v. En particular, si t = nh + v con
0 ≤ v ≤ h entonces

St ≥ Snh − v ≥ Snh − h.

Análogamente,

Snh+h ≥ Snh − h.

Con lo que probamos ambos lados de la desigualdad mostrada en el Lema 4.

�
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A continuación probaremos la Proposición 2.
Demostración

Para un h fijo, tenemos que la sucesión {Snh}n≥0 es una caminata aleatoria
en tiempo discreto y por lo tanto al aplicar la Ley Fuerte de los Grandes Números
podemos asegurar que como se cumple (5.43) entonces

Snh
n

=

∑Nnh

k=1 Uk − pnh
n

c.s.−→ E[Sh] = h(ρ− p), n→∞.

De modo que al aplicar el resultado del Lema anterior, concluimos que

ĺım inf
t→∞

St
t

= ĺım inf
n→∞

ı́nf
nh≤t≤(n+1)h

St
t
≥ 1

h
ĺım inf
n→∞

Snh − h
n

=
1

h
E[Sh] = ρ− p.

De manera análoga

ĺım sup
t→∞

St
t

= ĺım sup
n→∞

sup
nh≤t≤(n+1)h

St
t
≤ 1

h
ĺım sup
n→∞

S(n+1)h + h

n
=

1

h
E[Sh] = ρ− p.

Con lo que probamos el resultado expuesto en a). Los incisos b) y c) son conse-
cuencia inmediata de a) y la definición de η. Para d), debemos aplicar un resultado
mucho más general de las caminatas aleatorias expuesto en [1] (pp. 169), que nos
dice que el ĺım infn→∞ Snh = −∞ y que el ĺım supn→∞ Snh = ∞ concluyendo ası́ la
prueba de la proposición.

�

Para observar la relación que existe entre la probabilidad de ruina y la llamada
carga de seguridad η, establezcamos la siguiente proposición:

Proposición 7. Supongamos que (5.43) se cumple, entonces si η ≤ 0 implica que M =
∞ casi seguramente, y por lo tanto Ψ(u) = 1 para toda u, mientras que si η > 0 entonces
M <∞ casi seguramente y Ψ(u) < 1 para toda u suficientemente grande.

Demostración

Como se cumple (5.43) tenemos que

St
t

=

∑Nt

k=1 Uk − pt
t

c.s−→ ρ− p, t→∞,
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de modo que si η ≤ 0, entonces ρ − p > 0 lo que implica que St
c.s.→ ∞ y M =

sup0≤t<∞{St} = ∞, Ψ(u) = P{τ(u) < ∞} = P{M > u} = 1 para toda u. Por otra
parte si η > 0 implica que St/t < 0 y entonces St converge casi seguramente a−∞
y con esto M <∞ casi seguramente, lo que nos lleva a concluir que Ψ(u) < 1.

�

§5.3.2. Muestreo de Importancia Via Conjugación de Lundberg.

En las secciones anteriores hemos desarrollado las herramientas necesarias pa-
ra la aplicación del muestreo de importancia al problema de la ruina. Únicamente
nos falta enunciar un resultado de la teorı́a de riesgo, conocido como la Aproxi-
mación de Cramér-Lundberg, que nos dice que para un proceso Poisson Compuesto
con intensidad β, tasa del flujo de primas p = 1 y distribución del tamaño de las
reclamaciones igual a B con función generadora de momentos o transformada de
Laplace MB(θ), se tiene que

Ψ(u) ∼ Ce−γu, u→∞, (5.45)

donde C = (1 − ρ)/(βMB(γ) − 1) representa la constante de Cramér-Lundberg, ρ
está definida como en (5.43) y γ > 0 igual a la solución de la ecuación de Lundberg

β(MB(γ)− 1)− γ = 0, (5.46)

la cual puede escribirse de manera equivalente como

MB(γ) = 1 +
γ

β
. (5.47)

A la constante γ se le conoce como el coeficiente de ajuste.

Para aplicar el IS debemos considerar que

Ψ(u) = P{τ(u) <∞} = e−γuẼ[e−γξ(u)],

donde ξ representa el excedente de primas y que nuestras simulaciones deberán
obtenerse a partir de la nueva medida de probabilidad P̃, lo que implica utilizar β̃
y B̃ como nuevos parámetros en lugar de los originales β y B, con el propósito de
almacenar información de Z(u) = e−γSτ(u) , el estimador propuesto por el muestreo
de importancia.
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Para efectos prácticos, el proceso continuo {St} se simula considerando tiem-
pos discretos {σk}, que correspondan a la llegada de cada una de las reclama-
ciones. Con lo anterior podemos proponer el siguiente algoritmo para generar
simulaciones del estimador Z = Z(u):

1. Calcular el coeficiente de ajuste γ > 0 como solución de la ecuación de Lund-
berg

0 = κ(γ) = β(MB(γ)− 1)− γ,
y posteriormente definir a β̃ y B̃ como

β̃ = βMB(γ) y B̃(dx) = eγx
B(dx)

MB(γ)
.

2. Iniciar S en cero.

3. Generar T como una variable aleatoria exponencial de parámetro β̃ y U a
partir de B̃. Posteriormente asignar S ←− S + U − T .

4. Si S > u, debemos asignar Z ←− eγS , de otra forma regresamos al paso 3 y
repetimos el procedimiento.

Existen varias razones intuitivas para creer que el algoritmo anterior es bueno,
en primera instacia, como P̃{τ(u) < ∞} = 1, entonces se resuelve el problema
para un horizonte infinito, además de que dado el conocimiento sobre la forma
de Ψ(u), podemos esperar obtener poca varianza en nuestras estimaciones al ais-
lar la información desconocida, Ẽ[e−γξ(u)] y ası́ evitar simular la parte conocida
e−γu. Si deseamos encontrar una trayectoria muestral del proceso de riesgo que se
aproxime a la ruina, debemos considerar que P̃ y P{·|τ(u) < ∞} (ambas medidas
restringidas a Fτ(u)) coinsiden asintóticamente en {τ(u) < ∞}, lo que nos indica
que la medida de cambio P̃ está cerca de ser la medida óptima de cambio.

A continuación analizaremos la eficiencia del estimador propuesto por el mues-
treo de importancia.

Teorema 4. El estimador Z(u) = e−γSτ(u) simulado bajo P̃ tiene error relativo acotado.

Demostración

Ẽ[Z(u)2] = Ẽ[e−2γSτ(u) ] ≤ e−2γu ∼ Ψ(u)2

C2
∼ e−2γu <∞, ∀u.
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�

En este punto, es natural preguntarnos si existen parámetros distintos a los
propuestos por el muestreo de importancia bajo un esquema de grandes desvia-
ciones, que mejoren la varianza de la simulación. La respuesta a este cuestiona-
miento es no. Si tenemos β1 y B1 distintos de β̃ y B̃ (los parámetros propuestos
bajo el IS), y pensamos en el problema con horizonte infinito, entonces podemos
restringir nuestra atención al caso en que β1µB1 ≥ 1 (con µB1 la media de la dis-
tribución B1), ya que de esta forma aseguramos que la carga de seguridad η sea
negativa y por consecuencia la probabilidad de una eventual ruina es igual a 1.
Entonces el estimador propuesto por el muestreo de importancia tiene la siguien-
te forma

Z(u) =

m(u)∏
i=1

βe−βTi

β1e−β1Ti

dB

dB1

(Ui), (5.48)

donde m(u) representa el número de reclamaciones que llevan a la compañı́a de
seguros a la ruina y recordamos que Ti = σi − σi−1 es el intervalo de tiempo de la
reclamación i.

Teorema 5. El estimador (5.48) simulado con los parámetros β1 y B1 no es logarı́tmica-
mente eficiente cuando (β1, B1) 6= (β̃, B̃).

Demostración

La demostración de este Teorema es Corolario del Teorema 6.

�
Cabe resaltar que podemos generalizar de manera sencilla este algoritmo a un

modelo de renovación, de la siguiente manera: Sean X1, X2, . . . v.a.i.i.d, con dis-
tribución F y supongamos que esta distribución tiene media µF < 0. Tomemos a
Sn y defimamos a m(u) = ı́nf{n : Sn > u}. Supongamos también que la función
generadora de momentos de F , MF (γ) = 1 y que M ′

F (γ) < ∞ para alguna cons-
tante positiva γ. Sabemos que bajo el muestreo de importancia la distribución de
cambio F̃ , se obtiene al hacer F̃ (dx) = eγxF (dx), de modo que el estimador pro-
puesto por el IS es Z(u) = e−γSM(u) , es decir que la distribución de cambio F̃ debe
ser equivalente a F y

Z(u) =

m(u)∏
i=1

dF

dF̃
(Xi). (5.49)
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Teorema 6. El estimador (5.49), simulado bajo la distribución F1 de Xi tiene error re-
lativo acotado cuando F1 = F̃ . Cuando F1 6= F̃ este estimador no es logarı́tmicamente
eficiente.15

Demostración

El hecho de que (5.49) tenga error relativo acotado se prueba exactamente igual
que el Teorema 5, notando que F1(dx) = F̃ (dx) = eγxF (dx).

Para probar la segunda parte del Teorema, utilicemos la regla de la cadena para
las derivadas de Radon-Nikodym y escribamos

W (F |F1) =
dF

dF1

(X1) · · ·
dF

dF1

(Xm(u)),

de modo que

EF1 [Z
2(u)] = EF1 [W

2(F |F1)] = EF1 [W
2(F |F̃ )W 2(F̃ |F1)]

= Ẽ[W 2(F |F̃ )W (F̃ |F1)] = Ẽ[exp{K1 + · · ·+Km(u)}],
donde

Ki = log

(
dF̃

dF1

(Xi)

(
dF

dF̃
(Xi)

)2)
= log

(
dF̃

dF1

(Xi)

)
+ 2 log

(
dF

dF̃
(Xi)

)
= − log

(
dF1

dF̃
(Xi)

)
+ 2 log

(
dF

eγxdF
(Xi)

)
= − log

(
dF1

dF̃
(Xi)

)
− 2γXi.

Por lo tanto

Ẽ[Ki] = Ẽ
[
− log

(
dF1

dF̃
(Xi)

)]
− 2γẼ[Xi] = ε′ − 2γẼ[Xi].

Y al utilizar la desigualdad de Jensen y la concavidad de la función logarit-
mo aseguramos que ε′ > 0. Como último paso hay que darse cuenta de que las
variables K1, K2, . . . son i.i.d, entonces la desigualdad de Jensen y la identidad de
Wald nos dicen que

EF1 [Z(u)2] = Ẽ[exp{K1 + · · ·+Km(u)}]
≥ exp{Ẽ[K1 + · · ·+Km(u)]}
= exp{Ẽ[m(u)](ε′ − 2γẼ[Xi])}.

15Este Teorema Prueba que los parámetros de cambio óptimos son únicos.
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Y ya que Ẽ[m(u)/u] converge a 1/Ẽ[Xi], podemos concluir que para 0 < ε <
ε′/Ẽ[Xi],

ĺım sup
u→∞

EF1 [Z(u)2]

Z(u)2eεu
≥ ĺım sup

u→∞

exp{Ẽ[m(u)](ε′ − 2γẼ[Xi])}
C2e−2γu+εu

= ĺım sup
u→∞

exp{(u/Ẽ[Xi])(ε
′ − 2γẼ[Xi])}

C2e−2γu+εu

= ĺım sup
u→∞

exp{(u/Ẽ[Xi])ε
′ − 2γu}

C2e−2γu+εu

≥ ĺım sup
u→∞

euε−2γu

C2e−2γu+εu

=
1

C2
> 0.

Lo que completa la demostración.

�

A continuación mostraremos la prueba del Teorema 6:

Consideremos el proceso Poisson Compuesto de riesgo con intensidades β′, β′′,
intervalos de tiempo genéricos T ′, T ′′, distribución del tamaño de las reclamacio-
nes B′, B′′ y tamaño genérico de las reclamaciones U ′, U ′′. Bajo estas hipótesis, de
acuerdo al Teorema 7 todo lo que necesitamos probar es que si U ′ − T ′ D= U ′′ − T ′′
(i.e. igualdad en distribución), ya que con esto aseguramos que β′ = β′′ y que
B′ = B′′. Entonces si hacemos uso de la propiedad de pérdida de memoria de la dis-
tribución exponencial, tenemos que U ′ − T ′ tiene cola exponencial izquierda con
tasa β′, mientras que U ′′ − T ′′ tiene cola exponencial izquierda con tasa β′′, lo que
implica que β′ = β′′. De este modo tenemos por un lado que

P{U ′ − T ′ > x} =

∫ ∞

0

β′e−β
′yB̄′(x+ y)dy = β′e−β

′x

∫ ∞

x

e−β
′zB̄′(z)dz,

donde hemos realizado el cambio de variable z = x+y. Y por otro lado si hacemos
lo mismo pero ahora con U ′′ − T ′′ tenemos

P{U ′′ − T ′′ > x} =

∫ ∞

0

β′′e−β
′′yB̄′′(x+ y)dy = β′′e−β

′′x

∫ ∞

x

e−β
′′zB̄′′(z)dz.
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Al diferenciar ambas probabilidades e igualar los resultados, obtenemos que

β′e−β
′x(−e−β′xB̄′(x)) = β′′e−β

′′x(−e−β′′xB̄′′(x)).

Y ya que x > 0, β′ = β′′ yU ′−T ′ D= U ′′−T ′′ podemos concluir que B̂′(x) = B̂′′(x)
para todo x > 0, i.e. B′ = B′′.

�

§5.3.3. Muestreo de Importancia para el caso de Horizonte Finito.

El problema central es producir un estimador eficiente para Ψ(u, T ) con T <
∞. Con esto en mente, primero debemos establecer algunas ideas con respecto
al momento en el que ocurre la ruina, para después aplicar este conocimiento al
muestreo de importancia.

Para el modelo Poisson Compuesto general, los resultados conocidos son poco
explı́citos y básicamente toman la forma de desigualdades y aproximaciones. El
primer resultado importante de esta sección es que el valor um̃, donde u represen-
ta el capital inicial y

m̃ =
1

k′(γ)
=

1

βM ′
B(γ)− 1

=
1

β̃Ẽ[U ]− 1
=

C

1− ρ
.

Es en un sentido crı́tico apropiado, el tiempo más parecido al tiempo de ruina.
Los resultados posteriores tratan con mayor precisión y versiones refinadas de
este resultado.

Teorema 7. Supongamos que η > 0. Entonces, τ(u)/u converge en probabilidad a m̃
conforme u tiende a infinito.

P
{∣∣τ(u)

u
− m̃

∣∣ > ε

∣∣∣∣τ(u) <∞}
u→∞−→ 0. (5.50)

Esto implica que

Ψ(u,mu)

Ψ(u)
→

{
0 si m < m̃
1 si m > m̃

(5.51)

Para poder probar esto, necesitamos el siguiente resultado auxiliar:
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Proposición 8. Si η < 0, i.e. ρ = βµB > 1, entonces conforme u tiende a infinito,

τ(u)

u

c.s→ m =
1

ρ− 1
y

E[τ(u)]

u
→ 1

ρ− 1
. (5.52)

Además

τ(u)− µ√
u

D→ N(0, w2), donde w2 = βµ2
Bm

3. (5.53)

Demostración

El supuesto η < 0 asegura que P{τ(u) < ∞} = 1 y τ(u) converge casisegu-
ramente a infinito. Además por la Proposición 2, sabemos que St/t converge casi
seguramente a 1/m y por lo tanto tenemos la convergencia casi segura de

m = ĺım
t→∞

t

St
= ĺım

u→∞

τ(u)

Sτ (u)
= ĺım

u→∞

τ(u)

u+ ξτ(u)
= ĺım

u→∞

τ(u)

u
.

Aquı́ utilizamos que si ξ(t) = ı́nf{(Tk − Tk−1) − t|t < Tk − Tk−1}, entonces
ξτ(u) = o(u) c.s (Proposición A1.6 de [2]) ya que para el proceso de renovación
asociado, si µB < ∞ entonces ξ(t)/t converge casi seguramente a 0 y si además
E[T0] < ∞ tenemos que E[ξ(t)/t] converge a 0. Para probar esto último debemos
considerar que Nt, el número de renovaciones antes de t, satisface que Nt/t con-
verge con probabilidad 1 a µB, por lo que para un t lo suficientemente grande
podemos acotar ξ(t) por M(t) = máx{Tk − Tk−1|k < 2t/µB}. Y ya que el máximo
Mn de n variables aleatorias i.i.d. con media finita satisface que Mn/n converge
casi seguramente a 0 (por Borel-Cantelli), implica que ξ(t)/t converge con probabi-
lidad 1 a 0. Si además E[T0] <∞, y suponemos que Eo[ξ(t)] satisface la ecuación

z(t) = E[(T1 − T0)− t; (T1 − T0) > t],

entonces

E0[ξ(t)] =

∫ t

0

U(dy)z(t− y) =

∫ t

0

U(t− dy)z(y) ≤ c

btc+1∑
k=0

z(k),

con U =
∑∞

0 F ∗n, donde F ∗n representa la n-ésima convolución de F y c =
supx{U(x + 1) − U(x)} (c < ∞ ya que U(x + 1) − U(x) ≤ U(1)). Como z(k) ≤
E[(T1 − T0); (T1 − T0) > t] converge a 0, la suma es o(t) y por lo tanto E0[ξ(t)/t]
converge a 0.
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De este modo el primer resultado de la Proposición queda demostrado, i.e.

τ(u)

u

c.s→ m.

Para probar que

E[τ(u)]

u
→ 1

ρ− 1
,

utilizamos la identidad de Wald de la siguiente forma

u+ E[ξ(u)] = E[Sτ(u)] = E[τ(u)]E[S1] = (ρ− 1)E[τ(u)],

y ya que E[ξ(u)/u] converge a 0, afirmamos la segunda parte de (5.52).

Por último, para demostrar (5.53) aplicamos el Teorema del Lı́mite Central para
concluir que

St − t/m√
t

D→ N(0, βµ2
B).

Entonces de acuerdo con el Teorema de Anscombie (Teorema 7.3.2 de [4]) y (5.52),
el mismo resultado se mantiene para t = τ(u). De modo que si Z se distribuye
N(0, 1), entonces

Sτ(u) − τ(u)/m√
τ(u)

=
u+ ξ(u)− τ(u)/m√

τ(u)
≈

√
βµ2

BZ ⇒

τ(u)−mu√
τ(u)

≈ −m
√
βµ2

BZ
D→ m

√
βµ2

BZ ⇒

τ(u)−mu√
u

≈ m3/2
√
βµ2

BZ = wZ.

�
Demostración del Teorema 7

Comencemos por notar que el lado izquierdo de la ecuación (5.50) es igual a

P
{∣∣ τ(u)

u
− m̃

∣∣ > 0, τ(u) <∞
}

P{τ(u) <∞}
=
e−γuẼ

[
e−γξ(u);

∣∣ τ(u)
u
− m̃

∣∣ > ε, τ(u) <∞
]

Ψ(u)

≤
e−γuP̃

{∣∣ τ(u)
u
− m̃

∣∣ > ε
}

O(e−γu)
.
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Como P̃{·} converge a 0 por la Proposición 8, entonces

P
{∣∣τ(u)

u
− m̃

∣∣ > ε

∣∣∣∣τ(u) <∞}
−→ 0.

La ecuación (5.51) queda inmediatamente demostrada con el siguiente argu-
mento

Ψ(u, T )

Ψ(u)
=

P{τ(u) ≤ mu}
P{τ(u) <∞}

=
P
{ τ(u)

u
≤ m

}
P{τ(u) <∞}

.

Por lo tanto ya que el denominador es menor que 1 pues η > 0, entonces si
m < m̃ tenemos que τ(u)/u converge en probabilidad a m̃, ya que (5.50) se cum-
ple. Y como el numerador tiende a cero bajo estas condiciones, concluimos que
el cociente mostrado arriba tiende a cero y si m > m̃, entonces tiende a 1 ya que
tanto numerador como denominador coinciden. Por lo tanto (5.51) se cumple.

�

Este último resultado nos indica que podemos esperar diferentes conclusiones
dependiendo de si y < 1/k′(γ) o y > 1/k′(γ). El caso fácil es cuando y > 1/k′(γ),
donde Ψ(u, T ) es cercana a Ψ(u), de modo que es natural esperar que el cambio
de medida de P a P̃ produzca resultados cercanamente óptimos. De hecho

Proposición 9. Si y > 1/k′(γ), entonces el estimador Z(u) = e−γSτ(u)I{τ(u)≤yu} simula-
do bajo los parámetros β̃ y B̃ tiene error relativo acotado.

Demostración

Por el Teorema 7 tenemos que Ψ(u, T )/Ψ(u) tiende a 1, de modo que z(u) =
Ψ(u, yu) es del orden de magnitud de e−γu i.e. son asintóticamente parecidos. En-
tonces al realizar un procedimiento parecido al de la demostración del Teorema 4
aseguramos que

Ẽ[Z(u)2] ≤ e−γu.

Por lo tanto Z(u) tiene error relativo acotado.

�
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Nuestro siguiente paso es analizar el caso y < 1/k′(γ), para el cual considera-
remos a αy como la solución de la ecuación k′(α) = 1/y, y que γy = αy − yk(αy)
determina el orden de magnitud de Ψ(u, uy) en el sentido

− log Ψ(u)

u
→ γy.

La demostración de este hecho se muestra en el Teorema IV.4.8 de [2], utilzando
que γy > γ. Aún más, basándonos en ese resultado podemos afirmar que

Ψ(u, yu) = e−γyuEαy [exp{−αyξ(u) + τ(u)k(αy)}; τ(u) ≤ yu]. (5.54)

Ya que la definición de αy es equivalente a decir que Eαy [τ(u)] es asintóticamen-
te parecido a yu, podemos esperar que el cambio de medida de P a P̃ sea óptimo.
El estimador correspondiente a este esquema de muestreo de importancia es

Z(u) = exp{−αyξ(u) + τ(u)k(αy)}I{τ(u)≤yu}, (5.55)

para el cual tenemos el siguiente resultado

Teorema 8. El estimador (5.55) simulado con los parámetros βαy y Bαy es logarı́tmica-
mente eficiente.

Demostración

Ya que γy > γ, tenemos que k(αy) > 0 entonces

Eαy [Z(u)2] = Eαy [exp{−2αyξ(u) + 2τ(u)k(αy)}; τ(u) ≤ yu]

≤ e−2γyuEαy [e
−2αyxi(u); τ(u) ≤ yu]

≤ e−2γyu.

Por lo tanto, como − log(Ψ(u))/u converge a γy tenemos que

ĺım inf
u→∞

− log(Var[Z(u)])

− log(z(u))
= ĺım inf

u→∞

− log(Var[Z(u)])

− log(Ψ(u))
= ĺım inf

u→∞

− log(Var[Z(u)])

γyu
≥ 2.

�
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Capı́tulo 6

Apéndice A

En esta sección se realiza una simulación basada en el desarrollo teórico mos-
trado en la Sección 5.2.7, para calcular el valor de un call asiático y ası́ mostrar
la efectividad de la aplicación del muestreo de importancia desde un aspecto
numérico en uno de los casos estudiados en el capı́tulo anterior.

Cuadro 6.1: El cuadro muestra la simulación hecha para calcular el valor de un
call asiático (CK), su desviación estándar (Desv.), varianza (Var.), error estándar
(E) y un intervalo del 95 % de confianza para la estimación (IC). En todos los caso
se tomó S(0) = 100, r = 0.2, T = 4 y m = 365.

Monte Carlo Crudo
σ K τ CK Desv. Var. E IC

0.2 90

0 28.7755 17.4253 303.6418 0.5510 (27.6950, 29.8551)

1 34.2191 23.0101 529.4639 0.7276 (32.7930, 35.6453)

2 42.6921 28.2891 800.2714 0.8946 (40.9387, 44.4455)

3 51.4290 35.1816 1237.7 1.1125 (49.2484, 53.6096)

Muestreo de Importancia
σ K τ CK Desv. Var. E IC

0.2 90

0 32.2985 0.2174 0.0473 0.0069 (32.2850, 32.3119)

1 33.3323 0.2544 0.0647 0.0080 (33.2850, 33.3481)

2 32.2604 0.2613 0.0683 0.0083 (32.2442, 32.2766)

3 32.5676 0.2776 0.0771 0.0088 (32.5504, 32.5848)
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El número de simulaciones hechas para cada caso fue n = 1000. Se muestran
resultados para un valor de volatilidad σ = 0.2, precio pactado (strike) K = 90 y
periodo de inicio de ponderación τ = 0, 1, 2, 3.

Los resultados numéricos nos muestran una notable y amplia mejorı́a de la
estimación en cuanto a varianza se refiere.

Acontinuación se muestran los códigos de los programas elaborados en Matlab
utilizados en el Capitulo 1 y el Apendice A.

§6.1. MCCN.m

%Esta rutina estima p=P[x>=mu],cuando X se distribuye N(0,1)
%haciendo Monte Carlo Crudo, sobre una muestra de tamaño n.

function [E,IC]=MCCN(n,mu)

x=randn(n,1); %Simula n normales estándar.
I=[x>=mu]; %Función indicadora sobre el

%evento de interés.
N=sum(I); %Número total de valores aceptados.
p_est=mean(I); %Estimación MCC.
st=std(I); %Calculo de la desviación estándar.
E=[p_est,stˆ2,N]; %Regresa el valor estimado de p,

%su varianza y N.
IC=IC95(p_est,st,n); %Calcula el intervalo del 95%

%de confianza para p_est.

§6.2. ISN.m

%Esta rutina estima p=P[x>=mu],cuando X se distribuye N(0,1)
%bajo el Muestreo de Importancia con mu arbitraria, sobre
%una muestra de tamaño n.

function [I,IC]=ISN(n,mu)

x=randn(1,n)+ mu; %Combio de medida.
I=[x>=mu]; %Función indicadora sobre

%el evento de interés.
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N=sum(I); %Número total de valores
%aceptados.

I=[x>=mu].*exp(-mu*x + muˆ2/2); %Función indicadora sobre
%el evento de interés.

p_est=mean(I); %Estimación MCC.
st=std(I); %Calculo de la desviación

%estándar.
I=[p_est,stˆ2,N]; %Regresa el valor estimado

%de p, su varianza y N.
IC=IC95(p_est,st,n); %Calcula el intervalo del

%95% de confianza para
%p_est.

§6.3. IC95.m

%Esta función calcula el intervalo del 95% de confinaza
%para p_est
%con desviación st y tamaño de muestra n.

function C=IC95(p_est,st,n)

C=[p_est-1.96*st/sqrt(n),p_est+1.96*st/sqrt(n)];

§6.4. call-asiatico-MCC.m

%Esta función calcula el valor,la desviación estándar,
%la varianza,el error estandar y un intervalo de
%confianza del 95% de un call asiático utilizando MCC.
%Además grafica la trayectoria descrita por el
%instrumento.
%Recibe como parámetros de entrada:
%S0=el valor actual del activo.
%K=strike.
%r=tasa de interés libre de riesgo, por unidad de
%tiempo.
%T=tiempo en que se debe ejercer el contrato.
%m=número de puntos por unidad de tiempo, que se usan



100 6. APÉNDICE A

%para construir el promedio. i.e. 1/m es la longitud
%de cada subintervalo de tiempo.
%sigma=volatilidad del instrumento.
%n=número de simulaciones.
%tau=tiempo en el que comienza el promedio, en la
%mayorı́a de los casos,por simplicidad se toma tau=0.

function [val_opc,desv_est,varianza,error_est,IC]=...
call_asiatico_MCC(S0,K,r,T,m,sigma,n,tau)

D=zeros(1,T-1); %D=vector de dimensión
%(T-1) que representa
%el pago de los dividen-
%dos al final de cada
%unidad de tiempo.

a=[1:n]; %Vector de trayectorias
%simuladas.

b=a; %Vector que indica las
%trayectorias posibles.

c=n; %Número de elementos en
%b.

final=zeros(1,n); %Vector de trayectorias
%completas.

while c>0 %Mientras tengamos
%trayectorias incompletas
%(es decir,que existen
%trayectorias
%imposibles en los
%ciclos previos).

S=S0*ones(1,n); %Comienza cada trayectoria
%con S0.

t=1;
while (t<=tau) & (c>0) %Calcula S(t), para t en

%{1,2,...,tau} ya para
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%todas las k para las que
%aún no existan trayecto-
%rias completas.

S(b)=S(b).*exp((r-(1/2)*(sigmaˆ2))+...
sigma*randn(1,c));

b=b(S(b)>=D(t)); %Las trayectorias sólo
%son posibles si S(t)>=D(t)

S(b)=S(b)-D(t); %Entonces el valor del
%siguiente periodo es
%S(t)-D(t).

c=length(b); %Actualiza las variables.
t=t+1;

end

prom=S; %Se inicia el promedio
%al tiempo tau

while (t<T) & (c>0) %Calcula S(t), para t en
%{tau+1/m,...,T-1} para
%todas a quellas k, para
%las cuales no existen
%aún trayectorias completas.

for i=1:m %Calcula s(t-1+i/m), i en
%{1,...,m} y actualiza prom.

S(b)=S(b).*exp(((r-(1/2)*(sigmaˆ2))/m)...
+(sigma/sqrt(m))*randn(1,c));

prom(b)=prom(b)+S(b);
end

b=b(S(b)>=D(t)); %Nuevamente, las trayecto-
%rias sólo son posibles si
%S(t)>=D(t).
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S(b)=S(b)-D(t); %Entonces el valor inicial
%para el siguiente periodo
%es S(t)-D(t).

c=length(b); %Actualiza las variables.
t=t+1;

end %En este momento tenemos
%el valor al principio del
%último periodo, y los
%valores correctos para
%los indices en b.

final(b)=ones(1,c); %Repetimos el ciclo para
%aquellos indices k para
%los el último ciclo resul-
%to en una trayectoria
%imposible.

b=a(final==0);
c=length(b);
S(b)=S0*ones(1,c);

end %Ahora cada trayectoria
%es correcta y S es un
%vector de n trayectorias
%al inicio del T-ésimo
%periodo.

for i=1:m
U=randn(1,n);
S=S.*exp((r-(1/2)*(sigmaˆ2))/m+(sigma/sqrt(m))*U);
prom=prom+S;

%Calcula S(T-1+i/m),i en
%{1,...,m} y actualiza
%el valor de prom.
%S es ahora S(T)

end

prom=prom/(m*(T-tau)+1); %Calcula el promedio.
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V=exp(-r*T)*max([(prom-K) ; zeros(1,n)]);

%Calcula el valor de la
%opción para cada
%trayectoria.

val_opc=mean(V); %Calcula el valor de
%la opción.

desv_est=std(V); %Calcula la desviación
%estándar del valor
%de la opción.

varianza=var(V); %Calcula su varianza.

error_est=sqrt(sum((V-val_opc).ˆ2)/(n-1)/n);
%Calcula el error
%relativo estimado.

IC=IC95(val_opc,desv_est,n); %Calcula un intervalo
%de confianza del 95%.

plot(V); %Grafica la trayectoria
%de la opción.

§6.5. call-asiatico-IS.m

%Esta función calcula el valor, la desviación estándar,
%la varianza,el error estandar y un intervalo de
%confianza del 95% de un call asiático utilizando IS.
%Además muestra la grafica de la trayectoria descrita
%por el instrumento.
%Recibe como parámetros de entrada:
%S0=el valor actual del activo.
%K=strike.
%r=tasa de interés libre de riesgo,por unidad de
%tiempo.
%T=tiempo en que se debe ejercer el contrato.
%m=número de puntos por unidad de tiempo, que se
%usan para construir el promedio. i.e. 1/m es la
%longitud de cada subintervalo de tiempo.
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%sigma=volatilidad del instrumento.
%n=número de simulaciones.
%tau=tiempo en el que comienza el promedio, en la
%mayorı́a de los casos por simplicidad se toma tau=0.

function [val_opc,desv_est,varianza,error_est,IC]=...
call_asiatico_IS(S0,K,r,T,m,sigma,n,tau)

D=zeros(1,T-1); %D=vector de dimensión
%(T-1) que representa
%el pago de los
%dividendos al final
%de cada unidad de
%tiempo.

a=[1:n]; %Vector de trayectorias
%simuladas.

b=a; %Vector que indica las
%trayectorias posibles.

c=n; %Número de elementos en b.
final=zeros(1,n); %Vector de trayectorias

%completas.

while c>0 %Mientras tengamos
%trayectorias incompletas,
%es decir que existen
%trayectorias imposibles
%en los ciclos previos.

S=S0*ones(1,n); %Comienza cada trayecto-
%ria con S0.

t=1;
while (t<=tau) & (c>0) %Calcula S(t), para t en

%{1,2,...,tau} ya para
%todas las k para las que
%aún no existan trayecto-
%rias completas.
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S(b)=S(b).*exp((r-(1/2)*(sigmaˆ2))+...
sigma*(randn(1,c)));

b=b(S(b)>=D(t)); %Las trayectorias sólo
%son posibles si S(t)>=D(t).

S(b)=S(b)-D(t); %Entonces el valor del
%siguiente periodo es
%S(t)-D(t).

c=length(b); %Actualiza las variables.
t=t+1;

end

prom=S; %Se inicia el promedio al
%tiempo tau.

while (t<T) & (c>0) %Calcula S(t), para t en
%{tau+1/m,...,T-1} para
%todas aquellas k, para
%las cuales no existen
%aún trayectorias completas.

for i=1:m %Calcula s(t-1+i/m), i en
%{1,...,m} y actualiza prom.

S(b)=S(b).*exp(((r-(1/2)*(sigmaˆ2))/m)...
+(sigma/sqrt(m))*(randn(1,c)));

prom(b)=prom(b)+S(b);
end

b=b(S(b)>=D(t)); %Nuevamente, las trayecto-
%rias sólo son posibles si
%S(t)>=D(t).

S(b)=S(b)-D(t); %Entonces el valor inicial
%para el siguiente periodo
%es S(t)-D(t).
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c=length(b); %Actualiza las variables.
t=t+1;

end %En este momento tenemos
%el valor al principio del
%último periodo, y los
%valores correctos para
%los indices en b.

final(b)=ones(1,c); %Repetimos el ciclo para
%aquellos indices k para
%los el último ciclo resul-
%to en una trayectoria
%imposible.

b=a(final==0);
c=length(b);
S(b)=S0*ones(1,c);

end %Ahora cada trayectoria es
%correcta y S es un vector
%de n trayectorias al
%inicio del T-ésimo periodo.

for i=1:m %Calcula S(T-1+i/m),i
%en {1,...,m} y actualiza
%el valor de prom.

U=randn(1,n);
S=S.*exp((r-(1/2)*(sigmaˆ2))/m+(sigma/sqrt(m))*U);
prom=prom+S; %S es ahora S(T).

end

prom=prom/(m*(T-tau)+1); %Calcula el promedio.
v=sum(prom);

%Encuentra el parámetro
%óptimo de manera númerica.

f=@(x)(1/n)*v-K-x;
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y=fzero(f,0); %Raı́z
z=zeros(1,n); %Recursión de las ecuaciones

%de primer orden
%(problema de maximización).

z(1)=((sigma*sqrt((1/m))*(y+K))/y);
for j=1:n-1

z(j+1)=z(j)-((sigma*sqrt(1/m)*S(j))/(n*y));
end

mu=z; %Parámetro de cambio óptimo.

%Se realiza una nueva
%simulación via IS con el
%parámetro de cambio mu.

dt = T/n; %Longitud de cada
%sub-intervalo de tiempo.

SS = S0 * ones (1 ,n); %Vector de trayectorias.
AA = zeros (1 ,n);
for i=1:n %Simulación de trayecto-

%rias y cálculo del
%promedio.

U= randn (1,n)+mu;
dWW = U* sqrt (dt );
SS = SS .* exp( (r - .5* sigma ˆ2)* dt + sigma *dWW );
AA = AA + SS;
end
AA = AA/n;

V=exp(-r*T)* mean ( max(AA-K ,0) )*...
exp(-mu’*U+(1/2)*mu’*mu);

%Valor de la opción por
%cada trayectoria.

VV=mean(V);
val_opc=mean(VV); %Valor de la opción.
desv_est=std(VV); %Desviación estándar.
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varianza=var(VV); %Varianza.
error_est=sqrt(sum((VV-val_opc).ˆ2)/(n-1)/n);

%Error estándar.
IC=IC95(val_opc,desv_est,n); %Intervalo de confianza

%al 95%.
plot(VV,’-r’); %Gráfica.
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