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Prefacio

Este libro es la continuación de la obra [16], y como aquella, es
resultado de cursos impartidos a lo largo de varios años, a estudiantes
de las licenciaturas de Matemáticas y Física, tanto en la Facultad de
Ciencias de la UNAM, como en la Universidad Autónoma Metropo-
litana Iztapalapa. Esta parte puede emplearse para un segundo curso
de Geometría Diferencial impartido a lo largo de un periodo semestral
o bien de uno trimestral.

En el capítulo 1 se introduce el concepto de superficie abstracta
diferenciable, su parametrización y los objetos geométricos asociados
a ésta al proveerla de una métrica. Se introduce el concepto de espacio
tangente a una superficie diferenciable y el concepto de orientación.
Además, se definen los conceptos de métricas riemannianas y semi-
riemannianas (de Minkowski) y en particular se estudian los modelos
de superficies con curvatura constante, que son los modelos básicos de
las geometrías euclidiana, esférica e hiperbólica.

En el capítulo 2 se estudia la geometría intrínseca de una super-
ficie diferenciable, desarrollando para ello los conceptos de derivada
covariante de un campo vectorial, la curvatura geodésica y el trans-
porte paralelo de un campo vectorial. Se estudian además las curvas
geodésicas en una superficie como la generalización de las rectas en el
plano. Se obtienen resultados geométricos como el Lema de Liouville
y el Teorema de Clairaut.

En el capítulo 3 se estudian las propiedades locales y globales de
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una superficie, utilizando los conceptos de aplicación exponencial, las
coordenadas normales y polares, así como los círculos y rayos geodési-
cos. Además se demuestra el teorema de completez de Hopf-Rinow
como un primer resultado global en una superficie completa.

En el capítulo 4 se estudian los grupos de isometrías de las super-
ficies con curvatura constante.

Finalmente, en el capítulo 5 se demuestra el Teorema de Gauss-
Bonnet, estudiando para ello las propiedades topológicas de una super-
ficie, su triangulación y su característica de Euler-Poincaré, así como
la clasificación de superficies cerradas y el índice de un campo vecto-
rial. Este teorema muestra la relación que hay entre las propiedades
dinámicas (geodésicas) y geométricas (curvatura) de una superficie con
sus propiedades topológicas (característica de Euler) y es, sin duda,
uno de los resultados principales de la Geometría Diferencial.

Al final de la obra se incluyen dos apéndices con algunos elementos
de la teoría de funciones analíticas, la topología y la teoría de espacios
métricos necesarios para la lectura de este libro.

La notación utilizada en esta obra es la misma que se utilizó en
la primera parte. Nuevamente, al discutir algún ejemplo, el proceso se
concluye con el símbolo �, mientras que cada demostración termina
con �.

La primera versión de esta obra fue realizada mientras el primer
autor disfrutó de una estancia sabática en la Universidad Autóno-
ma Metropolitana, Unidad Iztapalapa. Agradecemos el apoyo del Dr.
Carlos Signoret, jefe del Departamento de Matemáticas, para la reali-
zación de este proyecto. Igualmente, agradecemos al Comité Editorial
y la Coordinación de Servicios Editoriales de la Facultad de Ciencias
de la UNAM, por el apoyo brindado para la publicación de la obra.
Por último, agradecemos también a Daniel Espinosa, Guillermo Ruiz
y Víctor Cruz Barriguete su apoyo técnico.

Los autores
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Capítulo 1

Superficies abstractas

En este capítulo estudiamos el objeto conocido como superficie
diferenciable abstracta1, generalizando el concepto de superficie dife-
renciable en R

3.

1.1. Superficies diferenciables abstractas

Iniciamos definiendo el concepto de superficie topológica, con base
en el de espacio topológico, que puede consultarse en el apéndice B al
final de este trabajo.

DEFINICIÓN 1.1. Un espacio topológico S es una superficie to-
pológica si y sólo si para cualquier punto p ∈ S existe una pareja
(U,ϕ), donde U es una vecindad de p en S y ϕ : Ω → U es un
homeomorfismo de una región Ω ⊂ R

2 en U .

Asociando coordenadas (u, v) en Ω, las funciones ϕ y ϕ−1 se pueden
escribir como

ϕ(u, v) = q ϕ−1(q) = (u(q), v(q)), q ∈ U.

Decimos también que ϕ provee a la superficie topológica S de un
sistema de coordenadas (u, v) alrededor del punto p.

1También llamada variedad bidimensional o 2-variedad en la literatura clásica.

1



2 1.1. Superficies diferenciables abstractas

En otras palabras y de igual manera que para las superficies en R
3,

se dice que una superficie topológica es localmente homeomorfa al
plano. La figura 1.1 ilustra la definición de superficie topológica.

Figura 1.1: Superficie topológica.

Consecuentemente, para demostrar que un espacio topológico es
una superficie topológica, es suficiente con definir en una vecindad de
cada punto una transformación ϕ como en la definición, o su transfor-
mación inversa ϕ−1.

DEFINICIÓN 1.2. Con la notación de la definición 1.1, decimos
que

1. La pareja (U,ϕ) es una parametrización de S alrededor de p.

2. La pareja (U,ϕ−1) es una carta de S alrededor de p.

3. Una familia de parametrizaciones U = {(Ui, ϕi)}i∈I es una es-
tructura topológica para S si S =

⋃
i Ui.

4. Un conjunto de cartas A = {(Ui, ϕ
−1
i )}i∈I es un atlas para S si

S =
⋃

i Ui.

En este texto estableceremos la mayoría de los conceptos, ejemplos
y resultados en términos de parametrizaciones, aunque el lector podrá
fácilmente realizar la interpretación correspondiente a través de cartas.
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EJEMPLO 1.3. Es fácil ver que todas las superficies diferenciables
en R

3 obtenidas en [16] son superficies topológicas. �

EJEMPLO 1.4 (Plano proyectivo real de dimensión dos). Definimos
el plano proyectivo, denotado por RP

2, como el conjunto de rectas
que pasan por el origen en R

3. Es decir, cada una de estas rectas es un
punto en RP

2. Si se define la distancia entre dos puntos de RP
2 como el

menor ángulo positivo entre las rectas correspondientes, entonces este
conjunto, con esta distancia, resulta ser un espacio métrico. Damos a
RP

2 la topología definida mediante esta métrica.
Existe otra manera de definir el espacio proyectivo: Decimos que

una pareja de puntos p y q en R
3 están relacionados si y sólo si están

sobre una misma recta que pasa por el origen; es decir, si y sólo si existe
un escalar λ 6= 0 tal que p = λq. RP

2 también se suele definir como
un conjunto de clases de equivalencia R

3/ ∼ bajo la relación anterior.
No es difícil comprobar que las topologías de espacio métrico y de
espacio cociente dadas a RP

2 coinciden. Aclaramos esta afirmación a
continuación.

Sea Π : R
3 → RP

2 la aplicación que a cada punto p ∈ R
3 \ {0}

le asocia su clase de equivalencia [p] ∈ RP
2. Afirmamos que Π es una

función continua.
De la propiedad de la imagen inversa de los conjuntos abiertos bajo

aplicaciones continuas, será suficiente con demostrar que la imagen
inversa bajo Π−1 de una bola en RP

2 es un abierto en R
3 \ {0}.

Sean [p] ∈ RP
2, ǫ > 0 y

Bǫ([p]) = {[q] ∈ RP
2 | d([p], [q]) < ǫ}

la bola de radio ǫ con centro en [p]. Entonces Π−1(Bǫ([p])) es un cono
abierto en R

3 \ {0} cuya generatriz es la recta {tp | t 6= 0} con ángulo
ǫ en el vértice, como se muestra en la figura 1.2. Esto demuestra la
afirmación y consecuentemente Π es continua.

Por otro lado, del hecho Π(Π−1(Bǫ([p]))) = Bǫ([p]) y de la con-
tinuidad de Π se sigue que un conjunto U ⊂ RP

2 es abierto si y sólo
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Figura 1.2: Continuidad de la proyección Π.

si Π−1(U) ⊂ R
3 \ {0} es abierto. Esto dice que la topología de RP

2

con la distancia dada es precisamente la topología de espacio cociente
(véase [4]).

Afirmamos que RP
2 tiene una estructura de superficie topológica.

Para demostrar esto, utilizaremos el sistema de coordenadas euclidia-
nas x, y, z en R

3 para dotar a RP
2 de coordenadas.

Observemos que

1. Si x 6= 0 entonces

(x, y, z) = x
(
1,
y

x
,
z

x

)

es decir, los puntos (x, y, z) y (1, y/x, z/x) están sobre una misma
recta que pasa por el origen.

2. Si y 6= 0, entonces los puntos (x, y, z) y (x/y, 1, z/y) están sobre
una misma recta que pasa por el origen.

3. De manera análoga, si z 6= 0, entonces los puntos (x, y, z) y
(x/z, y/z, 1) están sobre una misma recta que pasa por el origen.

La anterior discusión nos dice que podemos representar a los puntos
de RP

2 usando coordenadas homogéneas (x : y : z), donde x, y, z ∈ R
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Figura 1.3: Abierto U1 para el espacio proyectivo RP
2.

y los elementos (x : y : z) y (λx : λy : λz) representan el mismo punto
cuando λ 6= 0.

De esta forma, podemos definir los conjuntos

U1 = { (x : y : z) ∈ RP
2 | x 6= 0 }

U2 = { (x : y : z) ∈ RP
2 | y 6= 0 }

U3 = { (x : y : z) ∈ RP
2 | z 6= 0 }

y ya que

Π−1(U1) = R
3 \ {plano (y, z)}

Π−1(U2) = R
3 \ {plano (x, z)}

Π−1(U3) = R
3 \ {plano (x, y)}

entonces tales subconjuntos de RP
2 resultan ser abiertos. Por ejemplo,

U1 es el conjunto de rectas que forman un ángulo positivo con el plano
yz (véase la figura 1.3).

Construimos además las aplicaciones ϕi : Ωi = R
2 → Ui mediante

las reglas de correspondencia

ϕ1(u1, v1) = (1 : u1 : v1),

ϕ2(u2, v2) = (u2 : 1 : v2),

ϕ3(u3, v3) = (u3 : v3 : 1).
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y las inclusiones Ji : Ωi → R
3 mediante las reglas

J1(u1, v1) = (1, u1, v1),

J2(u2, v2) = (u2, 1, v2),

J3(u3, v3) = (u3, v3, 1).

Entonces para cada i = 1, 2, 3 se tiene Π ◦ Ji = ϕi, lo que demuestra
que cada ϕi es una función continua.

Las inversas ψi : Ui → R
2 de estas parametrizaciones vienen dadas

por

(u1, v1) = ψ1(x : y : z) =
(y
x
,
z

x

)
,

(u2, v2) = ψ2(x : y : z) =

(
x

y
,
z

y

)
,

(u3, v3) = ψ3(x : y : z) =
(x
z
,
y

z

)
.

Si se definen en los abiertos respectivos de R
3 las aplicaciones continuas

Pi : Π−1(Ui) → R
2 mediante

P1(x, y, z) =
(y
x
,
z

x

)
,

P2(x, y, z) =

(
x

y
,
z

y

)
,

P3(x, y, z) =
(x
z
,
y

z

)
,

entonces Pi = ψi ◦ Π. De esta forma, al tomar un conjunto abierto
Ω̃ ⊂ Ωi, se tiene que P−1

i (Ω̃) es abierto, pues P−1
i (Ω̃) = Π−1(ψ−1

i (Ω̃))

es abierto si y sólo si ψ−1
i (Ω̃) es abierto. Esto prueba la continuidad

de las inversas ψi.
Se tiene entonces que {(Ui, ϕi)} es una estructura topológica (o

bien que {(Ui, ψi)} es un atlas) para RP
2, lo que le hace una superficie

topológica llamada el plano proyectivo real de dimensión dos. �
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Figura 1.4: Representante de una función f : S → R
n.

En la definición de superficie topológica hemos establecido que
cada punto en ella debe contar con una vecindad homeomorfa a un
abierto de R

2, pero ahora distinguiremos aquellas superficies cuyas
cartas y sus inversas sean diferenciables.

Después de parametrizar una porción de una superficie S, podemos
estudiar cualquier objeto definido en tal porción; por ejemplo, una
aplicación f : S → R

n. Sean p un punto arbitrario de S y (U,ϕ) una
parametrización alrededor de p, con ϕ : Ω ⊂ R

2 → U con coordenadas
(u, v). Sea (u0, v0) ∈ Ω de modo que ϕ(u0, v0) = p. Podemos definir
una función h : Ω → R

n de tal forma que

h(u, v) = (f ◦ ϕ)(u, v) = f(q),

con q = ϕ(u, v) ∈ U . Decimos que h(u, v) representa localmente a f(q)
en las coordenadas (u, v), como se muestra en la figura 1.4.

Con esta notación, diremos que la función f es diferenciable en
el punto p ∈ S si h = f ◦ ϕ es diferenciable2 en el punto (u0, v0).

2En esta obra usamos la palabra diferenciable como sinónimo de C∞.
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Puesto que esta definición está dada en términos de una parame-
trización, debemos mostrar que tal definición es correcta, en el sentido
de que no depende de la parametrización elegida. Si (Ũ , ϕ̃) es otra pa-
rametrización alrededor de p, de modo que f tenga una representación

h̃(ũ, ṽ) = f ◦ ϕ̃(ũ, ṽ),

en términos del cambio de coordenadas, tenemos

h̃ = f ◦ ϕ̃ = f ◦ (ϕ ◦ ϕ−1) ◦ ϕ̃ = (f ◦ ϕ) ◦ (ϕ−1 ◦ ϕ̃) = h ◦ (ϕ−1 ◦ ϕ̃).

Por lo tanto, para que la función representante h̃ en las coordenadas
(ũ, ṽ) sea diferenciable es suficiente que la composición ϕ−1 ◦ ϕ̃ sea
diferenciable. Análogamente, se tiene

h = h̃ ◦ (ϕ̃−1 ◦ ϕ),

de modo que si h̃ y ϕ̃−1 ◦ ϕ son diferenciables, entonces h también lo
es.

A las funciones de cambio de coordenadas

ϕ−1 ◦ ϕ̃ : ϕ̃−1(U ∩ Ũ) → ϕ−1(U ∩ Ũ)

y
ϕ̃−1 ◦ ϕ : ϕ−1(U ∩ Ũ) → ϕ̃−1(U ∩ Ũ)

se les llama funciones de transición entre las coordenadas (u, v) y
las coordenadas (ũ, ṽ) (véase la figura 1.5).

Esta discusión muestra la necesidad de la diferenciabilidad de los
cambios de coordenadas para definir la diferenciabilidad de una fun-
ción, por medio de la propiedad correspondiente de una función re-
presentante. Las propiedades del cambio de coordenadas hacen que la
diferenciabilidad no dependa del representante de la función, lo cual
nos lleva a definir una estructura diferenciable en S.

DEFINICIÓN 1.5. Sea S una superficie topológica con la estructura
U = {(Ui, ϕi)}i∈I . Entonces
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Figura 1.5: Funciones de transición en una superficie.

1. Dos parametrizaciones (U,ϕ) y (Ũ , ϕ̃) en U son compatibles si
y sólo si cada vez que U ∩ Ũ 6= ∅ se tiene que las funciones de
transición ϕ−1 ◦ ϕ̃ y ϕ̃−1 ◦ ϕ son diferenciables.

2. U es una estructura diferenciable para S si y sólo si cua-
lesquiera dos parametrizaciones de U son compatibles.

3. S es una superficie diferenciable (abstracta) si y sólo si S
admite una estructura diferenciable.

El lector puede traducir la anterior definición al lenguaje de las
cartas; en particular, un atlas diferenciable es un atlas cuyas cartas
son compatibles entre sí.

También existe el concepto de Cr-compatibilidad, donde se exige
que las funciones de transición sean de clase Cr (r ∈ N∪{0}). Dejamos
al lector los detalles de esta definición.
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EJEMPLO 1.6. No es difícil comprobar que cualquier superficie di-
ferenciable S ⊂ R

3 (véase, por ejemplo, [16]) es una superficie diferen-
ciable en el contexto de la definición 1.5. �

Por cuestiones técnicas, a veces conviene suponer que la estruc-
tura diferenciable contiene a la mayor cantidad de parametrizaciones
posibles (por ejemplo, todas las restricciones de una parametrización
dada). Formalizamos esta idea como sigue.

DEFINICIÓN 1.7. Sea S una superficie diferenciable con U como
estructura diferenciable. Decimos que U es maximal si y sólo si toda
parametrización compatible con las parametrizaciones en U pertenece
a U .

PROPOSICIÓN 1.8. Toda estructura diferenciable está contenida
en una estructura diferenciable maximal.

Demostración. Sea U una estructura diferenciable para S y definamos
Ũ como el conjunto de parametrizaciones compatibles con todas las
parametrizaciones de U . Es fácil ver que todos los elementos de Ũ son
compatibles entre sí y que Ũ es un atlas maximal (véase el ejercicio 1
de este capítulo).

Damos otros ejemplos de superficies diferenciables.

EJEMPLO 1.9. Consideremos a la superficie S = R
2 provista del

atlas
A = { (R2, ψ), (R2, ψ̃) }

donde ψ(u, v) = (u, v) y ψ̃(ũ, ṽ) = (ũ, ṽ3). Entonces las funciones de
transición tienen reglas de correspondencia

(ũ, ṽ) = ψ̃ ◦ ψ−1(u, v) = (u, v3), (u, v) = ψ ◦ ψ̃−1(ũ, ṽ) = (ũ, ṽ1/3).

Esto nos dice que con este atlas la superficie topológica S = R
2

no es diferenciable (ni siquiera de clase C1), pues la segunda función
coordenada v = ṽ1/3 no es diferenciable en 0; así, no se cumple la
definición 1.5. �
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En el ejemplo 1.9 observamos que las cartas dadas corresponden
a estructuras diferenciables diferentes las cuales tienen también dife-
rentes clases de diferenciabilidad.

En realidad, calcular el número de estructuras diferenciables dife-
rentes (no compatibles entre sí) que puede tener una superficie abs-
tracta es un problema muy complicado y abierto hasta la fecha. Por
ejemplo, para el caso de una esfera de dimensión 7, Milnor demostró
que existen 28 estructuras diferenciables distintas entre sí; véase [15].
La demostración de esta afirmación sale del alcance de este trabajo. En
lugar de eso, continuamos dando ejemplos de superficies diferenciables.

EJEMPLO 1.10. Consideremos el plano proyectivo RP
2 del ejemplo

1.4 con las parametrizaciones (Ui, ϕi) allí obtenidas. Para demostrar
que RP

2 es una superficie diferenciable es necesario comprobar que
todas las composiciones ϕ−1

j ◦ ϕi están definidas en abiertos del plano
R

2 y que son diferenciables.
Veamos primero qué ocurre con ϕ−1

1 ◦ ϕ2. Observe que para poder
evaluar esta expresión, ϕ2(u2, v2) debe estar en U1, por lo que dicha
composición está definida en

{ (u2, v2) | u2 6= 0 },

que es un conjunto abierto en R
2. La regla de correspondencia es

ϕ−1
1 ◦ ϕ2(u2, v2) = ϕ−1

1 (u2 : 1 : v2) =

(
1

u2

,
v2

u2

)
,

que es diferenciable. Las otras composiciones se analizan de mane-
ra análoga. Esto hace del plano proyectivo real RP

2 una superficie
diferenciable.

Esta superficie se puede visualizar en R
3 de la siguiente manera:

Cada punto de RP
2 interseca dos veces a una esfera S

2 en los puntos
antípodas p y −p. Dicho de otra forma, al realizar el espacio proyectivo
RP

2, tales puntos se identifican (pegan) en el punto mencionado (véase
la figura 1.6 a).
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Figura 1.6: RP
2 obtenido: a. de una esfera S

2 b. de un disco D2.

Así, al identificar los puntos del hemisferio norte (z > 0) con sus
antípodas del hemisferio sur (z < 0), se obtiene una semiesfera cuya
frontera es el ecuador (z = 0). Topológicamente, esta semiesfera es un
disco cerrado D2 con su frontera, de modo que RP

2 se obtiene también
de identificar los puntos antípodas de la frontera de un disco cerrado
(véase la figura 1.6 b).

Claramente, al realizar las identificaciones antípodas de la frontera
de D2 en R

3, la superficie obtenida tendrá autointersecciones.

No obstante, RP
2 se puede realizar en R

3 con una forma llamada
“gorro cruzado”. Primeramente observamos que un disco D2 con su
frontera es topológicamente equivalente a un cuadrado y que RP

2 se
obtiene al identificar los lados de un cuadrado como se ilustra en la
figura 1.7. Tal identificación es la misma que la que se efectúa en
la frontera del disco como se ilustra en la misma figura. Los puntos
obtenidos A y B son puntos singulares y la evolución de las curvas
obtenidas por las intersecciones con planos horizontales se muestra en
la misma figura.

Discutiremos más adelante el problema de “meter” una superficie
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Figura 1.7: RP
2 como un “gorro cruzado” en R

3.

general en R
n (n ≥ 3) sin autointersecciones. �

Aunque ya hemos dado la discusión sobre el concepto de diferen-
ciabilidad de una aplicación definida en una superficie, enunciaremos
formalmente este concepto para una fácil referencia.

DEFINICIÓN 1.11. Sea S una superficie diferenciable con estruc-
tura diferenciable U . Una función f : S → R

n es diferenciable en el
punto p ∈ S si y sólo si existe una parametrización (U,ϕ) ∈ U alrede-
dor de p tal que la función representante h = f ◦ϕ es diferenciable en
el punto (u0, v0) = ϕ−1(p). Se dice que la función f es diferenciable
en S si lo es en cada punto p ∈ S.

El ejemplo a continuación es una generalización del ejemplo 2.25
de la primera parte de esta obra [16].

EJEMPLO 1.12. Sean S una superficie diferenciable y (U,ϕ−1) una
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carta alrededor de un punto p ∈ S. Entonces ϕ−1 : U → Ω es diferen-
ciable en p, en el sentido de la definición 1.11. �

Consideremos una función diferenciable f : S → R
n, n ≥ 1, un

punto p ∈ S y una parametrización (U,ϕ) alrededor de p tal que
p = ϕ(u0, v0).

Si h = f ◦ ϕ es la función representante de f en Ω = ϕ−1(U),
se define el rango de f en p como el rango de la matriz Jacobiana
(∂h/∂x) en (u0, v0), es decir, como el rango de la función representante
h en el punto (u0, v0); esto es,

rango(f)p = rango

(
∂hi

∂xj

)

(u0,v0)

= rango(h)(u0,v0)

donde h = (h1, h2, · · · , hn) en las coordenadas u = x1, v = x2.

Observamos que rango(f)p no depende de la parametrización ele-
gida, pues si (Ũ , ϕ̃) es otra parametrización alrededor de p y h̃ = f ◦ ϕ̃
es la función representante de f , al realizar el cambio de coordenadas
se tiene

h̃ = h ◦ (ϕ−1 ◦ ϕ̃)

lo que implica que

rango h̃(eu0,ev0) = rangoh ◦ (ϕ−1 ◦ ϕ̃)(eu0,ev0) = rangoh(u0,v0)

debido a que ϕ−1 ◦ ϕ̃ tiene rango máximo por ser un difeomorfismo.

1.2. El espacio tangente a una superficie

En esta sección definimos el espacio tangente a una superficie di-
ferenciable abstracta. Primeramente definimos lo que es una curva
diferenciable en una superficie diferenciable abstracta utilizando lo es-
tablecido en la sección anterior.
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b

b

t

ǫ0−ǫ

U

γ(t)

γ ϕ−1

b

Figura 1.8: Curva diferenciable en una superficie.

DEFINICIÓN 1.13. Una curva diferenciable en una superficie S
es una aplicación γ : J → S continua, J = (−ǫ, ǫ), de tal forma que
para todo t ∈ J existe una parametrización (U,ϕ) de S alrededor de
γ(t) ∈ S de modo que la composición ϕ ◦ γ : J → ϕ(U) es una curva
diferenciable en el plano (véase la figura 1.8).

Como en la sección anterior, no es difícil ver que esta definición no
depende de la parametrización escogida.

Para una superficie S en R
3, se define el espacio tangente TpS

a S en p como el conjunto de vectores tangentes a todas las curvas
diferenciables que pasan por p. Sin embargo, esta propiedad no puede
traducirse directamente a las superficies abstractas. Para este caso,
seguiremos un camino indirecto: Como cada curva en S que pasa por
p puede verse como la imagen de una curva en Ω ⊂ R

2 bajo una
parametrización, podemos decir que dos curvas en S tienen el mismo
vector tangente si y sólo si las curvas correspondientes en R

2 tienen el
mismo vector tangente. A continuación formalizamos esta idea.

DEFINICIÓN 1.14. Sean γ1, γ2 : (−ǫ, ǫ) → S dos curvas diferencia-
bles en una superficie S de tal forma que γ1(0) = γ2(0) = p. Se dice que
γ1 y γ2 son tangentes en p si y sólo si para alguna parametrización
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(U,ϕ) de una vecindad de p se tiene que

(ϕ−1 ◦ γ1)
′(0) = (ϕ−1 ◦ γ2)

′(0).

Es fácil ver que esta definición no depende de la parametrización.
Con base en esto, establecemos una relación ∼ entre dos curvas. Di-
remos que γ1 ∼ γ2 si y sólo si γ1 y γ2 son tangentes en p. Es fácil ver
que ∼ es una relación de equivalencia.

DEFINICIÓN 1.15. Dada una curva diferenciable γ : (−ǫ, ǫ) → S
tal que γ(0) = p, la clase de equivalencia de γ bajo la relación ∼ arriba
definida se llama el vector tangente a γ en p y se denota γ′(0). El
espacio tangente a S en p, denotado TpS, es el conjunto de vectores
tangentes a todas las curvas γ : (−ǫ, ǫ) → S tales que γ(0) = p.

Como en [16], usaremos letras griegas ξ, η, ζ para denotar vectores
tangentes.

Una característica fundamental del espacio tangente TpS a una su-
perficie en R

3 es su estructura de espacio vectorial. Es posible dotar
de dicha estructura al espacio tangente arriba definido, aunque de una
manera tediosa. En vez de esto, veremos de otra forma a los vectores
tangentes, que nos será de mayor utilidad. Primero definiremos el con-
cepto de derivada direccional.

DEFINICIÓN 1.16. Sean S una superficie diferenciable, p un punto
en S y ξ ∈ TpS un vector tangente asociado a una curva γ : (−ǫ, ǫ) → S
tal que γ(0) = p; es decir, ξ = γ′(0). Sea f : S → R una función
diferenciable en p. La derivada direccional de f en la dirección de
ξ en p, denotada ξ(f)p, se define mediante la igualdad

ξ(f)p = (f ◦ γ)′(0).

Geométricamente, esta derivada direccional se obtiene aplicando f
a los puntos γ(t) de la curva γ y derivando la expresión resultante. El
siguiente resultado nos dice que ξ(f)p no depende de la curva en la
correspondiente clase de equivalencia.
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PROPOSICIÓN 1.17. Sean f : S → R una función diferenciable y
γ1, γ2 : (−ǫ, ǫ) → S dos curvas diferenciables en una superficie S tales
que γ1(0) = γ2(0) = p y γ′1(0) = γ′2(0) = ξ. Entonces

(f ◦ γ1)
′(0) = (f ◦ γ2)

′(0).

Demostración. Puesto que sólo interesa el comportamiento cerca de
p, podemos considerar una parametrización (U,ϕ) de una vecindad de
este punto. Entonces

(f ◦ γ1)
′(0) = (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ γ1)

′(0).

Aplicando la regla de la cadena usual a las funciones f ◦ ϕ : Ω → R y
ϕ−1 ◦ γ1 : (−ǫ, ǫ) → Ω (definidas en abiertos adecuados), se tiene

(f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ γ1)
′(0) = d(f ◦ ϕ)ϕ−1(p)(ϕ

−1 ◦ γ1)
′(0).

Pero como γ1 y γ2 son equivalentes,

d(f ◦ ϕ)ϕ−1(p)(ϕ
−1 ◦ γ1)

′(0) = d(f ◦ ϕ)ϕ−1(p)(ϕ
−1 ◦ γ2)

′(0)

= (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ γ2)
′(0)

= (f ◦ γ2)
′(0),

lo que concluye la demostración.

La derivada direccional satisface las siguientes propiedades, cuya
demostración es un buen ejercicio para el lector.

PROPOSICIÓN 1.18. Si f, g : S → R son funciones diferenciables
en p ∈ S y ξ es un vector tangente a S en p, entonces:

1. Si λ, µ ∈ R son escalares, entonces

ξ(λf + µg)p = λξ(f)p + µξ(g)p

esto es, la operación de derivada direccional es lineal.
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2. Se cumple la fórmula de Leibniz,

ξ(fg)p = f(p)ξ(g)p + ξ(f)pg(p)

Las propiedades de linealidad y de la regla de Leibniz enunciadas
en la proposición 1.18 son características de cierto tipo de operaciones
que definimos a continuación.

DEFINICIÓN 1.19. Sean S una superficie diferenciable y p ∈ S.
Una operación D que aplica una función f : S → R diferenciable en p
en un número real D(f)p se llama una derivación en p si se satisface
lo siguiente:

1. Es lineal; es decir, si λ, µ ∈ R y f, g son dos funciones suaves,
entonces

D(λf + µg)p = λD(f)p + µD(g)p

2. D satisface la regla de Leibniz

D(fg)p = f(p)D(g)p +D(f)pg(p)

Por la proposición 1.18, la operación de derivada direccional es
una derivación en p. Más aún, el siguiente resultado prueba que cada
derivación en p es precisamente la derivada direccional en la dirección
de un vector tangente.

PROPOSICIÓN 1.20. Si D es una derivación en p ∈ S, entonces
existe un único vector ξ ∈ TpS tal que para toda función f : S → R

diferenciable en p se cumple

D(f)p = ξ(f)p.
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Pospondremos la demostración por un momento. Este resultado
muestra la correspondencia biyectiva que existe entre los vectores tan-
gentes a S en p y las derivaciones en el mismo punto. La primera
ventaja de esta correspondencia proviene del siguiente hecho.

PROPOSICIÓN 1.21. El conjunto de derivaciones en p tiene la
estructura de un espacio vectorial real.

Demostración. Las operaciones se definen de manera natural: Si D1 y
D2 son derivaciones y α ∈ R, entonces

(αD1 +D2)(f) := αD1(f) +D2(f).

Es fácil ver que estas operaciones dan al conjunto de derivaciones la
estructura de espacio vectorial real.

Ahora procedemos a dar una base para el espacio de derivaciones
en p. Sea (U,ϕ) una parametrización de una vecindad de p, con coor-
denadas x1, x2. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
ϕ(0, 0) = p. Definimos

γ1(t) = ϕ(t, 0), γ2(t) = ϕ(0, t). (1.1)

Observemos que si f es una función diferenciable en p,

(f ◦ γi)
′(0) =

∂(f ◦ ϕ)

∂xi

∣∣∣∣
(0,0)

para i = 1, 2;

de modo que es natural3 denotar por ∂
∂xi a las derivaciones correspon-

dientes a cada γi, i = 1, 2.

PROPOSICIÓN 1.22.
{

∂
∂xi

}
i=1,2

es una base del espacio de deriva-
ciones en p.

3Formalmente debemos escribir ∂

∂xi (p), pero preferimos no complicar más la
notación.
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Demostración. Mostraremos primero que los vectores ∂
∂xi son lineal-

mente independientes. Si

D =
2∑

i=1

ξi ∂

∂xi
= 0,

esto quiere decir que D(f)p = 0 para toda función f diferenciable en
p. Podemos aplicar la operación D a la función “j-ésima coordenada”
definida para q ∈ U como

πj(q) = xj, donde ϕ(x1, x2) = q;

observe que πj ◦ ϕ(x1, x2) = xj. Entonces

0 = D(πj)p =
2∑

i=1

ξi ∂(πj ◦ ϕ)

∂xi

∣∣∣∣
(0,0)

= ξj,

lo que dice que los vectores son linealmente independientes.
Ahora, para mostrar que los vectores ∂/∂xi generan al espacio de

derivaciones, seguiremos un procedimiento análogo. Sea D una deri-
vación arbitraria y definamos

D̄ =
2∑

i=1

D(πi)p
∂

∂xi
, (1.2)

Para ver que D̄ = D, basta verificar que las derivaciones coinciden en
la base formada por las funciones πj, j = 1, 2, lo cual se sigue de las
igualdades

D̄(πj) =
2∑

i=1

D(πi)p
∂

∂xi
(πj) = D(πj).

Esto concluye la demostración.
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La expresión (1.2) obtenida al final de la demostración se conoce
con frecuencia como el teorema de la base.

Ahora podemos analizar la proposición 1.20. Recordemos que debe-
mos mostrar que cada derivación D se puede ver como la derivada
direccional en la dirección de un vector tangente γ′(0) a una curva
γ : (−ǫ, ǫ) → S con γ(0) = p. Por ejemplo, si D = ∂

∂x1 , podemos
considerar la curva γ1(t) = ϕ(t, 0) como en la demostración anterior.
Esto da una idea de la manera de construir el vector tangente.

Demostración de la proposición 1.20. Sea D una derivación. Supon-
gamos que

D =
2∑

i=1

ξi ∂

∂xi

y definamos γ(t) = ϕ(ξ1t, ξ2t). Si ξ = γ′(0), entonces

ξ(f)p = (f ◦ γ)′(0) = (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ γ)′(0)

= d(f ◦ ϕ)(0,0)(ξ1, ξ2)

=
∑

ξi d(f ◦ ϕ)(0,0)(ei)

=
∑

ξi d(f ◦ ϕ)(0,0)(ϕ
−1 ◦ γi)

′(0)

=
∑

ξi (f ◦ γi)
′(0)

=

(∑
ξi ∂

∂xi

)
(f)p = D(f)p.

Aquí, {ei} es la base canónica de R
2 y γi son las curvas definidas en

(1.1).

COROLARIO 1.23. Existe una biyección entre el espacio tangente
a S en p y el espacio vectorial de derivaciones en p.

Esta biyección nos permite dotar a TpS de una estructura de es-
pacio vectorial. De hecho, como podemos identificar ambos conjuntos,
podemos hacer un abuso de notación, estableciendo por ejemplo que
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TpS es generado por
{

∂
∂x1 ,

∂
∂x2

}
. Esta identificación no trae mayores

problemas; por el contrario, es de gran utilidad.

Para finalizar esta sección, veamos qué ocurre con la expresión local
de una derivación D al cambiar de coordenadas. Más precisamente,
sea (U,ϕ) una parametrización con coordenadas x1, x2 y (Ũ , ϕ̃) otra
parametrización de S en p con coordenadas y1, y2. Si llamamos π̃j a
las proyecciones

π̃j(q) = yj, j = 1, 2,

similares a las utilizadas en la demostración de la proposición 1.22,
tenemos que D se puede escribir como

D =
2∑

j=1

D(π̃j)p
∂

∂yj
.

(véase la ecuación (1.2)). En particular, si D = ∂
∂xi ,

∂

∂xi
=

2∑

j=1

∂

∂xi
(πj)p

∂

∂yj
.

Esto adquiere la forma familiar

∂

∂xi
=

2∑

j=1

∂yj

∂xi
(p)

∂

∂yj
. (1.3)

En general, dada una derivación asociada a un vector ξ con coordena-
das (ξ1, ξ2) y (ξ̃1, ξ̃2) en los sistemas de coordenadas (x1, x2) y (y1, y2),
respectivamente, se cumple la siguiente ecuación matricial

(
ξ̃1

ξ̃2

)
=




∂y1

∂x1
∂y1

∂x2

∂y2

∂x1
∂y2

∂x2



(
ξ1

ξ2

)
, (1.4)

todo evaluado en p.
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OBSERVACIÓN 1.24. Con frecuencia, la notación de Einstein
simplifica muchas de las expresiones vectoriales y matriciales relativas
a los vectores tangentes. Con esta notación, se omite el símbolo de
la suma, entendiendo que dicha operación se realiza sobre los índices
repetidos superior e inferiormente en una expresión. Así, por ejemplo,
la ecuación (1.3) se escribe

∂

∂xi
=
∂yj

∂xi
(p)

∂

∂yj
.

OBSERVACIÓN 1.25. En algunos textos, sobre todo relacionados
con la Física, se utiliza la ecuación (1.4) como definición de un vec-
tor tangente; más precisamente, si p ∈ S y x1, x2 es un sistema de
coordenadas alrededor de p, se define un vector ξ tangente a S en p
como una pareja de números (ξ1, ξ2) tal que si y1, y2 es otro sistema
de coordenadas con la pareja asociada de números (ξ̃1, ξ̃2), entonces
se debe cumplir la ecuación (1.4).

1.3. Cálculo diferencial en superficies

Sean S1 y S2 dos superficies diferenciables y sea f : S1 → S2 una
aplicación entre tales superficies de tal forma que f(p) = q.

DEFINICIÓN 1.26. Se dice que la aplicación f es diferenciable
en el punto p ∈ S1, si existen dos parametrizaciones: (U,ϕ) alrededor
de p ∈ S1 y (Ũ , ϕ̃) alrededor de f(p) en S2, de tal forma que la
composición

f̄ = ϕ̃−1 ◦ f ◦ ϕ : ϕ−1(U) → ϕ̃−1(Ũ)

es diferenciable en ϕ−1(p) (véase la figura 1.9). f : S1 → S2 es dife-
renciable si lo es en cada punto p ∈ S1.

No es difícil ver que la definición dada no depende de la elección de
las parametrizaciones compatibles con (U,ϕ) y (Ũ , ϕ̃) respectivamente.



24 1.3. Cálculo diferencial en superficies

b

b

ϕ

p

U

f Ũ
q

ϕ̃

ϕ−1(U) ϕ̃−1(Ũ)

f̄ = ϕ̃−1
◦ f ◦ ϕ

b b

Figura 1.9: Función diferenciable entre superficies.

Ahora tenemos los elementos para extender el cálculo diferencial
a las superficies abstractas. En particular, dada una función entre
superficies f : S1 → S2 diferenciable en p ∈ S1, queremos definir la
diferencial de f en p, que denotaremos por dfp.

Recordemos que dfp debe ser una transformación lineal. En par-
ticular, su dominio y contradominio deben ser espacios vectoriales.
Podemos aprovechar lo visto en la sección anterior y tratar de definir
una transformación dfp : TpS1 → TqS2, donde q = f(p).

Supongamos que ξ ∈ TpS1; es decir, ξ = γ′(0), donde γ : (−ǫ, ǫ) →
S1 y γ(0) = p. Puesto que dfp(ξ) debe ser un vector tangente a S2 en
q, la definición geométrica natural es la siguiente.

DEFINICIÓN 1.27 (La diferencial desde un punto de vista geomé-
trico). Sean S1, S2, f, p, q como arriba. Entonces la diferencial de f
en p es la transformación dfp : TpS1 → TqS2 dada por

dfp(ξ) = (f ◦ γ)′(0).

Note la analogía de esta definición con la de las derivadas direc-
cionales. Ahora, para mostrar que dfp es en realidad una transfor-
mación lineal, recurrimos de nuevo a la identificación de TpS1 con el
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espacio vectorial de derivaciones en p. En este sentido, ξ corresponde
a una derivada direccional que se aplica a funciones definidas en S1,
mientras que su imagen dfp(ξ) debe corresponder a una derivada di-
reccional aplicada a funciones definidas en S2. Esto sugiere la siguiente
definición alternativa:

DEFINICIÓN 1.28 (La diferencial para derivaciones). Dado ξ ∈
TpS1, dfp(ξ) es la operación definida como sigue: Si g : S2 → R es
una función diferenciable en q = f(p), entonces se aplica bajo dfp(ξ)
mediante la regla

[dfp(ξ)](g)q = ξ(g ◦ f)p.

(véase la figura 1.10).

Figura 1.10: La diferencial en términos de derivaciones.

PROPOSICIÓN 1.29. La operación dfp(ξ) definida arriba es una
derivación en q.

Demostración. Hay que mostrar que ξ̃ = dfp(ξ) es lineal y que satisface
la regla de Leibniz. Sólo mostraremos la segunda parte y dejaremos la
primera como ejercicio.
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Si g, h son funciones diferenciables en q, entonces

ξ̃(g · h)q = [dfp(ξ)](g · h)q = ξ((g · h) ◦ f)p = ξ((g ◦ f) · (h ◦ f))p

= (g ◦ f)(p)ξ(h ◦ f)p + (h ◦ f)(p)ξ(g ◦ f)p

= g(q)ξ̃(h)q + h(q)ξ̃(g)q.

lo que prueba la afirmación.

El resultado anterior nos dice que dfp : TpS1 → TqS2 está bien
definida; el siguiente, cuya prueba se omite, nos dice que dfp es lineal.

PROPOSICIÓN 1.30. Si ξ, η ∈ TpS1 y α ∈ R, entonces

dfp(αξ + η) = αdfp(ξ) + dfp(η).

Como en el caso de los vectores tangentes, es importante trabajar
con la diferencial dfp en términos de coordenadas. Más precisamente,
sean (U,ϕ) y (Ũ , ϕ̃) parametrizaciones de vecindades de p y q = f(p)
con coordenadas (x1, x2) y (y1, y2), respectivamente.

Sabemos que {
∂

∂xi

}
y

{
∂

∂yj

}

son bases de los respectivos espacios tangentes. Como dfp

(
∂

∂xi

)
es un

vector en TqS2, existen escalares aik tales que

dfp

(
∂

∂xi

)
=

2∑

k=1

aik
∂

∂yk
, i = 1, 2.

Para determinar los coeficientes aij en estas ecuaciones, evaluamos
cada expresión en una función adecuada. Si π̃j es la función “j-ésima
coordenada” en S2, π̃j(ϕ̃(y1, y2)) = yj, entonces

dfp

(
∂

∂xi

)
(π̃j) =

2∑

k=1

aik
∂

∂yk
(π̃j) = aij;
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por otro lado, usando la definición de la diferencial,

dfp

(
∂

∂xi

)
(π̃j) =

∂

∂xi
(π̃j ◦ f) =

∂f j

∂xi
,

donde f j denota (por abuso de notación) la j-ésima coordenada de
ϕ̃−1 ◦ f ◦ ϕ : Ω → Ω̃ (véase la figura 1.11). Así,

dfp

(
∂

∂xi

)
=

2∑

j=1

∂f j

∂xi

∂

∂yj
.

lo que podemos escribir en forma conocida, usando la notación de
Einstein, como

∂f

∂xi
=
∂f j

∂xi

∂

∂yj
.

Figura 1.11: Diagrama para la expresión de dfp en coordenadas.
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Esto nos dice que la transformación dfp queda representada por la
matriz (evaluada en p)




∂f1

∂x1
∂f1

∂x2

∂f2

∂x1
∂f2

∂x2




con respecto de las bases { ∂
∂xi} y { ∂

∂yj } de los espacios tangentes TpS1

y TqS2, respectivamente; es decir, si (ξ1, ξ2) son las coordenadas de
un vector ξ ∈ TpS1 con respecto de la primera base y (η1, η2) son las
coordenadas del vector dfp(ξ) ∈ TqS2 con respecto de la segunda base,
entonces

(
η1

η2

)
=




∂f1

∂x1
∂f1

∂x2

∂f2

∂x1
∂f2

∂x2



(
ξ1

ξ2

)
.

Al tener la diferencial de una función suave entre superficies en
un punto, podemos extender la teoría del cálculo diferencial de varias
variables para este tipo de aplicaciones. Por ejemplo, definir los con-
ceptos de punto (valor) regular y punto (valor) crítico de una función.

DEFINICIÓN 1.31. Sean S1, S2 superficies diferenciables, p ∈ S1,
q ∈ S2 y f : S1 → S2 diferenciable en p. Entonces

1. p es un punto regular de f si y sólo si dfp : TpS1 → TqS2 es
suprayectiva.

2. p es un punto crítico de f si p no es regular.

3. q es un valor regular de f si para todo p ∈ f−1(q), p es un
punto regular de f .

4. q es un valor crítico de f si no es un valor regular.
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Un ejemplo de que los resultados del cálculo pueden extenderse a
este caso es la siguiente versión del teorema de la función inversa para
las aplicaciones entre superficies.

TEOREMA 1.32 (Teorema de la función inversa). Sean f : S1 → S2

una función suave y q ∈ S2 un valor regular de f . Entonces, para cada
p ∈ f−1(q) existen una vecindad Up de p en S1 y una vecindad Vq de
q en S2 de tal forma que f : Up → Vq es un difeomorfismo.

En el ejemplo 1.10 se planteó la idea de incluir una superficie dife-
renciable abstracta en algún espacio euclidiano.

Distinguimos dos maneras de incluir alguna superficie en un espacio
euclidiano: mediante una inmersión o mediante un encaje.

DEFINICIÓN 1.33. Una aplicación f : S → R
n (n ≥ 3) es una

inmersión si y sólo si para todo punto p ∈ S se tiene que la diferencial
dfp : TpS → R

n es inyectiva. Si además la aplicación f : S → f(S) es
un homeomorfismo, entonces f es un encaje de S en R

n.

En el primer caso se dice que la superficie S está inmersa en R
n y

puede tener autointersecciones. En el segundo caso, se dice que S está
encajada en R

n y no tiene autointersecciones.

EJEMPLO 1.34. El espacio RP
2 se pudo “meter” en el espacio R

3

visualizándolo como un “gorro cruzado” que tenía autointersecciones
con dos puntos singulares (véase el ejemplo 1.10). Una prueba de que
existe una inmersión de RP

2 en el espacio euclidiano de dimensión 3
es el siguiente resultado, el cual se ilustra en la figura 1.12.

LEMA 1.35. Si al espacio proyectivo RP
2 se le separa una región

homeomorfa a un disco D2 el espacio resultante es una banda de
Möbius M

2 (véase el ejemplo 3.10 de [16]).

En la misma figura 1.12 se ilustra el procedimiento de cirugía para
obtener el espacio RP

2 a partir de la unión del disco y de la banda de
Möbius. �
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Figura 1.12: Espacio proyectivo RP
2 = D2 ∪ M

2.

COROLARIO 1.36. Si a una esfera S
2 se le retira un disco y se le

pega en la frontera una banda de Möbius, el resultado es un espacio
proyectivo RP

2.

EJEMPLO 1.37. Consideremos el toro T
2 visto como el producto

cartesiano de dos circunferencias: T
2 = S

1 × S
1 ⊂ R

2 × R
2 = R

4.

Definimos una aplicación f : R
2 → R

4 mediante la regla

f(θ1, θ2) = (cos θ1, sen θ1, cos θ2, sen θ2).

Es claro que la imagen de f es el toro T
2. Por otro lado,

Df(θ1,θ2) =




− sen θ1 0
cos θ1 0

0 − sen θ2

0 cos θ2


 .
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Puesto que sen θ y cos θ no pueden anularse en forma simultánea,
Df(θ1,θ2) tiene rango 2, lo que nos dice que df(θ1,θ2) : R

2 → R
4 es

inyectiva.

Es fácil ver que f((0, 2π)×(0, 2π)) es homeomorfo a (0, 2π)×(0, 2π)
bajo f , por lo que obtenemos un encaje del toro T

2 en R
4.

Observemos que si identificamos R
2 con C de la manera usual, f

adquiere la forma f(θ1, θ2) = (eiθ1 , eiθ2). Más adelante analizaremos
con mayor detalle nuestros objetos desde el punto de vista complejo.4

�

Enunciaremos ahora un resultado sobre la inmersión de una su-
perficie en un espacio euclidiano. Omitimos su demostración, pero el
lector interesado puede consultar el enunciado y la prueba para varie-
dades diferenciables de dimensión arbitraria en [12].

TEOREMA 1.38 (Whitney). Para toda superficie diferenciable abs-
tracta existe una inmersión en el espacio euclidiano R

3 y un encaje
en R

4.

De esta forma, cuando se estudia una superficie diferenciable abs-
tracta, se puede suponer que está inmersa en algún espacio euclidiano.

1.4. Métricas riemannianas e isometrías

En esta sección definimos el concepto de métrica riemanniana para
una superficie diferenciable abstracta. De la misma forma que en la
sección 2.4 de [16], podemos definir un producto escalar en cada espa-
cio tangente TpS y utilizarlo para introducir la “geometría” en S.

DEFINICIÓN 1.39. Sea S una superficie diferenciable. Una métri-
ca riemanniana en S consiste en la elección de un producto escalar

4En un apéndice hemos incluido algunos conceptos básicos de la teoría de las
funciones analíticas necesarios para tal análisis.
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〈 , 〉p en cada espacio tangente TpS, que varíe de manera diferenciable
en el siguiente sentido: Dada una parametrización (U,ϕ) de una vecin-
dad de p ∈ S con coordenadas xi, los coeficientes de la métrica
dados por

gij(q) =

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉

q

, q ∈ U,

son funciones diferenciables en U . Una superficie riemanniana es
una pareja (S, 〈 , 〉) donde S es una superficie diferenciable y 〈 , 〉 es
una métrica riemanniana. Cuando el contexto indique claramente la
métrica utilizada, abreviaremos diciendo simplemente que S es una
superficie riemanniana.

EJEMPLO 1.40. Sea S una superficie diferenciable en R
3. Si en

cada espacio tangente TpS se escoge un producto escalar 〈 , 〉 como
la restricción a TpS del producto escalar en R

3, entonces (S, 〈 , 〉) es
una superficie riemanniana. También decimos que la métrica en S es
inducida por la métrica del espacio ambiente R

3. �

Una vez dada una métrica en S, se pueden definir varios conceptos
geométricos, como la longitud de una curva, el área de una región y
el ángulo entre dos curvas, de la misma forma que en el caso de las
superficies en R

3. Recordamos estas definiciones a continuación.

DEFINICIÓN 1.41. Dada una superficie riemanniana (S, 〈 , 〉),
definimos los siguientes objetos.

1. La longitud de arco de una curva γ : [a, b] → S está dada por

ℓ(γ) =

∫ b

a

√
〈γ̇(t), γ̇(t)〉 dt =

∫ b

a

‖ξ(t)‖ dt,

donde γ̇(t) es el vector tangente a la curva γ en el punto γ(t).

2. Sean γ1 : [a, b] → S, γ2 : [c, d] → S dos curvas en S, que se
cortan en un punto p = γ1(t0) = γ2(s0). Entonces el ángulo
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entre γ1 y γ2 en p se define como el menor ángulo θ ≥ 0 que
satisface

cos θ =
〈γ̇1(t0), γ̇2(s0)〉
‖γ̇1(t0)‖‖γ̇2(s0)‖

,

donde γ̇1(t0) y γ̇2(s0) son los vectores tangentes a las curvas en
el punto p.

3. Sea R una región en S contenida en la imagen de una parame-
trización (U,ϕ) con coordenadas (u, v). El área de R se define
como

Área (R) =

∫

ϕ−1(R)

‖[ϕu, ϕv]‖ du dv =

∫

ϕ−1(R)

√
det(gij) du dv.

OBSERVACIÓN 1.42. En algunos textos se acostumbra describir
a la métrica en forma “diferencial” como sigue: Sea (U,ϕ) una pa-
rametrización de una vecindad de p ∈ S con coordenadas (u, v) y
γ(t) = ϕ(u(t), v(t)) una curva contenida en U . Entonces

dγ

dt
=
du

dt
ϕu +

dv

dt
ϕv,

de modo que la longitud de arco de esta curva está dada por

ℓ(γ) =

∫ b

a

√〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
dt

=

∫ b

a

√

g11

(
du

dt

)2

+ 2g12
du

dt

dv

dt
+ g22

(
dv

dt

)2

dt,

donde hemos usado la notación gij para los coeficientes de la métrica.
Podemos denotar la expresión que aparece dentro de la raíz por

g11 du
2 + 2g12 du dv + g22 dv

2.

Esta expresión se llama el elemento de longitud de la métrica en la
superficie S.
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EJEMPLO 1.43. Procedemos a calcular el área y el perímetro de
un círculo en la esfera S

2
R de radio R, parametrizada mediante coor-

denadas co-geográficas (φ, θ). Los coeficientes de la métrica en estas
coordenadas es

(gij(φ, θ)) =

(
R2 sen2 θ 0

0 R2

)

de modo que la forma diferencial de la métrica es

ds2 = R2 sen2 θ dφ2 +R2 dθ2.

Un círculo “esférico” de radio r > 0 con centro en el polo norte PN

(véase la figura 1.13) está definido por

D =
{

(φ, θ)
∣∣∣ 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ <

r

R

}
.

La frontera de este círculo, la circunferencia “esférica” de radio r > 0
con centro en el polo norte, está definida por las relaciones

0 < φ ≤ 2π, θ = θ0 =
r

R
.

A lo largo de esta circunferencia, θ = θ0, de modo que la métrica
cumple ds2 = R2 sen2

(
r
R

)
dφ2 y la longitud de esta curva es

P =

∫ 2π

0

R sen
( r
R

)
dφ = 2πR sen

( r
R

)
.

Recordemos que el perímetro P de un círculo de radio r en el plano
está dado por P = 2πr. Como

sen
( r
R

)
≤ r

R
,

concluimos que el perímetro de un círculo de radio r en la esfera S
2
R

es menor que el perímetro de un círculo de radio r en el plano.
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Figura 1.13: Perímetro y área de un círculo de radio r en S
2
R.

Por otro lado, det(gij) = R4 sen2 θ, de modo que el área del círculo
está dada por

A =

∫ r/R

0

∫ 2π

0

R2 sen θ dφ dθ = 2πR2
(
1 − cos

( r
R

))
.

Usando la desigualdad

1 − cosx

x2
≤ 1

2
.

se tiene que el área de un círculo de radio r en la esfera es menor que
el área de un círculo de radio r en el plano.

No obstante, si r es pequeño (≈ 0), el teorema de Taylor alrededor
de r = 0 implica que

2πR sen
( r
R

)
= 2πR

(
r

R
− r3

6R3
+O(r4)

)
≈ 2πr

2πR2
(
1 − cos

( r
R

))
= 2πR2

(
r2

2R2
+O(r3)

)
≈ πr2

lo que nos dice que si r es pequeño, los perímetros y las áreas de los
círculos de radio r en el plano y la esfera son muy parecidos. �
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Desde el punto de vista de la geometría diferencial, dos superfi-
cies serán indistinguibles si “tienen la misma métrica”. En la siguiente
definición formalizamos esta idea.

DEFINICIÓN 1.44. Sean (S1, 〈 , 〉) y (S2, 〈〈 , 〉〉) dos superficies
riemannianas. Una transformación f : S1 → S2 es una isometría
entre S1 y S2 si y sólo si f es un difeomorfismo tal que para todo
p ∈ S1 y cualquier pareja de vectores ξ, η en el espacio tangente TpS1

es válida la igualdad

〈〈dfp(ξ), dfp(η)〉〉f(p) = 〈ξ, η〉p.

Las superficies S1 y S2 son (globalmente) isométricas si y sólo si
existe una isometría f : S1 → S2.

Definimos ahora el concepto de isometría local.

DEFINICIÓN 1.45. Sean (S1, 〈 , 〉) y (S2, 〈〈 , 〉〉) dos superficies
riemannianas. Una transformación f : S1 → S2 es una isometría
local en p ∈ S1, si existe una vecindad U de p en S1 de tal forma que
la restricción f |U : U → f(U) es una isometría. Se dice que f es una
isometría local, si y sólo si lo es en cada punto p ∈ S1.

Es fácil ver que el concepto de isometría local no conduce, en ge-
neral, a una relación de equivalencia. Por otro lado, en la sección
3.2 de este trabajo mostraremos que cualesquiera dos superficies con
la misma curvatura gaussiana constante son localmente isométricas
(teorema de Minding).

OBSERVACIÓN 1.46. Los conceptos métricos establecidos en la
definición 1.41 son “invariantes bajo isometrías”. En el ejercicio 6 de
este capítulo se pide enunciar formalmente y demostrar tal invarianza.

OBSERVACIÓN 1.47. Si (U,ϕ) es una parametrización de un con-
junto abierto U en una superficie diferenciable S1 y f : S1 → S2

es un difeomorfismo con otra superficie S2, entonces es fácil ver que
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(f(U), f ◦ ϕ) es una parametrización de un abierto en S2. Si además
S1, S2 son riemannianas y f es una isometría, entonces los coeficientes
de las métricas correspondientes gij y g̃ij satisfacen gij = g̃ij.

De este modo, la expresión de un concepto geométrico en S1 uti-
lizando los coeficientes de la métrica puede “traducirse” en un concepto
geométrico en S2. Podemos usar esta idea para definir el concepto de
curvatura en las superficies abstractas.

Recordemos que el concepto de curvatura para superficies en R
3 se

definió en términos de la variación del vector normal a dicha superficie
(véase [16]). No obstante, para el caso de una superficie abstracta no se
puede hablar de vectores normales, pues no hay un “ambiente” donde
definirlos. Además, aunque se construyera una inmersión o un encaje
en algún espacio euclidiano (de acuerdo con el Teorema de Whitney
1.38), la dimensión complementaria de la superficie puede ser mayor
que 1, lo que complica la definición de los campos normales.

Para obtener una expresión local de este concepto, usamos una
parametrización (U,ϕ) de un abierto de una superficie S con coor-
denadas (u, v), obteniendo así los coeficientes de la métrica gij. En
términos de estos coeficientes se definieron las funciones Γk

ij llamadas
símbolos de Christoffel asociados a la superficie S. Los sistemas de
ecuaciones lineales que expresan los símbolos de Christoffel en térmi-
nos de los coeficientes de la métrica y sus derivadas aparecen en la
proposición 3.32 de [16]. Los incluimos ahora para fácil referencia:

{
g11Γ

1
11 + g12Γ

2
11 = 1

2
(g11)u,

g12Γ
1
11 + g22Γ

2
11 = (g12)u − 1

2
(g11)v,{

g11Γ
1
12 + g12Γ

2
12 = 1

2
(g11)v,

g12Γ
1
12 + g22Γ

2
12 = 1

2
(g22)u,{

g11Γ
1
22 + g12Γ

2
22 = (g12)v − 1

2
(g22)u,

g12Γ
1
22 + g22Γ

2
22 = 1

2
(g22)v.

(1.5)

Utilizando tales símbolos, obtuvimos la siguiente expresión para la
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curvatura gaussiana K de la superficie:

K =
Γ1

11Γ
2
11 + (Γ2

21)v + Γ2
11Γ

2
22 − Γ1

12Γ
2
11 − (Γ2

12)u − (Γ2
12)

2

g11

.

Podemos usar esta expresión para definir la curvatura gaussiana de
una superficie abstracta.

Ya que las superficies en R
3 son nuestro principal punto de refe-

rencia, es importante saber cuándo podemos “meter” una superficie
abstracta en éste u otro espacio euclidiano, respetando su métrica.
Formalizamos esta idea a continuación.

DEFINICIÓN 1.48. Si f : S → R
n es una inmersión de una su-

perficie riemanniana (S, 〈 , 〉) en R
n tal que para todo p ∈ S y para

cualesquiera ξ, η ∈ TpS se cumple que

〈dfp(ξ), dfp(η)〉f(p) = 〈ξ, η〉p,
donde el lado izquierdo se refiere a la métrica usual de R

n, diremos
que f es una inmersión isométrica de S en R

n.

EJEMPLO 1.49. Consideremos el encaje f : R
2 → R

4 del ejemplo
1.37 dado por

f(θ1, θ2) = (cos θ1, sen θ1, cos θ2, sen θ2).

Como
df(θ1,θ2)(e1) = (− sen θ1, cos θ1, 0, 0)

y
df(θ1,θ2)(e2) = (0, 0,− sen θ2, cos θ2),

donde {e1, e2} es la base canónica de R
2, tenemos que

〈df(θ1,θ2)(ei), df(θ1,θ2)(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij,

de donde es fácil ver que f es una inmersión isométrica de R
2 en R

4,
cuya imagen es un toro T

2. Una simple inspección de los sistemas de
ecuaciones que definen a los símbolos de Christoffel nos muestra que
éstos se anulan: Γk

ij = 0, lo que prueba que la curvatura de este toro
también se anula, por lo que recibe el nombre del toro plano. �
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1.5. El plano de Lobachevsky

Las superficies inmersas en R
3 adoptan una métrica heredada por el

producto escalar euclidiano de R
3. Tal producto escalar viene inducido

por la forma cuadrática definida positiva

(δij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Consideraremos ahora un producto escalar en R
3 dado por una for-

ma cuadrática que no es definida positiva. No obstante, le seguiremos
llamando métrica por fines prácticos.

DEFINICIÓN 1.50. A la métrica inducida en R
3 por

G = (gij) =




−1 0 0
0 1 0
0 0 1




se le llamará la métrica de Minkowski. Al espacio tridimensional
con esta métrica se le llamará el espacio de Minkowski. Para evitar
confusiones con el caso euclidiano, lo denotaremos por R

3
1.

En las coordenadas cartesianas x0, x1, x2, el elemento de longitud
correspondiente a la métrica de Minkowski viene dado por

ds2 = −d(x0)2 + d(x1)2 + d(x2)2.

Dados los vectores ξ, η ∈ R
3
1 con coordenadas cartesianas ξ =

(ξ0, ξ1, ξ2) y η = (η0, η1, η2), su producto escalar (asociado a la métrica
de Minkowski) se define como

〈ξ, η〉G = ηTGξ = −ξ0η0 + ξ1η1 + ξ2η2.

Es evidente que para un vector arbitrario ξ ∈ R
3
1, el escalar 〈ξ, ξ〉G

puede ser positivo, cero o negativo.
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DEFINICIÓN 1.51. Un vector ξ ∈ R
3
1 es:

1. un vector espacial, si 〈ξ, ξ〉G > 0.

2. un vector nulo, si 〈ξ, ξ〉G = 0.

3. un vector temporal, si 〈ξ, ξ〉G < 0.

En cualquier caso, se define la norma del vector ξ, denotada ||ξ||G,
como

||ξ||G =
√
|〈ξ, ξ〉G|.

Continuando con la analogía con el caso euclidiano, definimos la
longitud ℓ(γ) de una curva γ(t) = (x0(t), x1(t), x2(t)) como

ℓ(γ) =

∫ b

a

||γ̇(t)|| dt =

∫ b

a

√
| − (ẋ0)2 + (ẋ1)2 + (ẋ2)2| dt.

EJEMPLO 1.52. Considérese una recta en R
3
1 definida por las ecua-

ciones
γ(t) = (ξ0t+ η0, ξ1t+ η1, ξ2t+ η2)

donde ξ = (ξ0, ξ1, ξ2) es el vector director de la recta, y η = (η0, η1, η2)
es un punto por donde pasa la recta.

Claramente γ̇(t) = (ξ0, ξ1, ξ2) cumple

〈γ̇(t), γ̇(t)〉G = −(ξ0)2 + (ξ1)2 + (ξ2)2 = 〈ξ, ξ〉G,

de modo que si el dominio de γ es [a, b], tenemos que la longitud de γ
está dada por

ℓ(γ) = (b− a)‖ξ‖
Observemos que si ξ es nulo, ℓ(γ) = 0 (!). �

EJEMPLO 1.53. Sea γ la curva en R
3
1 dada por las ecuaciones

γ(t) = (R senh t, R,R cosh t),
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donde R > 0. Un cálculo directo prueba que los vectores tangentes

γ̇(t) = (R cosh t, 0, R senh t)

son temporales, pues

〈γ̇(t), γ̇(t)〉G = −R2 cosh2 t+R2 senh2 t = −R2 < 0.

Así, si t varía en [0, a], la longitud de la curva está dada por

ℓ(γ) =

∫ a

0

‖ξ̇‖ dt = aR. �

Observemos que si (ξ0, ξ1, ξ2) son las coordenadas de un vector
nulo ξ, entonces se cumple

〈ξ, ξ〉G = −(ξ0)2 + (ξ1)2 + (ξ2)2 = 0,

que es la ecuación de un cono circular recto con vértice en (0, 0, 0)
y que tiene como directriz el eje ξ0, llamado el cono de luz. No es
difícil ver que los vectores temporales están contenidos en el interior
de la región encerrada por el cono de luz, debido a que dichos vectores
satisfacen la relación

〈ξ, ξ〉G = −(ξ0)2 + (ξ1)2 + (ξ2)2 < 0.

Por otro lado, el exterior del cono está constituido por los vectores
espaciales (véase la figura 1.14).

De forma similar que para el caso de métricas definidas positivas,
se tiene que si ϕ : R

3
1 → R

3
1 es un cambio de coordenadas de la forma

xi = xi(u0, u1, u2), i = 0, 1, 2,

entonces los coeficientes de la métrica de Minkowski gij cambian por
g̃ij mediante la relación

(g̃ij) =




∂x0

∂u0

∂x1

∂u0

∂x2

∂u0

∂x0

∂u1

∂x1

∂u1

∂x2

∂u1

∂x0

∂u2

∂x1

∂u2

∂x2

∂u2






−1 0 0
0 1 0
0 0 1






∂x0

∂u0

∂x0

∂u1

∂x0

∂u2

∂x1

∂u0

∂x1

∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u0

∂x2

∂u1

∂x2

∂u2




=

(
−∂x

0

∂ui

∂x0

∂uj
+
∂x1

∂ui

∂x1

∂uj
+
∂x2

∂ui

∂x2

∂uj

)
;
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Figura 1.14: Caracterización de los vectores en R
3
1.

si denotamos G̃ = (g̃ij) y A =
(

∂xi

∂uj

)
, podemos escribir lo anterior

matricialmente como
G̃ = ATGA.

DEFINICIÓN 1.54. Una métrica G̃ de R
3
1 obtenida de G por un

cambio de coordenadas, se llamará también métrica de Minkowski.

De igual forma que en las superficies regulares de R
3, podemos

“heredar” la métrica de Minkowski a cualquier superficie S ⊂ R
3
1. Sin

embargo, debemos observar que dado que la métrica de Minkowski no
es definida positiva, podríamos obtener superficies donde la métrica
inducida fuese degenerada (el propio cono de luz es un ejemplo de
esta situación). Describimos a continuación un ejemplo importante de
superficie en R

3
1.

EJEMPLO 1.55 (El plano de Lobachevsky L
2). Consideremos la

hoja superior L
2 del hiperboloide circular en R

3
1 definido por

−(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = −R2,
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llamada también la esfera de radio R en R
3
1.

Tal superficie tiene una parametrización local mediante el sistema
de coordenadas pseudoesféricas (hiperbólicas) (θ, φ) dada por las
ecuaciones

x0 = R cosh θ,

x1 = R senh θ cosφ,

x2 = R senh θ senφ,

de modo que al calcular las diferenciales tenemos

dx0 = R senh θ dθ

dx1 = R(cosh θ cosφ dθ − senh θ senφ dφ)

dx2 = R(cosh θ senφ dθ + senh θ cosφ dφ)

de modo que el elemento de longitud es

ds2 = −d(x0)2 + d(x1)2 + d(x2)2 = R2(dθ2 + senh2 θ dφ2) (1.6)

Así, esta métrica se escribe en coordenadas pseudoesféricas (θ, φ) como

(gij(θ, φ)) =

(
R2 0
0 R2 senh2 θ

)

y es conocida como la métrica de Lobachevsky en L
2. En capítulos

posteriores estudiaremos con más detalle este espacio. �

1.6. El punto de vista conforme

El concepto de isometría es central en la geometría diferencial. Un
concepto más débil, pero igualmente importante, es el de las transfor-
maciones que preservan ángulos.

DEFINICIÓN 1.56. Sean (S1, 〈 , 〉) y (S2, 〈〈 , 〉〉) dos superficies rie-
mannianas.
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1. Una transformación f : S1 → S2 es una aplicación conforme
entre las superficies S1 y S2 si y sólo si f es un difeomorfismo y
existe una función λ : S1 → R positiva y diferenciable tal que

〈dfp(ξ1), dfp(ξ2)〉f(p) = λ(p)〈ξ1, ξ2〉p

para todo p ∈ S1 y cualesquiera ξ1, ξ2 ∈ TpS1.

2. Las superficies S1 y S2 son (globalmente) conformes o con-
formemente equivalentes si y sólo si existe una aplicación
conforme f : S1 → S2.

3. Una transformación f : S1 → S2 es una aplicación conforme
local en p ∈ S1 si y sólo si existe una vecindad U de p en
S1 tal que f |U : U → f(U) es una aplicación conforme. f es
una aplicación conforme local si y sólo si f es una aplicación
conforme local en p para todo p ∈ S1.

4. Las superficies S1 y S2 son localmente conformes o local-
mente conformemente equivalentes si y sólo si existen apli-
caciones conformes locales f : S1 → S2 y g : S2 → S1.

Nuevamente, la relación de conformidad global es una relación de
equivalencia entre superficies.

De igual forma que para el caso de isometrías, si (U,ϕ) es una
parametrización de un abierto U mediante las coordenadas (u, v) de
una superficie diferenciable S1 y f : S1 → S2 es un difeomorfismo
con otra superficie S2, entonces, nuevamente usamos el hecho de que
(f(U), f ◦ ϕ) es una parametrización de un abierto en S2. Si además
S1, S2 son riemannianas y f es una aplicación conforme, entonces los
coeficientes de las métricas correspondientes gij y g̃ij satisfacen:

gij(u, v) = λ(u, v) g̃ij(u, v).

como se muestra en el Lema 2.48 en [16].
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De entre todas las formas de conformidad entre métricas, la más
importante es aquella en la cual la métrica de una superficie S es
conforme con la métrica plana:

gij(u, v) = λ(u, v) δij,

ó en notación diferencial,

ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2). (1.7)

En tal caso, se dice que la superficie S está provista de coorde-
nadas isotermas (véase [16]).

Siguiendo paso a paso la demostración del Teorema 3.37 (Bers-
Beltrami) en [16], podemos concluir que para una superficie abstracta
arbitraria se puede construir un sistema de coordenadas isotermas.

En un sistema de coordenadas isotermas, la curvatura gaussiana
se escribe como (ejercicio 13):

K(u, v) = − 1

2λ(u, v)
∆ lnλ(u, v). (1.8)

Para ciertos cálculos usaremos también la forma compleja de la
curvatura. Si sustituimos en (1.7) las identificaciones z = u + iv, z̄ =
u− iv, podemos escribir la métrica en la forma compleja

ds2 = g(z, z̄)dzdz̄ = λ(x(z, z̄), y(z, z̄)) dzdz̄.

Y la expresión para la curvatura de una superficie en coordenadas
(z, z̄) es

K(z, z̄) = − 1

2g(z, z̄)
4
∂2 ln g

∂z ∂z̄
(z, z̄) = − 2

g(z, z̄)

∂2 ln g

∂z∂z̄
(z, z̄), (1.9)

ya que el Laplaciano en las coordenadas (z, z̄) se escribe

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂2

∂z∂z̄
.
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Desde el punto de vista complejo, el problema interesante consiste
en determinar las transformaciones (w, w̄) 7→ (z, z̄) definidas en una
región Ω ⊂ C que preservan la forma conforme de la métrica en C,
esto es, que mantienen la forma

ds2 = h(w, w̄)dw dw̄.

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza a tales transforma-
ciones.

PROPOSICIÓN 1.57. Un cambio de coordenadas (w, w̄) 7→ (z, z̄)
en Ω ⊂ C preserva la forma conforme de la métrica si y sólo si es una
transformación analítica, compuesta con la operación de conjugación.

Demostración. Supóngase que la forma conforme de la métrica en Ω ⊂
C en coordenadas z, z̄ es ds2 = g(z, z̄)dz dz̄ y que z = z(w, w̄), es
analítica en w, esto es,

dz

dw̄
≡ 0

Entonces,

dz =
dz

dw
dw y dz̄ =

dz̄

dw̄
dw̄

de donde

dℓ2 = g(z, z̄)dzdz̄ = g(z(w, w̄), z̄(w, w̄))
dz

dw
dw

dz̄

dw̄
dw̄

= g(z(w, w̄), z̄(w, w̄))

∣∣∣∣
dz

dw

∣∣∣∣
2

dwdw̄ = h(w, w̄)dw dw̄

donde h(w, w̄) = g(z(w, w̄), z̄(w, w̄))
∣∣ dz
dw

∣∣2 y dz̄
dw̄

= dz
dw

.

En forma análoga, si z es analítica en w̄, entonces se conserva la
forma conforme de la métrica en Ω ⊂ C.

Dejaremos la afirmación recíproca como ejercicio.
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Por la proposición 1.57, los únicos cambios de coordenadas com-
plejas que preservan la forma conforme de una métrica son los analíti-
cos, compuestos con la operación de conjugación. Así que al considerar
cambios de coordenadas complejos, supondremos que todos estos cam-
bios son analíticos.

EJEMPLO 1.58. Al utilizar la proyección estereográfica en S
2, es

posible introducir coordenadas conformes (u, v) en la esfera (véase el
ejemplo 2.51 de [16]). La forma de la métrica en estas coordenadas es

ds2 =
4R4

(R2 + u2 + v2)2

(
du2 + dv2

)
.

Al pasar a las coordenadas complejas (z, z̄), la métrica se escribe
como

ds2 =
4R4

(R2 + u2 + v2)2
(du2 + dv2) =

4R4

(R2 + zz̄)2
dzdz̄

Por un cálculo directo se tiene que

ln g = ln(4R4) − 2 ln(R2 + zz̄)

de donde,

∂

∂z̄
(ln g) = − 2z

R2 + zz̄
,

∂

∂z

(
∂ ln g

∂z̄

)
= − 2R2

(R2 + zz̄)2

lo que muestra que la curvatura de la esfera en el punto (z, z̄) es

K(z, z̄) = − 2

g(z, z̄)

∂2 ln g(z, z̄)

∂z ∂z̄
= −−2(R2 + zz̄)2

4R4

−2R2

(R2 + zz̄)2
=

1

R2
.

�
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EJEMPLO 1.59. Introducimos una nueva superficie definiendo una
proyección estereográfica del plano de Lobachevsky L

2 en R
2
(u,v)

de la forma siguiente.
Consideremos la proyección desde el punto PS = (−R, 0, 0) con-

tenido en la hoja inferior de L
2: Para cada punto (x0, x1, x2) de la hoja

superior tracemos la recta que lo une con PS (véase la figura 1.15). Ya
que esta recta interseca al plano en un punto con coordenadas (u, v),
se tienen las relaciones de semejanza entre las variables (x0, x1, x2) y
(u, v) dadas por

(u, v) =

(
Rx1

x0 +R
,
Rx2

x0 +R

)
.

Figura 1.15: Proyección estereográfica de L
2 en R

2.

De esta pareja de ecuaciones se tiene que

x1 =
(x0 +R)

R
u, x2 =

(x0 +R)

R
v

lo que implica

(x1)2 + (x2)2 =
(
u2 + v2

) (x0 +R)2

R2
.
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De esta manera, de la relación −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = −R2 se
obtiene la igualdad

(x0)2 −R2 = (u2 + v2)
(x0 +R)2

R2

de la cual, al despejar x0, se obtiene

x0 = R
R2 + u2 + v2

R2 − u2 − v2
.

Sustituyendo este valor de x0 en las expresiones para x1 y x2 se
obtienen las relaciones inversas

x0 = R
R2 + u2 + v2

R2 − u2 − v2
,

x1 =
2R2u

R2 − u2 − v2
,

x2 =
2R2v

R2 − u2 − v2
.

Un cálculo simple nos muestra que la imagen de L
2 en R

2 bajo esta
proyección es el subconjunto del plano

D
2 = {(u, v) | u2 + v2 < R2}.

Otro cálculo directo implica que el elemento de longitud en D
2 es

ds2 = −d(x0)2 + d(x1)2 + d(x2)2 =
4R4

(R2 − u2 − v2)2
(du2 + dv2).

Esto es, obtenemos una métrica para D
2 conforme con la métrica

euclidiana, con la función de conformidad dada por

λ(u, v) =
4R4

(R2 − u2 − v2)2
.
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Con esta métrica llamaremos a D
2 el disco de Poincaré.

La curvatura de D
2 se obtiene mediante la fórmula de Gauss (1.8) y

cálculos análogos a los realizados en el caso de la esfera S
2. Obtenemos

que

K(u, v) = − 1

R2

es la curvatura del disco de Poincaré en cada punto. �

Ejercicios

1. Complete la prueba de la proposición 1.8 mostrando que todos
los elementos de Ũ son compatibles entre sí y que por lo tanto
Ũ es un atlas maximal. Sugerencia: Utilice el Lema de Zorn o el
axioma de elección; véase [1], p. 94–95.

2. Demuestre que la definición 1.14 no depende de la parametriza-
ción escogida alrededor del punto en la superficie.

3. Demuestre que la relación ∼ obtenida de la definición 1.14 es
una relación de equivalencia.

4. Demuestre las propiedades de la derivada direccional dadas en
la proposición 1.18.

5. Demuestre que las operaciones en la proposición 1.21 dan al
conjunto de derivaciones la estructura de espacio vectorial real.

6. Demuestre la primera parte de la proposición 1.29.

7. Demuestre la proposición 1.30.

8. Con base en el teorema de la función inversa para abiertos de
R

2, demuestre el teorema 1.32.
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9. Enuncie y demuestre la invarianza bajo isometrías de los siguien-
tes conceptos métricos: longitud de arco, ángulo entre curvas,
área, símbolos de Christoffel y curvatura.

10. Considere la aplicación ϕ : R
2 → R

4, ϕ = ϕ(φ, t) definida por

x = (r cos t+ a) cosφ, y = (r cos t+ a) senφ,

z = r sen t cos
(

φ
2

)
, w = r sen t sen

(
φ
2

)
,

donde 0 < r < a.

a) Demuestre que ϕ es una inmersión.

b) Demuestre que ϕ (φ, t) = ϕ (φ+2πk, 2πl−t) para cualquier
pareja de enteros k, l. Concluya que ϕ induce una aplicación
ϕ̃ : [0, 2π] × [0, 2π] → R

4 tal que su imagen coincide con la
de ϕ.

c) Por el inciso anterior, la superficie K
2 ⊂ R

4 que se obtiene
al aplicar ϕ̃ es la misma que se obtiene del rectángulo

Ω̄ = { (φ, t) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 < t < 2π}

en el plano, al identificar los puntos (t, 0) con (2π − t, 2π)
y los puntos (0, φ) con (2π, φ) y es llamada la botella de
Klein, como se muestra en la figura 1.16.

11. Considérense el cilindro C ⊂ R
3 dado por x2 + y2 = 1 y la apli-

cación antípoda f : C → C dada por f(x, y, z) = −(x, y, z). Sea
M

2(∞) el conjunto que se obtiene de identificar (x, y, z) con su
imagen f(x, y, z). Tal conjunto se llama la banda infinita de
Möbius. Demuestre que este conjunto es una superficie diferen-
ciable, construyendo un difeomorfismo local ϕ : C → M

2(∞).

12. Calcule el área y el perímetro de un disco de radio r en el plano
de Lobachevsky L

2, con centro en el punto (R, 0, 0).
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Figura 1.16: Botella de Klein K
2.

13. Demuestre que en un sistema de coordenadas isotermas, los sím-
bolos de Christoffel son

−Γ1
22 = Γ1

11 = Γ2
12 =

λu

2λ
, Γ2

22 = −Γ2
11 = Γ1

12 =
λv

2λ

y que la curvatura gaussiana se escribe como

K(u, v) = − 1

2λ(u, v)
∆ lnλ(u, v).

14. Demuestre la afirmación recíproca de la proposición 1.57.

Sea f : C
2 → C una función holomorfa en las variables (z, w).

El conjunto de puntos en C
2 tales que f(z, w) = 0 se llama una

superficie topológica de Riemann. El teorema de la función
implícita para este caso afirma que si en el punto (z0, w0) se
tiene que

f(z0, w0) = 0,
∂f

∂w
(z0, w0) 6= 0
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entonces existe una vecindad Vz0
en C de tal forma que alrededor

de w0, la variable w es una función holomorfa de z ∈ Vz0
y

0 = f(z, w(z))

En otras palabras, la superficie f ≡ 0 alrededor de (z0, w0) es la
gráfica de una función holomorfa y la coordenada z sirve para
parametrizarla localmente alrededor del punto. Ya que w = w(z)
es holomorfa, se dice que la superficie f ≡ 0 es una superficie
analítica.

15. Sea f(z, w) = w2−Pn(z), donde Pn(z) es un polinomio complejo
de grado n. Demuestre que f(z, w) = 0 define una superficie
diferenciable inmersa en C

2 = R
4. Además, demuestre que si

Pn(z) no tiene raíces múltiples entonces tal superficie es analítica
y orientable.

Consideremos el espacio complejo C
2 con las coordenadas com-

plejas (z, w) y el conjunto de rectas por el origen. A cada línea le
asociamos a un punto y a este conjunto de puntos le llamamos el
espacio proyectivo complejo de dimensión uno, denotándolo
por CP

1. De esta manera, este espacio se obtiene de identificar
los puntos que están en una misma recta de la misma forma que
para el espacio proyectivo real de dimensión dos RP

2, como se
hizo en el ejemplo 1.4.

16. Defina coordenadas homogéneas para CP
1 como en el ejemplo

1.4, sabiendo que si z 6= 0, los puntos (z, w) y (1, w/z) están en la
misma clase, y que, análogamente, los puntos (z, w) y (z/w, 1)
están en la misma clase cuando w 6= 0. Construya las cartas
correspondientes a cada clase.

17. Demuestre que CP
1 es difeomorfo a la esfera S

2 utilizando los
cambios de coordenadas de las cartas encontradas al escribirlas
en coordenadas reales.
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18. Considere la esfera de dimensión 3 en C
2 con las coordenadas

complejas (z, w), definida por la ecuación |z|2 + |w|2 = 1. De-
muestre que una recta compleja en C

2 por el origen interseca a tal
esfera en una circunferencia real de dimensión uno S

1, mostran-
do el hecho de que dos puntos p y q de CP

1 que están en la
misma clase son múltiplos por un elemento en S

1. Concluya que
existe una aplicación cubriente f : S

3 → CP
1 (≡ S

2) tal que para
todo valor c ∈ CP

1 su preimagen es un conjunto que es topológi-
camente S

1. Esta cubriente se llama aplicación de Hopf. En
otras palabras, la esfera se puede dividir (“fibrar”) mediante la
aplicación f por conjuntos que topológicamente equivalen a una
circunferencia.
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Transporte paralelo

En este capítulo iniciamos el estudio de las propiedades dinámicas
asociadas a la geometría intrínseca de una superficie, determinadas
mediante la métrica de la misma. Por ejemplo, definiremos un concepto
análogo al de aceleración de una curva, lo que nos permitirá a su vez
determinar las curvas de aceleración nula con respecto de la superficie,
similares a las rectas en el plano. Para esto requerimos un concepto
análogo al de “segunda derivada”: la derivada covariante, que definimos
a continuación, primero para superficies en R

3 y posteriormente para
superficies abstractas.

2.1. Derivada covariante

Sea S ⊂ R
3 una superficie diferenciable y γ = γ(t), t ∈ (a, b), una

curva diferenciable en S. Si ξ = ξ(t) es un campo vectorial tangente
a S a lo largo de γ = γ(t), queremos definir la derivada del campo ξ
“vista” desde la superficie S.

Puesto que el campo ξ es diferenciable, la derivada dξ/dt está bien
definida y sabemos que esta derivada mide la variación del campo ξ.
Si observamos con detenimiento, esta variación puede deberse a dos
factores: Como el campo vectorial tiene la restricción de ser tangente
a S en todo punto, entonces ξ deberá variar o curvearse “siguiendo”

55
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a S. Por otro lado, aunque el campo sea tangente a S, habrá algunos
campos que varíen más que otros (véase la figura 2.1).

Figura 2.1: Dos campos definidos a lo largo de una curva en la super-
ficie S. El campo ξ2 parece curvearse más que ξ1.

Podemos analizar formalmente estos dos comportamientos, des-
componiendo dξ/dt en dos partes, una tangente a S en p y la otra
normal a S en p. Primero analizaremos la parte tangente, a la que
damos un nombre especial.

DEFINICIÓN 2.1. Sea ξ un campo vectorial tangente a S a lo largo
de una curva γ en S. Se define la derivada covariante (Dξ/dt) (0)
de ξ en t = 0 como la proyección de la derivada (dξ/dt)(0) del campo
vectorial ξ en el plano tangente TpS; es decir,

Dξ

dt
(0) = ProyTpS

(
dξ

dt
(0)

)

como lo muestra la figura 2.2.

Veamos la expresión de la derivada covariante de un campo en un
sistema de coordenadas. Si (U,ϕ) es una parametrización local de S en
una vecindad de p con coordenadas (u,v), entonces la curva γ puede
escribirse como γ(t) = ϕ(u(t), v(t)) y el plano tangente a S en cada
punto de la curva es generado por los vectores ϕu, ϕv, de modo que el
campo vectorial se puede escribir como

ξ(t) = ξ1(t) ϕu(u(t), v(t)) + ξ2(t) ϕv(u(t), v(t)),
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Figura 2.2: Derivada covariante de un campo vectorial.

donde las funciones ξ1(t) y ξ2(t) son diferenciables.
La derivada de ξ está dada por lo siguiente, donde omitimos los

puntos donde se evalúa cada expresión.

dξ

dt
= ξ̇1ϕu + ξ1ϕ̇u + ξ̇2ϕv + ξ2ϕ̇v

= ξ̇1ϕu + ξ1(ϕuuu̇+ ϕuvv̇) + ξ̇2ϕv + ξ2(ϕuvu̇+ ϕvvv̇)

donde el punto denota la derivada respecto al parámetro t.
Si n es el campo unitario

n =
[ϕu, ϕv]

‖[ϕu, ϕv]‖
,

donde [ , ] denota el producto vectorial, tenemos que {ϕu, ϕv, n} es
una base de R

3 para cada punto en la imagen de la parametrización,
de modo que podemos escribir

ϕuu = Γ1
11ϕu + Γ2

11ϕv + Ln,

ϕuv = Γ1
12ϕu + Γ2

12ϕv +Mn,

ϕvv = Γ1
22ϕu + Γ2

22ϕv +Nn,

(2.1)
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aquí usamos la notación de la sección 3.5 de [16]. Entonces

dξ

dt
= ξ̇1ϕu + ξ̇2ϕv

+ ξ1
([

Γ1
11ϕu + Γ2

11ϕv + Ln
]
u̇+

[
Γ1

12ϕu + Γ2
12ϕv +Mn

]
v̇
)

+ ξ2
([

Γ1
12ϕu + Γ2

12ϕv +Mn
]
u̇+

[
Γ1

22ϕu + Γ2
22ϕv +Nn

]
v̇
)
.

Reagrupando en términos de ϕu, ϕv y n, nos fijamos en la parte tan-
gente a S; así, la derivada covariante de ξ tiene la siguiente expresión
en las coordenadas dadas con respecto de la base {ϕu, ϕv} del espacio
tangente:

Dξ
dt

(0) = (ξ̇1 + ξ1Γ1
11u̇+ ξ1Γ1

12v̇ + ξ2Γ1
12u̇+ ξ2Γ1

22v̇)ϕu

+(ξ̇2 + ξ1Γ2
11u̇+ ξ1Γ2

12v̇ + ξ2Γ2
12u̇+ ξ2Γ2

22v̇)ϕv

(2.2)

donde cada función se evalúa en t = 0.

EJEMPLO 2.2. Sean S un plano en R
3, γ = γ(t) una curva con-

tenida en S y ξ un campo tangente a S definido a lo largo de γ. Se
puede mostrar que dξ/dt se mantiene tangente a S, de modo que la
proyección de este vector en el plano tangente coincide con el propio
vector.

Veamos lo anterior en términos de coordenadas. En el ejemplo 2.32
de [16] se demostró que existe una parametrización tal que la métrica
en S toma la forma

(gij(p)) =

(
1 0
0 1

)
=

(
E F
F G

)
.

Al sustituir estos valores en el sistema de ecuaciones (1.5) para
los símbolos de Christoffel Γk

ij, se sigue que éstos se anulan para toda
i, j, k, y en consecuencia,

Dξ

dt
= ξ̇1ϕu + ξ̇2ϕv,

lo cual indica que si la superficie es un plano, la derivada covariante
coincide con la derivada ordinaria. �
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OBSERVACIÓN 2.3. Supongamos que una curva γ : [0, ℓ] → S es
la restricción de una curva suave γ̃ : (−ǫ, ℓ+ ǫ) → S para un número
ǫ > 0. En este caso, si ξ = ξ(t) es un campo diferenciable a lo largo de
γ y ξ̃ es una extensión de ξ a γ̃, se define la derivada covariante de ξ
en p ∈ γ como la derivada covariante de ξ̃ en p. Se puede mostrar que
esta derivada covariante no depende de la extensión ξ̃.

Un ejemplo importante de un campo vectorial definido a lo largo
de una curva γ = γ(t) contenida en una superficie S es el campo de
vectores tangentes ξ(t) = γ̇(t). En tal caso, la derivada covariante de
ξ es

Dξ

dt
=
Dγ̇

dt
.

Puesto que la derivada usual dγ̇/dt de una curva en R
3 es su ace-

leración, podemos interpretar a la derivada covariante del campo de
vectores tangentes como la aceleración de la curva “vista desde la su-
perficie”.

EJEMPLO 2.4. Sean S = S
2 la esfera unitaria en R

3 y γ ∈ S
2 un

meridiano parametrizado por la longitud de arco s. Si ξ(s) = γ′(s) es
el campo de vectores tangentes a lo largo del meridiano, sabemos que
γ′′(s) es normal a S

2, por lo que su proyección en el plano tangente se
anula:

Dξ

ds
(s) = 0.

En términos de la interpretación anterior a este ejemplo, γ es una
curva con aceleración nula. �

2.2. Transporte paralelo

Iniciamos la discusión del transporte paralelo de un vector a lo
largo de una curva parametrizada.
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El quinto postulado de Euclides nos dice que dados una recta L y
un punto p fuera de ella, existe una única recta paralela a L pasando
por p.

En este caso, se puede construir un campo constante ξ(t) = ξ0 a
lo largo de toda la recta L y los puntos extremos conforman la recta
paralela pasando por p, como lo muestra la figura 2.3 a. Es evidente
que la derivada covariante de este campo se anula a lo largo de toda
la recta L.

Figura 2.3: Quinto postulado de Euclides y transporte paralelo.

De igual manera, si p y q son dos puntos arbitrarios de R
3 y

γ : [0, 1] → R
3 es una curva diferenciable arbitraria tal que γ(0) = p

y γ(1) = q, al llevar paralelamente un vector ξ0 posicionado en p me-
diante un campo vectorial constante ξ(t) = ξ0, el proceso nos conforma
una curva paralela a γ (Figura 2.3 b). En tal caso, el campo vectorial
ξ(t) construido a lo largo de γ se llama paralelo a lo largo de tal curva.

Observemos que en este caso, no hay una distinción entre un vector
ξ0 ∈ TpR

3 y su traslación en TqR
3. Observamos además que la derivada

del campo se anula:
dξ

dt
(t)

∣∣∣∣
t=0

≡ 0.

Ahora, sean S ⊂ R
3 una superficie diferenciable y p, q ∈ S dos puntos

arbitrarios. Al tratar de comparar a los vectores posicionados en p con



Capítulo 2. Transporte paralelo 61

los vectores posicionados en q, un proceso análogo al realizado en la
discusión precedente nos lleva a la construcción de campos vectoriales
paralelos a lo largo de las curvas que unen a tales puntos.

Si p, q ∈ S y γ = γ(t), t ∈ [0, 1] es una curva diferenciable que
une a p = γ(0) con q = γ(1), al considerar un vector ξ0 ∈ TpS, y
realizar su transporte paralelo de manera ordinaria en R

3 a lo largo de
γ, obtenemos un vector posicionado en q, pero no necesariamente en
TqS. Para obtener un vector tangente a S en q proyectamos tal vector
en TqS, obteniendo ξ1 ∈ TqS .

Claramente, este método puede generar que al trasladar un vector
ξ0 6= 0 hasta un vector ξ1, éste último se anule, como ocurre al trasladar
de esta manera un vector ξ0 tangente a la esfera S

2 en el polo norte
p a lo largo de un meridiano, como lo muestra la figura 2.4. En este
caso, el vector ξ1 es nulo. En general, esto podría ocurrir si los puntos
p y q en una superficie están muy alejados.

Figura 2.4: Intento de construcción de un campo paralelo en S
2.

El concepto de paralelismo para un campo vectorial ξ(t) a lo largo
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de una curva γ puede definirse mediante el proceso mencionado, si se
realiza de manera infinitesimal, es decir, si se supone que la proyección
del vector dξ

dt
(t) en el espacio tangente Tγ(t)S se anule. De este modo,

el campo ξ se considera como constante a lo largo de γ, visto desde
la superficie S. En otras palabras, para que esto suceda, es necesario
que la derivada covariante del campo dado se anule.

Esto da la pauta para la siguiente definición de transporte paralelo
a lo largo de una curva parametrizada γ contenida en una superficie.

DEFINICIÓN 2.5. Sea γ = γ(t) una curva en una superficie S ⊂
R

3. Un campo vectorial ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) definido a lo largo de γ es
paralelo si y sólo si se cumple la igualdad

Dξ

dt
≡ 0.

OBSERVACIÓN 2.6. La definición de derivada covariante implica
que un campo vectorial ξ = ξ(t) a lo largo de γ = γ(t) es paralelo si y
sólo si la derivada dξ/dt es un vector normal a la superficie S.

EJEMPLO 2.7. En el ejemplo 2.4 mostramos que la derivada del
campo de tangentes ξ(s) = γ′(s) a lo largo de un meridiano γ(s) de
la esfera unitaria S

2 ⊂ R
3 se anula; por lo tanto, ξ(s) es un campo

paralelo a lo largo de γ. �

Ahora veremos algunas propiedades generales de los campos para-
lelos a lo largo de una curva.

Sean ξ = ξ(t), η = η(t) dos campos vectoriales tangentes a una
superficie S ⊂ R

3 a lo largo de una curva γ(t). Si ξ es paralelo a lo
largo de γ, entonces dξ/dt es normal a S y por lo tanto

〈
dξ

dt
, η(t)

〉
= 0.
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Análogamente, si η(t) es paralelo a lo largo de una curva γ(t), se
sigue que 〈

ξ(t),
dη

dt

〉
= 0.

De esta manera, si ambos campos son paralelos, entonces

d

dt
〈ξ(t), η(t)〉 =

〈
dξ

dt
, η(t)

〉
+

〈
ξ(t),

dη

dt

〉
.

Así, si ambos campos son paralelos a lo largo de γ = γ(t), entonces
el producto escalar entre ellos se preserva. Esto implica con facilidad
los dos últimos incisos del siguiente lema.

LEMA 2.8. Si ξ(t), η(t) son campos vectoriales paralelos a lo largo
de una curva γ = γ(t) contenida en una superficie inmersa en R

3,
entonces

1. 〈ξ(t), η(t)〉 es constante a lo largo de γ(t).

2. ‖ξ(t)‖, ‖η(t)‖ son constantes a lo largo de γ(t).

3. El ángulo θ(t) entre ξ y η es constante a lo largo de γ(t).

PROPOSICIÓN 2.9. Sean γ : [0, ℓ] → S una curva diferenciable,
γ(0) = p y ξ0 un vector en TpS. Entonces existe un único campo
vectorial ξ = ξ(t) paralelo a lo largo de γ tal que ξ(0) = ξ0.

Demostración. Consideremos una parametrización de una vecindad de
p en S con coordenadas (u, v). Las ecuaciones que definen a un campo
paralelo ξ = (ξ1, ξ2) a lo largo de la curva γ(t) = (u(t), v(t)) son

ξ̇1 + ξ1Γ1
11u̇+ ξ1Γ1

12v̇ + ξ2Γ1
12u̇+ ξ2Γ1

22v̇ = 0,

ξ̇2 + ξ1Γ2
11u̇+ ξ1Γ2

12v̇ + ξ2Γ2
12u̇+ ξ2Γ2

22v̇ = 0.
(2.3)

Éste es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en
las variables ξ1 y ξ2 sujeto a la condición inicial ξ(0) = ξ0. Por el
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teorema de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden con la condición inicial dada (véase [5]), existe
un campo vectorial ξ(t) que es solución del sistema.

DEFINICIÓN 2.10. Sean γ : [0, ℓ] → S una curva diferenciable en
S, p = γ(0) y ξ0 un vector tangente en p. Entonces el vector ξ(t1) en
γ(t1) obtenido mediante el campo vectorial paralelo de la proposición
2.9 se llama el transporte paralelo de ξ0 a γ(t1) a lo largo de γ(t)
(véase la figura 2.5).

Figura 2.5: Transporte paralelo de un vector.

EJEMPLO 2.11. Debido a que en un plano S = P puede escogerse la
métrica como gij = δij, se sigue que todos los coeficientes de Christoffel
se anulan y las ecuaciones del transporte paralelo son

ξ̇1 = 0, ξ̇2 = 0,

lo que nos dice que el campo paralelo es constante ξ(t) = ξ0 a lo largo
de cualquier curva.

EJEMPLO 2.12. Consideremos un cono circular vertical recto S
con ángulo en el vértice igual a φ, al cual se le quita tal vértice para
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hacerlo una superficie diferenciable. Sea p ∈ S un punto arbitrario y
consideremos la curva circular por p obtenida al intersecar a S con un
plano horizontal. Denotemos por γ tal curva, a la cual parametrizamos
por longitud de arco. Sea ξ un vector tangente a S en p apuntando
en la dirección del vértice. Calculemos el ángulo α de rotación de ξ al
transportarlo paralelamente a lo largo de γ (véase la figura 2.6 a).

Denotemos por r la distancia de p al vértice. Entonces, si R es el
radio de γ en R

3 se tiene que sen(φ/2) = R/r, es decir

R = r sen(φ/2)

lo que nos dice que long (γ) = 2πR = 2πr sen(φ/2).

Cortando por la línea que une a p con el vértice tenemos una región
del cono isométrica a una región del plano complementaria a un sector
con ángulo α, como se muestra en la figura 2.6 b.

Figura 2.6: a. Región en el cono. b. Región del cono isométrica a una
región plana.

Al transportar paralelamente el vector ξ a lo largo de γ se obtiene
el vector ξ′ que forma un ángulo α con la línea que une al punto q con
el vértice (véase la figura 2.7). Procedamos a calcular el ángulo α, que
es el ángulo de rotación buscado.
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Figura 2.7: Transporte paralelo del vector ξ a lo largo de un meridiano
del cono.

Si los puntos p y q se obtienen al cortar el cono y Γ es el círculo
con centro en el vértice que pasa por p y q, entonces

long (de p a q) = long (Γ) − long (γ)

Como la distancia de p al vértice es r, long (de p a q) = rα, pues
α es el ángulo del sector.

Por otro lado, long (Γ) = 2πr, lo que implica que

rα = 2πr − 2πr sen

(
φ

2

)
= 2πr

(
1 − sen

φ

2

)

De esta forma, el ángulo que rota el vector ξ al ser transportado
en forma paralela dando toda una vuelta a lo largo de γ en el cono es
α = 2π

(
1 − sen φ

2

)
.

Notamos que el transporte paralelo en el cono se obtiene del trans-
porte en el plano debido a la isometría local entre ambas superficies.
�

OBSERVACIÓN 2.13. Veamos cómo extender los conceptos de
derivada covariante y campo paralelo al caso de las superficies abs-
tractas. Observemos que la expresión (2.2) depende sólo del vector
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tangente γ̇(0) y de los símbolos de Christoffel Γk
ij, los que a su vez

dependen sólo de la métrica en S. De aquí se sigue que esta deriva-
da depende sólo de la métrica en S, lo que nos permite establecer la
siguiente definición.

DEFINICIÓN 2.14. Sean (S, 〈 , 〉) una superficie riemanniana, γ
una curva diferenciable en S y ξ un campo diferenciable a lo largo
de γ. Sea (U,ϕ) una parametrización de una vecindad de p ∈ S con
coordenadas (u, v), de modo que γ(t) = (u(t), v(t)). Si ξ1, ξ2 son las
coordenadas del campo ξ con respecto de la base {ϕu, ϕv} de TpS
determinada por ϕ, entonces la derivada covariante de ξ en 0 está
dada por la ecuación (2.2), donde Γk

ij son los símbolos de Christoffel
asociados a la métrica en S.

Esto nos permite extender los conceptos de campo y transporte
paralelos. A continuación veremos un ejemplo de estos conceptos en
una superficie abstracta.

EJEMPLO 2.15. Definimos el semiplano superior como el con-
junto

H
2
+ = { (u, v) ∈ R

2 | v > 0 }
dotado de la métrica

ds2 =
du2 + dv2

v2
.

En términos de los coeficientes de la métrica, E = G = 1/v2 y F = 0,
por lo que al sustituir estas funciones en el sistema (1.5), tenemos que
los símbolos de Christoffel asociados a la métrica son

Γ2
11 =

1

v
, Γ1

12 = Γ2
22 = −1

v
,

y Γk
ij = 0 para los demás índices.
Supongamos ahora que queremos transportar el vector ξ0 = (0, 1)

en forma paralela a lo largo de la curva u(t) = t, v(t) = 1. Si ξ(t) =
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(ξ1(t), ξ2(t)) son las coordenadas del transporte paralelo, las ecua-
ciones (2.3) para estas coordenadas están dadas en este caso por

dξ1

dt
+ Γ1

12ξ
2 = 0,

dξ2

dt
+ Γ2

11ξ
1 = 0.

O bien, como v(t) = 1,

dξ1

dt
− ξ2 = 0,

dξ2

dt
+ ξ1 = 0.

La forma de estas ecuaciones sugiere que ξ1(t) = cos θ(t) y ξ2(t) =
sen θ(t), donde θ(t) mide el ángulo del vector con la dirección horizon-
tal positiva. Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones anteriores,
tenemos que dθ/dt = −1, de modo que θ(t) = −t + C, siendo C una
constante. Como la condición inicial se traduce en θ(0) = π/2, se
tiene que el transporte paralelo ξ(t) de (0, 1) a lo largo de la curva
en cuestión forma el ángulo θ(t) = π/2− t con la dirección horizontal
positiva (véase la figura 2.8). �

Figura 2.8: Transporte paralelo en el semiplano superior.

OBSERVACIÓN 2.16. Veamos qué ocurre con la derivada cova-
riante al cambiar la parametrización de la curva. Si t = t(s) es un
cambio de parámetro tal que dt/ds 6= 0, la regla de la cadena implica
que

Dξ

ds
=
Dξ

dt

dt

ds
.
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Consecuentemente, el hecho de que un campo sea paralelo no depende
de la parametrización. En efecto, Dξ/dt = 0 si y sólo si Dξ/ds = 0
(con la condición dt/ds 6= 0, por supuesto).

En otras palabras, si ξ es un campo paralelo a lo largo de una
curva con el parámetro t, entonces ξ también es paralelo a lo largo de
la misma curva con el parámetro s.

OBSERVACIÓN 2.17. Dada una curva γ(t) tal que γ(0) = p, defi-
nimos una transformación

P : TpS → Tγ(t)S

asociando a cada vector ξ0 ∈ TpS el vector ξ(t) ∈ Tγ(t)S obtenido
bajo el transporte paralelo de este vector a lo largo de γ. El Lema 2.8
implica que esta transformación es una isometría entre los espacios
tangentes TpS y Tγ(t)S (véase la figura 2.9).

Figura 2.9: Isometría definida mediante el transporte paralelo.

OBSERVACIÓN 2.18. Sean S1 y S2 dos superficies diferenciables
en R

3 tangentes a lo largo de una curva γ; es decir,

Tγ(t)S1 = Tγ(t)S2, para toda t.

Entonces el transporte paralelo en ambas superficies coincide. De esto
se sigue que un campo vectorial ξ(t) es paralelo a lo largo de γ en S1

si y sólo si el campo es paralelo a lo largo de γ en S2.



70 2.2. Transporte paralelo

Figura 2.10: Cono y esfera tangentes en el paralelo Γ.

EJEMPLO 2.19. Sea Γ un paralelo en S
2. Si S es un cono tangente

a S
2 a lo largo de Γ, entonces el transporte paralelo de cualquier vector

ξ a lo largo de Γ en S
2 se reduce al transporte paralelo a lo largo de Γ

en el cono (véase la figura 2.10).

El cono S y S
2 son tangentes en Γ cuando se cumple la relación

φ = π
2
− θ, donde φ y θ son los ángulos indicados en la figura 2.10.

En vista de la discusión del ejemplo 2.12, un vector ξ apuntando en
dirección al polo norte gira un ángulo

α = 2π

(
1 − sen

φ

2

)
= 2π

(
1 − sen

(
π

4
− θ

2

))

cuando es transportado hasta el vector ξ′ a lo largo de Γ. �
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2.3. Orientación

En esta sección generalizamos el concepto de superficie diferencia-
ble orientada, desarrollado en la primera parte de esta obra [16] para
superficies en R

3.
Sean S una superficie diferenciable y p un punto en S. Decimos que

dos bases {ξ, η} y {ξ̃, η̃} del espacio TpS tienen la misma orientación
si y sólo si existe un isomorfismo A : TpS → TpS de tal forma que

Aξ = ξ̃, Aη = η̃

y detA > 0. Es fácil ver que esto define una relación de equivalencia
entre bases. De hecho, para cada p ∈ S existen sólo dos clases de
equivalencia bajo esta relación. Una orientación en TpS consiste en
la elección de una de estas clases de equivalencia.

Si (U,ϕ) es una parametrización de una vecindad de p en S con
coordenadas (u, v), podemos orientar a cada plano tangente TqS, q ∈
U , eligiendo la orientación de la base {ϕu, ϕv} inducida por la parame-
trización. Como en la Sección 3.2 de [16], esto define una orientación
en una vecindad Vp de p en S (véase la figura 2.11).

Figura 2.11: Orientación en una vecindad de un punto.
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Sea (U, ϕ̃) otra parametrización con coordenadas (ũ, ṽ). El plano
tangente TpS está generado por las bases

{ϕu, ϕv} y {ϕ̃ũ, ϕ̃ṽ}.

Usando la transformación ϕ−1 ◦ ϕ̃, de modo que

(u, v) = (u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)),

se tiene que estas bases están relacionadas mediante la ecuación ma-
tricial

(
ϕ̃ũ

ϕ̃ṽ

)
=




∂u
∂ũ

∂v
∂ũ

∂u
∂ṽ

∂v
∂ṽ



(
ϕu

ϕv

)
.

Consecuentemente, si el Jacobiano de la función de transición

D(u, v)

D(ũ, ṽ)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂u
∂ũ

∂v
∂ũ

∂u
∂ṽ

∂v
∂ṽ

∣∣∣∣∣∣∣

es positivo, entonces las bases {ϕu, ϕv} y {ϕ̃ũ, ϕ̃ṽ} tendrán la misma
orientación.

DEFINICIÓN 2.20. Sea S una superficie diferenciable abstracta. S
es orientable si y sólo si existe una estructura diferenciable {(Ui, ϕi)}
de S tal que para cada i, j tal que Ui ∩ Uj 6= ∅, ocurre que el Jaco-
biano de ϕ−1

i ◦ ϕj es positivo. La familia {(Ui, ϕi)} se llamará una
orientación para S. En caso de no existir tal estructura, S se lla-
mará no orientable .

El siguiente resultado para superficies diferenciables abstractas
tiene una prueba completamente análoga al Lema 3.4 en [16].

LEMA 2.21. Sea S una superficie diferenciable que puede ser cu-
bierta con dos parametrizaciones (U,ϕ) y (Ũ , ϕ̃). Si U ∩ Ũ ⊂ S es un
conjunto conexo en S, entonces S es una superficie orientable.
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Damos otra definición de orientabilidad utilizando los llamados
sistemas de referencia.

DEFINICIÓN 2.22. Si p ∈ S, un sistema de referencia en una
vecindad U de p es una pareja de campos vectoriales {ξ, η} de tal
manera que en cada punto q ∈ U , {ξ(q), η(q)} es una base de TqS.

OBSERVACIÓN 2.23. Los campos ξ y η son diferenciables en U ,
por tanto continuos. Podemos decir entonces que la clase de equiva-
lencia de orientación de tal sistema de referencia varía continuamente
en U .

DEFINICIÓN 2.24. Una superficie S es orientable si y sólo si
puede elegirse una clase de equivalencia de orientación de los sistemas
de referencia en todo S. En caso contrario, S es no orientable.

Una orientación en una superficie orientable S consiste en la elec-
ción de una clase de equivalencia de un sistema de referencia definido
en S.

El lector puede ver fácilmente que la definición 2.20 es equivalente
a la definición 2.24.

Supondremos en lo que resta de esta sección que la superficie S es
conexa.

Sea γ : [0, 1] → S una curva regular parametrizada de tal forma
que γ(0) = p y consideremos una base {ξ(0), η(0)} de Tγ(0)S. Trans-
portemos paralelamente los vectores de esta base a lo largo de γ hasta
el punto γ(1), obteniendo así una base {ξ(1), η(1)} (véase la figura
2.12).

Tenemos el siguiente resultado que nos ayuda a identificar cuándo
una superficie S es orientable.

TEOREMA 2.25. Una superficie conexa S es orientable si y sólo si
para toda curva cerrada γ : [0, 1] → S con γ(0) = γ(1) = p, la clase de
equivalencia de orientación de una base {ξ(0), η(0)} de TpS coincide
con la clase de su transporte paralelo {ξ(1), η(1)}.
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Figura 2.12: Transporte paralelo de una orientación a lo largo de γ.

Demostración. Si la superficie es orientable, existe una clase de equi-
valencia de orientación definida en toda la superficie. Supongamos que
existe una curva cerrada γ : [0, 1] → S con γ(0) = γ(1) = p tal que
las clases de equivalencia de la base {ξ(0), η(0)} y de su transporte
paralelo {ξ(1), η(1)} difieran. Entonces a lo largo de γ, la clase de
equivalencia del transporte {ξ(t), η(t)} debe cambiar, o dicho de otra
forma, si consideramos bases positivas (de acuerdo con la orientación
de S), existe un punto de la curva donde el determinante de cambio de
base entre estas bases positivas y {ξ(t), η(t)} debe cambiar de signo,
lo cual es una contradicción.

Recíprocamente, podemos dar una orientación de S como sigue:
Fijamos un punto p ∈ S y una base {ξ0, η0} de TpS. Para cada q ∈ S
definimos una clase de equivalencia de orientación en q como la clase
del transporte paralelo de {ξ0, η0} mediante una curva γ. Si existiera
otra curva γ̃ que llevara la clase de orientación en p en una clase
de orientación distinta en q, la clase de orientación de {ξ0, η0} no
coincidiría con la de su transporte paralelo a lo largo de la curva
cerrada γ−1 · γ̃, lo que contradice nuestra hipótesis.

EJEMPLO 2.26. Consideremos a la superficie M
2 que se obtiene del

rectángulo

Ω̃ = { (φ, t) | 0 ≤ φ ≤ 2π, −1 < t < 1 }

en el plano, identificando (pegando) los puntos (0, t) con (2π,−t). Esta
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superficie es llamada la banda de Möbius y se muestra en la figura
2.13 (para más detalles, véase el ejemplo 3.10 de [16]).

Figura 2.13: Banda de Möbius M
2.

Consideremos la circunferencia central Γ en M
2 dada por los puntos

con coordenadas (φ, 0) y un punto p ∈ Γ. Al deslizar un sistema de
referencia en Γ iniciando en p y cerrar el circuito, vemos que la clase
de orientación del sistema de referencia inicial cambia, de modo que
la banda de Möbius no es orientable. �

EJEMPLO 2.27. En el ejemplo 1.4 definimos al espacio proyectivo
real RP

2 como el espacio obtenido al identificar los puntos antípodas
de la frontera S

1 de un disco. Consideremos un diámetro arbitrario del
disco como se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.14: Banda de Möbius contenida en RP
2.



76 2.4. Geodésicas

Si se considera una vecindad de los extremos de este diámetro en
la frontera, dada la forma de identificar los puntos en tales vecindades,
existe una banda de Möbius contenida en el espacio proyectivo RP

2.
Si RP

2 fuese orientable, entonces es claro que cualquier subconjun-
to abierto también lo sería; en particular, la banda de Möbius sería
orientable, lo que contradice lo establecido en el ejemplo anterior. �

2.4. Geodésicas

Sean S ⊂ R
3 una superficie diferenciable y γ : (−ǫ, ǫ) → S una

curva diferenciable tales que γ(0) = p ∈ S y γ̇(0) = ξ. Podemos
determinar una única curva γ̃ : (−ǫ, ǫ) → TpS que se proyecte ortogo-
nalmente sobre γ = γ(t), de modo que el vector tangente a γ̃ sea ξ.
Para construir tal curva γ̃ utilizamos las rectas normales a la superficie
S que pasan por los puntos de γ y consideramos su intersección con
el plano TpS (véase la figura 2.15).

Figura 2.15: Curva γ en S y curva γ̃ en TpS.

Si k es la curvatura de γ en p y kg es la curvatura de γ̃ en 0,
entonces, por el Teorema de Euler (Teorema 3.14 de [16]) se tiene que

kg = k cos θ
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donde θ es el ángulo formado por los vectores normales principales m
de γ en p y m̃ de γ̃ en 0.

Sean n el vector normal a la superficie S en p y v = γ̇/‖γ̇‖ el vector
unitario tangente a γ. Por el Teorema de Serret-Frenet (Teorema 1.41
en [16]), si s es el parámetro por longitud de arco, se tiene que γ′′(s) =
km(s) y el vector [v(s), n] es paralelo al normal principal m.

En virtud de que el vector normal n es unitario se tiene entonces
que

kg = k cos θ = (γ′′, γ′, n),

donde ( ′ ) denota la derivada respecto a s y ( , , ) denota el triple
producto escalar (véase la sección 1.7 de [16]).

Si se utiliza un parámetro arbitrario t, al reparametrizar la curva
γ mediante γ(t) = γ(s(t)) se tienen las igualdades

dγ

ds
=

dγ

dt

dt

ds
,

d2γ

ds2
=

d2γ

dt2

(
dt

ds

)2

+
dγ

dt

d2t

ds2
.

Ya que
dt

ds
=

1

||γ̇|| ,

obtenemos la siguiente expresión para kg con respecto de t:

kg =

(
d2γ

dt2

(
dt

ds

)2

+
dγ

dt

d2t

ds2
,
dγ

dt

dt

ds
, n

)
=

1

||γ̇||3 (γ̈, γ̇, n).

Para obtener la segunda igualdad se han utilizado las propiedades
del triple producto escalar.

DEFINICIÓN 2.28. A la curvatura kg de la curva γ̃ en 0 se le llama
la curvatura geodésica de γ en p (véase la definición 3.15 de [16]).
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De la expresión de la curvatura geodésica

kg =
1

||γ̇||3 (γ̈, γ̇, n)

se sigue que si se cambia la orientación de la superficie o de la curva,
cambia el signo de kg.

Ahora daremos una expresión en coordenadas para la curvatura
geodésica de una curva en una superficie. Sea (U,ϕ) una parametriza-
ción de S con coordenadas (u, v) alrededor de p, de tal forma que la
curva γ = γ(t) se escribe como γ(t) = ϕ(u(t), v(t)). Entonces

γ̇ = ϕuu̇+ ϕvv̇ y γ̈ = ϕuuu̇
2 + 2ϕuvu̇v̇ + ϕvvu̇

2 + ϕuü+ ϕvv̈.

Al utilizar las expresiones (2.1) de las segundas derivadas de ϕ en la
base {ϕu, ϕv, n} de TpR

3 se tiene que

γ̈ = Aϕu +Bϕv + Cn,

donde
A = ü+ Γ1

11u̇
2 + 2Γ1

12u̇v̇ + Γ1
22v̇

2

B = v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2

C = Lu̇2 + 2Mu̇v̇ +Nv̇2,

(2.4)

de modo que la curvatura geodésica en las coordenadas (u, v) toma la
forma

kg =
1

||γ̇||3 (γ̈, γ̇, n)

=
1

||γ̇||3 (Aϕu +Bϕv + Cn, ϕuu̇+ ϕvv̇, n)

=
1

||γ̇||3 (Av̇(ϕu, ϕv, n) −Bu̇(ϕu, ϕv, n))

=
(ϕu, ϕv, n)

||γ̇||3 (Av̇ −Bu̇)

=

√
EG− F 2

(Eu̇2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇2)3/2
(Av̇ −Bu̇).



Capítulo 2. Transporte paralelo 79

EJEMPLO 2.29. Ahora calcularemos la expresión de la curvatura
geodésica para curvas en superficies parametrizadas con coordenadas
ortogonales.

Como F = 0, podemos utilizar el sistema (1.5) para obtener

Γ1
11 =

Eu

2E
, Γ1

12 =
Ev

2E
, Γ1

22 = −Gu

2E
,

y

Γ2
11 = −Ev

2G
, Γ2

12 =
Gu

2G
, Γ2

22 =
Gv

2G
.

Al sustituir en las expresiones (2.4) se tiene que

A = ü+
Eu

2E
u̇2 +

Ev

E
u̇v̇ − Gu

2E
v̇2,

B = v̈ − Ev

2G
u̇2 +

Gu

G
u̇v̇ +

Gv

2G
v̇2.

En este caso, la expresión para la curvatura geodésica queda

kg =

√
EG

(Eu̇2 +Gv̇2)3/2
(A v̇ −B u̇).

Si s es el parámetro por longitud de arco, la fórmula anterior se
reduce a la expresión

kg =
√
EG(Av′ −B u′). (2.5)

Utilizaremos esta expresión más adelante. �

Consideremos una recta en R
2 dada por γ(t) = p+ tξ, pasando por

el punto p y en dirección del vector ξ = γ̇(t). Entonces

dγ̇

dt
(t) ≡ 0;
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por lo tanto, la derivada covariante a lo largo de γ(t) se anula, es decir,

Dγ̇

dt
(t) ≡ 0;

Por otro lado, la curvatura geodésica kg también se anula en cada
punto. Si utilizamos coordenadas cartesianas para escribir

γ(t) = (u(t), v(t)) = (p1 + tξ1, p2 + tξ2)

entonces ü = 0, v̈ = 0 y E = G = 1, F = 0, de donde se sigue nuestra
afirmación. De esta forma, una “geodésica” clásica de R

2 (es decir, una
línea recta) satisface que la derivada covariante de su campo vectorial
tangente se anula o bien que su curvatura geodésica se anula. Esto da
la pauta para definir lo que es una geodésica para el caso general de
una superficie S.

DEFINICIÓN 2.30. Una curva γ = γ(t) contenida en una superficie
S es una geodésica si la derivada covariante de su campo vectorial
tangente se anula; es decir, si

Dγ̇

dt
(t) ≡ 0

para todo t ∈ I.

En un sistema de coordenadas definido por una parametrización
(U,ϕ), esto se escribe

Dγ̇

dt
(t) = Aϕu +Bϕv

donde A,B están dados en (2.4).
Si la curva γ es una geodésica, entonces

0 =
Dγ̇

dt
(t) = Aϕu +Bϕv
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implica que A = B = 0, y consecuentemente, la curvatura geodésica
kg = 0.

El siguiente resultado caracteriza una curva geodésica de diversas
formas.

TEOREMA 2.31. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La curva γ es una geodésica en S.

2. El campo vectorial ξ(t) = γ̇(t) es paralelo a lo largo de γ.

3. Dado un sistema de coordenadas, la curva γ(t) = (u(t), v(t))
satisface el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de se-
gundo orden

ü+ Γ1
11u̇

2 + 2Γ1
12u̇v̇ + Γ1

22v̇
2 = 0,

v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2 = 0.

(2.6)

Demostración. La equivalencia entre los incisos (1) y (2) se sigue di-
rectamente de la definición.

Para ver que (1) y (3) son equivalentes basta observar que para
una parametrización (U,ϕ),

Dγ̇

dt
= (ü+ Γ1

11u̇
2 + 2Γ1

22u̇v̇ + Γ1
22v̇

2)ϕu

+(v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ1
122u̇v̇ + Γ2

22v̇
2)ϕv

= Aϕu +Bϕv,

por lo que A = B = 0 si y sólo si Dγ̇/dt = 0.

OBSERVACIÓN 2.32. Observemos que el hecho de que el campo
γ̇ sea paralelo implica que la rapidez ||γ̇(t)|| de la curva sea constante,
lo cual ocurre si y sólo si el parámetro t es proporcional a la longitud
de arco s. Si ||γ̇(t)|| se anula idénticamente, la curva es constante; en
caso contrario, la curva γ es regular.
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COROLARIO 2.33. Sea S una superficie en R
3. Una curva regular

γ : [0, ℓ] → S parametrizada por longitud de arco es una geodésica si y
sólo si γ′′(s) está en la dirección del vector normal a la superficie en
cada punto. En otras palabras, una curva geodésica en S cumple que
su normal principal m en cada punto está en la dirección del normal
a la superficie (véase la figura 2.16).

Demostración. Si γ es una geodésica entonces Dγ̇/dt ≡ 0, lo que
implica que

ProyTpS

dγ̇

dt
= 0.

Así, el vector dγ̇/dt = γ̈ está en la dirección del normal n, ya que
por el Teorema de Serret-Frenet, γ̈ es paralelo al normal principal. En
otras palabras, (γ̈, γ̇, n) se anula si y solamente si el normal principal
es paralelo al normal de la superficie, siempre que la curvatura k 6= 0.
Esto prueba el corolario.

Figura 2.16: Curvas geodésicas en una superficie en R
3.

COROLARIO 2.34. Dado un punto p en la superficie S y un vector
ξ ∈ TpS, existe un número ǫ > 0 y una única curva γ : (−ǫ, ǫ) → S
geodésica que pasa por p = γ(0) y tal que γ̇(0) = ξ.

Demostración. Por el inciso (3) del Teorema 2.31, dado un sistema
de coordenadas (u, v), una curva geodésica γ = γ(t) debe satisfacer el
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sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

ü+ Γ1
11u̇

2 + 2Γ1
12u̇v̇ + Γ1

22v̇
2 = 0,

v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2 = 0,

sujeto a las condiciones iniciales (u(0), v(0)) = p y (u̇(0), v̇(0)) = ξ.
El teorema de existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones
diferenciales de este tipo garantiza la afirmación (véase [5]).

El siguiente resultado nos muestra qué ocurre con la imagen de las
curvas geodésicas bajo una isometría.

PROPOSICIÓN 2.35. Sea f : S1 → S2 una isometría entre las
superficies diferenciables S1 y S2. Si γ es una geodésica en S1, entonces
f ◦ γ es una geodésica en S2.

Demostración. Sea f(p) un punto de f ◦ γ, con p ∈ S1. Si ϕ es una
parametrización de una vecindad de p, sabemos que f ◦ ϕ es una
parametrización de una vecindad de f(p). Según la discusión posterior
a la observación 1.47, los coeficientes de las métricas de S1 y S2 coin-
ciden, lo que implica que los coeficientes de Christoffel con respecto
de estas parametrizaciones son idénticos para ambas superficies y por
lo tanto las ecuaciones de las geodésicas coinciden. Esto termina la
demostración.

EJEMPLO 2.36. Consideremos la esfera de radio R con centro en
el origen en R

3, definida por

S
2
R =

{
(x, y, z) ∈ R

3 | x2 + y2 + z2 = R2
}
.

Si utilizamos la parametrización (ortogonal) con coordenadas co-
geográficas (φ, θ), tenemos que los coeficientes de la métrica para S

2
R

son

(gij(φ, θ)) =

(
R2 sen2 θ 0

0 R2

)
.
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Figura 2.17: Geodésicas de una esfera de radio R.

Un cálculo directo similar al usado en el ejemplo 2.29 nos muestra que

Γ1
11 = Γ1

22 = Γ2
12 = Γ2

21 = 0, Γ1
12 = Γ1

21 = cot θ, Γ2
11 = − sen θ cos θ,

lo que implica que las ecuaciones para las geodésicas γ(t) = (φ(t), θ(t))
de S

2
R vienen dadas por

φ̈+ (2 cot θ)φ̇θ̇ = 0, θ̈ − (sen θ cos θ)φ̇2 = 0.

Sean p ∈ S
2
R y C ⊂ S

2
R un meridiano γ(s) = (φ0, s), parametrizado

por la longitud de arco s ∈ [0, 2π]. Una sencilla sustitución muestra
que γ(s) satisface las ecuaciones anteriores, lo que implica que C es
una geodésica de S

2
R.

Dado otro círculo máximo C̃ ⊂ S
2
R, sabemos que existe una rota-

ción (es decir, una isometría A ∈ SO(3)) tal que A(C) = C̃. Por la
Proposición 2.35, se sigue que C̃ es una geodésica. De esta forma, todo
círculo máximo en S

2
R es una geodésica.
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Por otro lado, sea Γ ⊂ S
2
R una geodésica pasando por el punto

p ∈ S
2
R tal que ξ es el vector tangente a Γ en p. Consideremos el

círculo máximo pasando por p, parametrizado en forma proporcional
a la longitud de arco, de modo que su vector tangente coincida con ξ
(véase la figura 2.17). Por la parte de unicidad del Corolario 2.34, este
círculo máximo y la geodésica Γ coinciden. Esto muestra que

PROPOSICIÓN 2.37. Las geodésicas en la esfera S
2
R son precisa-

mente sus círculos máximos.

Sabemos que dados dos puntos cualesquiera en un plano, existe un
único segmento de geodésica que los une. En contraste, si consideramos
dos puntos antípodas en la esfera, existe una infinidad de geodésicas
que los une (véase la figura 2.18). �

Figura 2.18: Algunas geodésicas en S
2 que unen dos puntos antípodas.

EJEMPLO 2.38. Sea C el cilindro circular recto en R
3, definido por

la ecuación x2 + y2 = 1.
Dado un círculo obtenido al cortar a C con un plano horizontal,

observamos que los normales principales a este círculo están en la
dirección de los normales al cilindro. Esto dice que esta curva es una
geodésica. Un caso más sencillo es el de una recta vertical contenida
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en C, que también es una geodésica. Ahora daremos un argumento
para determinar el resto de las geodésicas de C.

Sean p ∈ C y Γ una geodésica en C que pasa por p. Sabemos que el
cilindro C y el plano R

2 son localmente isométricos (véase el ejemplo
2.45 de [16]), lo que implica que existen una vecindad U de p en C,
una vecindad V de 0 en el plano y una isometría local f : V → U
tal que f(0) = p. Sabemos entonces que existe una recta (geodésica
en el plano) Γ̃ que pasa por 0 tal que f(Γ̃) = Γ. Si utilizamos las
coordenadas (u, v) en el plano, podemos parametrizar a Γ̃ como

u = as, v = bs, a2 + b2 = 1.

Si usamos las coordenadas correspondientes (u, v) para parametrizar
al cilindro, de modo que (u, v) 7→ (cosu, sen u, v), la curva γ se puede
parametrizar como

x(s) = cos(as), y(s) = sen(as), z(s) = bs,

lo que describe una hélice en el cilindro. Claramente, de la unicidad
de una geodésica por un punto con dirección dada y la proposición
2.35, se sigue que todas las hélices en el cilindro de la forma anterior
son geodésicas y, recíprocamente, si una geodésica no es un círculo
horizontal ni una recta vertical, entonces debe ser una hélice (véase la
figura 2.19). �

EJEMPLO 2.39 (Geodésicas en una superficie de revolución). Con-
sideremos una superficie de revolución S ⊂ R

3 generada al hacer girar
alrededor del eje z la curva diferenciable Γ parametrizada por

x = f(v), z = g(v),

donde v ∈ (a, b) (para más detalles, véase el ejemplo 2.22 de [16]).
Entonces la parametrización local de S está dada por

ϕ(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v))
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Figura 2.19: Geodésicas en el cilindro y en el plano.

donde (u, v) ∈ (0, 2π) × (a, b). Los coeficientes de la métrica en estas
coordenadas son

E = f 2, F = 0 y G = f ′(v)2 + g′(v)2,

de modo que usando el sistema (1.5) para los símbolos de Christoffel,
se tiene

Γ1
11 = 0, Γ1

12 =
f ′f

f 2
, Γ1

22 = 0,

Γ2
11 =

−ff ′

(f ′)2 + (g′)2
, Γ2

12 = 0, Γ2
22 =

f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
.

De esta forma, las geodésicas γ(t) = ϕ(u(t), v(t)) en la superficie de
revolución S satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

ü+ 2
f ′f

f 2
u̇v̇ = 0,

v̈ − ff ′

(f ′)2 + (g′)2
u̇2 +

f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
v̇2 = 0,

donde el punto denota esta vez la derivada respecto al parámetro s.
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Consideremos un meridiano γ(s) = (u0, v(s)) en S, parametrizado
por longitud de arco s. Entonces u̇(s) = ü(s) = 0, lo que nos indica
que γ satisface la primera ecuación.

Como ||γ̇(s)||2 = gij(0, v̇) = 1 y

1 = gij(u̇, v̇) = (0 v̇)

(
f 2 0
0 (f ′)2 + (g′)2

)(
0
v̇

)
= [(f ′)2 + (g′)2]v̇2,

se sigue que para el meridiano γ(s) se cumple la igualdad

v̇2 =
1

(f ′)2 + (g′)2
.

Derivando esta última igualdad respecto a s y usando el hecho que
f(v) = f(v(s)) se obtiene

2v̇v̈ = −(2f ′f ′′v̇ + 2g′g′′v̇)

[(f ′)2 + (g′)2]2

lo que implica

v̈ = − f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2

1

(f ′)2 + (g′)2
= − f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
v̇2.

Esto demuestra que γ(s) satisface también la segunda ecuación dife-
rencial, de modo que todo meridiano de una superficie de revolución
es una geodésica.

Consideremos ahora un paralelo arbitrario γ(s) = (u(s), v0). En
este caso, v̇(s) = v̈(s) = 0. Así, para que γ sea una geodésica se deben
cumplir las ecuaciones diferenciales

ü = 0 y − ff ′

(f ′)2 + (g′)2
(u̇)2 = 0.

Suponiendo que u̇ 6= 0, la primera ecuación dice que u debe tener la
forma u(s) = ξs + u0, lo cual se cumple por estar parametrizada por



Capítulo 2. Transporte paralelo 89

la longitud de arco. En cuanto a la segunda ecuación, como f(v) 6= 0
y el denominador no se anula, entonces esta ecuación se cumple para
un punto ϕ(u, v) si y sólo si f ′(v) = 0.

De esta forma, para que un paralelo γ sea una geodésica es nece-
sario que en cada punto ϕ(u, v) ∈ γ, se tenga que v sea un punto
crítico de f (véase la figura 2.20).

Considérese γ(s) = ϕ(u(s), v(s)) una geodésica de S diferente de
un meridiano y de un paralelo. Aunque no es fácil determinar una
forma explícita de γ, veremos que las geodésicas de este tipo satisfacen
una relación interesante.

Si se considera el campo vectorial ϕu(s) a lo largo de γ(s) y se
denota por φ al ángulo entre los vectores γ̇ y ϕu, entonces

cosφ =
〈ϕu, γ̇〉

||ϕu|| ||γ̇||
=

〈ϕu, γ̇〉
||ϕu||

.

Figura 2.20: Geodésicas de una superficie de revolución.
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Como γ̇(s) = ϕuu̇+ϕvv̇ y la parametrización es ortogonal, se tiene

cosφ =
〈ϕu, ϕuu̇+ ϕvv̇〉

||ϕu||
=
u̇〈ϕu, ϕu〉
||ϕu||

= u̇
E√
E

= u̇f

Al utilizar la primera ecuación de las geodésicas, se obtiene

0 = f 2ü+ (2ff ′v̇)u̇ =
d

ds
(f 2u̇)

lo que nos dice que f 2u̇ es constante.
De esta forma, f cosφ = f(u̇f) = u̇f 2 es constante. Si denotamos

por f(v) = r al radio de un paralelo, entonces concluimos el siguiente
resultado.

LEMA 2.40 (Relación de Clairaut). Si una geodésica en una superfi-
cie de revolución interseca a un paralelo de radio r > 0 con un ángulo
φ, entonces

r cosφ = cte.

OBSERVACIÓN 2.41. Como en el caso de la derivada covariante,
la expresión para la curvatura geodésica dada en (2.5) sólo depende
de la métrica y de los símbolos de Christoffel. De este modo, podemos
definir la curvatura geodésica para una curva contenida en una super-
ficie diferenciable abstracta, usando una parametrización (U,ϕ) con
coordenadas (u, v), como

kg =

√
EG− F 2

(Eu̇2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇2)3/2
(Av̇ −Bu̇)

donde A,B,C están dados en (2.4). Es fácil ver que la definición de
curvatura geodésica en una superficie no depende de la parametriza-
ción elegida. Análogamente, podemos extender el concepto de curva
geodésica a estas superficies, definiéndolas como aquellas curvas que
satisfacen las ecuaciones (2.6) en un sistema de coordenadas (u, v).
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EJEMPLO 2.42. Describiremos ahora las geodésicas del semiplano
superior. Recordemos del ejemplo 2.15 que los símbolos de Christoffel
asociados a la métrica correspondiente son

Γ1
12 = −1

y
, Γ2

11 =
1

y
, Γ2

22 = −1

y
,

y Γk
ij = 0 para los demás índices. De esta manera, las ecuaciones

diferenciales de las geodésicas en el semiplano superior están dadas
por el sistema

ẍ =
2ẋẏ

y
,

ÿ =
ẏ2 − ẋ2

y
.

Supongamos que y = y(x). Se tiene entonces que

dy

dx
= ẏ

dt

dx
=
ẏ

ẋ
,

d2y

dx2
=
ÿẋ− ẍẏ

ẋ3

lo que implica

d2y

dx2
=

ẏ2−ẋ2

y
ẋ− 2ẋẏ

y
ẏ

ẋ3
= −1

y

(
ẏ2

ẋ2
+ 1

)

= −1

y

((
dy

dx

)2

+ 1

)
.

De esta forma, al denotar la derivada respecto a x mediante ( ′ ) se
tiene

y′′ = −1

y
((y′)2 + 1)

lo que implica yy′′ + (y′)2 = −1. Esto equivale a (yy′)′ = −1, es decir,
yy′ = −x+ c.
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Al integrar esta última ecuación, se tiene al fin y al cabo la relación

(x− c)2 + y2 = c2 + k

la cual corresponde a una circunferencia de radio
√
c2 + k con centro

en el punto (c, 0), que interseca ortogonalmente al eje x. Notamos que
cuando y = 0 (eje x) la métrica toma valores infinitos, de modo que
este eje puede pensarse como una frontera ideal.

Existe otro tipo de geodésicas en el semiplano superior que se ob-
tiene de suponer que x = cte. En tal caso, la ecuación diferencial
que define la geodésica es ÿ = ẏ2/y, que al ser integrada nos da una
solución y(t) = Aeλt. De esta forma, una recta vertical es una geodési-
ca; parametrizada mediante t → (cte, Aeλt), converge al eje x cuando
t→ −∞ y diverge a ∞ cuando t→ ∞.

Figura 2.21: Geodésicas y geodésicas asintóticas en H
2
+.

Notamos que una línea geodésica vertical que converge a un punto
(x0, 0) del eje x es tangente a una infinidad de semicircunferencias
ortogonales al eje x (veáse figura 2.21). Esto no contradice el teorema
de unicidad de las geodésicas ya que la tangencia de esta infinidad de
geodésicas se realiza en la frontera ideal y = 0. �

TEOREMA 2.43. Las geodésicas del semiplano superior son semi-
circunferencias superiores ortogonales al eje y = 0 o rectas verticales.
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De la teoría de funciones holomorfas, sabemos que existe una trans-
formación analítica del plano complejo C en sí mismo que lleva el disco
D

2 en el semiplano superior H
2
+. De hecho, tal transformación está da-

da por

z = f(w) =
1 + iw

1 − iw

(véase la figura 2.22).

Figura 2.22: Disco de Poincaré y semiplano superior.

Esta transformación resulta ser una isometría entre el disco de
Poincaré D

2 y H
2
+ (véase el ejercicio 17). Ya que esta transformación

analítica preserva ángulos llevando circunferencias y rectas en circun-
ferencias y rectas, se sigue el siguiente resultado.

COROLARIO 2.44. Las geodésicas del disco de Poincaré son las
partes interiores de circunferencias ortogonales a la frontera de D

2, o
bien diámetros de este disco como se muestra en la figura 2.23.

Para finalizar este capítulo obtendremos dos expresiones de la cur-
vatura geodésica, como consecuencia del ejemplo 2.29.

PROPOSICIÓN 2.45. Sea S una superficie dotada de una parame-
trización ortogonal, con coordenadas (u, v). Si γ(s) = ϕ(u(s), v(s)) es
una curva diferenciable en la superficie S, donde s es el parámetro por
longitud de arco, se tiene que

kg =
1

2
√
EG

(
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

)
+
dφ

ds
,
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Figura 2.23: Geodésicas en el disco de Poincaré D
2.

donde φ es el ángulo entre el vector γ̇(t) y el vector ϕu.

Demostración. Como {ϕu, ϕv, n} es base de Tγ(t)S, tenemos que

γ′ = u′ϕu + v′ϕv y γ′′ = Aϕu +Bϕv + Cn,

donde A,B,C están dados en (2.4). Por otro lado, como γ está para-
metrizada por longitud de arco, 1 = ‖γ′‖2 y 〈γ′′, γ′〉 = 0, de modo
que

1 = Eu′2 +Gv′2 y 0 = AEu′ +BGv′. (2.7)

Si φ es el ángulo formado por el vector ϕu y γ′(t), entonces

cosφ =
〈ϕu, γ

′〉
‖γ′‖‖ϕu‖

=
〈ϕu, ϕu u

′ + ϕv v
′〉√

E
=

√
Eu′.

Al derivar tenemos

− senφ
dφ

ds
=

√
Eu′′ +

1

2
√
E

(Euu
′ + Evv

′)u′.

Observemos que

senφ =
√

1 − cos2 φ =
√

1 − Eu′2 =
√
Gv′,

por la primera ecuación de (2.7), lo que indica que

−dφ
ds

=

√
E√
Gv′

(
u′′ +

Eu

2E
u′2 +

Ev

2E
u′v′
)
.
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Recordando la expresión para el coeficiente A en (2.4), tenemos que

−dφ
ds

=

√
E√
Gv′

(
A− Ev

E
u′v′ +

Gu

2E
v′2 +

Ev

2E
u′v′
)

=

√
E√
Gv′

A+
1

2
√
EG

(
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

)
.

Para terminar la demostración debemos mostrar que la curvatura geo-
désica kg es igual al primer término de la última expresión; en vista
de la ecuación (2.5), debemos ver que

√
EG(Av′ −Bu′) =

√
E√
Gv′

A;

o, en forma equivalente, que

G(Av′2 −Bu′v′) = A.

Pero

G(Av′2 −Bu′v′) = AGv′2 −BGu′v′ = AGv′2 + AEu′2 = A,

donde hemos usado las ecuaciones (2.7). Esto concluye la prueba.

De la proposición 2.45 se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 2.46 (Fórmula de Liouville). Con las hipótesis de la
proposición 2.45 se tiene la siguiente igualdad:

kg = (kg)u cosφ+ (kg)v senφ+
dφ

ds
,

donde (kg)u es la curvatura geodésica de las líneas asociadas al campo
vectorial ϕu y (kg)v es la curvatura geodésica de las líneas asociadas
al campo vectorial ϕv.
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Demostración. Sea γu(s) = (u(s), v0) una curva integral del campo
vectorial ϕu. Entonces dv/ds = 0 y u′(s) = 1/

√
E, lo que implica que

la curvatura geodésica (kg)u de γu(s) es

(kg)u = − Ev

2E
√
G
,

ya que φ = 0. De igual forma, se tiene que la curvatura geodésica de
la curva coordenada γv(s) = (u0, v(s)) es

(kg)v =
Gu

2G
√
E
.

Al utilizar la fórmula de la proposición 2.45 se tiene que

kg(s) = (kg)u

√
E
du

ds
+ (kg)v

√
G
dv

ds
+
dφ

ds
.

Por otro lado, de la definición del producto escalar obtenemos

√
E
du

ds
=

〈
γ′(s),

ϕu√
E

〉
= ‖γ′(s)‖

∥∥∥∥
ϕu√
E

∥∥∥∥ cosφ = cosφ,

√
G
dv

ds
=

〈
γ′(s),

ϕv√
G

〉
= ‖γ′(s)‖

∥∥∥∥
ϕv√
G

∥∥∥∥ senφ = senφ.

De esta manera, al sustituir en la última igualdad se llega a la
expresión

kg(s) = (kg)u cosφ+ (kg)v senφ+
dφ

ds
,

lo que termina la prueba del corolario.

Ejercicios

1. Sean S una superficie diferenciable en R
3 y ξ = ξ(t) un campo

vectorial diferenciable unitario a lo largo de una curva suave
γ : [a, b] → S, t ∈ [a, b].
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a) Demuestre que para cada punto γ(t) existe un número real
λ = λ(t) tal que

Dξ

dt
= λ[η, ξ]

donde n = n(t) es el vector normal a S en γ(t) y los
corchetes indican el producto vectorial.

b) Demuestre que λ(t) = kg(t) en el punto γ(t).

2. Demuestre que la curvatura geodésica en cada punto de una línea
asintótica es igual a su curvatura (véase la sección 3.7 de [16]).

3. Demuestre que la derivada covariante de un campo vectorial a
lo largo de una curva parametrizada no depende de la extensión
del campo (véase la observación 2.3).

4. Sean S una superficie diferenciable y ξ(t), η(t) campos vectoria-
les diferenciables a lo largo de la curva γ : [a, b] → S, t ∈ [a, b].
Demuestre que

d

dt
〈ξ(t), η(t)〉 =

〈
Dξ

dt
, η(t)

〉
+

〈
ξ(t),

Dη

dt

〉
.

5. Demuestre que el lema 2.8 es válido para superficies abstractas.

6. Demuestre que la definición 2.20 es equivalente a la definición
2.24.

7. Demuestre que la botella de Klein K
2 no es orientable (véase el

ejercicio 10c del capítulo 1).

8. Demuestre que la banda de Möbius infinita M
2(∞) no es orien-

table (véase el ejercicio 11 del capítulo 1).

9. Demuestre que el proyectivo CP
1 es orientable (véase el ejercicio

16 del capítulo 1).
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10. Calcule la curvatura geodésica de las siguientes curvas.

a) Una circunferencia de radio r contenida en una esfera de
radio R.

b) Una hélice u = cte. del helicoide

ϕ(u, v) = (u cos v, u sen v, av)

donde a > 0.

c) Los meridianos y paralelos de la superficie

ϕ(u, v) = (u cos v, u sen v, f(v)).

d) Los paralelos del toro de revolución T
2 generados al hacer

girar alrededor del eje z los puntos (a+R, 0) y (a,R).

11. Demuestre que la definición de curvatura geodésica en una su-
perficie abstracta dada en la observación 2.41 no depende de la
parametrización elegida.

12. Demuestre que dada una superficie inmersa en R
3, una curva γ

en S es geodésica si y sólo si la curvatura geodésica de γ se anula
en cada punto: kg(t) ≡ 0.

13. Halle las curvas geodésicas de las siguientes superficies:

a) Del helicoide dado en el ejercicio 10b.

b) Del cono circular recto (sin vértice) parametrizado por

ϕ(r, φ) = (r cosφ senµ, r senφ senµ, r cosµ)

donde r > 0, µ ∈
(
0, π

2

)
.
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14. Considere la superficie de revolución del ejemplo 2.39. Usando el
hecho de que u̇f 2 = cte = c, demuestre que el sistema de ecua-
ciones diferenciales que define a las geodésicas en tal superficie
puede integrarse localmente para obtener la relación

F (v) = c

∫
1

f(v)

√
f ′(v)2 + g′(v)2

f(v)2 − c2
dv + cte,

donde u = F (v).

15. Utilice la parametrización del paraboloide de revolución z =
x2 + y2 dada por

ϕ(u, v) = (v cosu, v senu, v2)

donde (u, v) ∈ (0, 2π)× (0,∞), la relación de Clairaut y el ejer-
cicio 14, para demostrar que una geodésica de este paraboloide
se autointerseca una infinidad de veces.

16. Sean S una superficie en R
3 y Vp ⊂ S una vecindad conexa del

punto p ∈ S. Demuestre que si el transporte paralelo no depende
de la curva que une a dos puntos arbitrarios q y q̃ ∈ Vp, entonces
la curvatura gaussiana en tal vecindad se anula.

17. Demuestre que la transformación

z = f(w) =
1 + iw

1 − iw
.

es una isometría entre el disco de Poincaré D
2 y H

2
+.

18. Demuestre que si todas las geodésicas de una superficie conexa
S se obtienen de su intersección con algún plano, entonces toda
geodésica es línea de curvatura. Muestre además que todos los
puntos de la superficie son umbílicos, lo que prueba que tal su-
perficie es parte de un plano o de una esfera (véase la proposición
3.4 en [7]).
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Figura 2.24: Geodésicas asintóticas en un hiperboloide.

19. Sean S el hiperboloide circular de una hoja x2 + y2 − z2 = 1,
un punto p = (x0, y0, z0) ∈ S tal que z0 > 0 y r =

√
x2

0 + y2
0.

Considere la geodésica γ = γ(t) que pasa por el punto p y hace
un ángulo φ con el meridiano por p, de tal forma que la relación
de Clairaut es r cosφ = 1. Demuestre que si se toma la dirección
tangente hacia abajo en tal geodésica, entonces γ(t) converge
asintóticamente a la geodésica α(t) = (cos t, sen t, 0), como se
muestra en la figura.



Capítulo 3

Superficies completas

En este capítulo definiremos la aplicación exponencial asociada
a un punto p de una superficie S. Veremos que esta transformación
establece una correspondencia biunívoca entre una vecindad de 0 en
el plano tangente TpS y una vecindad de p en S.

En particular, esta correspondencia nos permitirá trasladar las
coordenadas usuales en el plano tangente (es decir, las coordenadas
cartesianas y las polares) a los puntos cercanos a p. Utilizaremos es-
tos sistemas de coordenadas para mostrar algunas propiedades de las
geodésicas de una superficie.

La aplicación exponencial también nos permitirá definir el con-
cepto de superficie geodésicamente completa. Básicamente, esto se re-
fiere a la posibilidad de extender cualquier geodésica indefinidamente.
Podemos decir entonces que éste es un concepto de completez desde
el punto de vista geométrico.

Por otro lado, más adelante dotaremos a una superficie S de un
concepto de distancia intrínseca, con el fin de dar a S una estructura de
espacio métrico. Diremos entonces que S es completa si es un espacio
métrico completo relativo a esta distancia (véase el apéndice B).

El resultado principal de este capítulo, el Teorema de Hopf-Rinow,
mostrará la equivalencia entre los hechos de que una superficie sea
geodésicamente completa y de que sea completa como espacio métrico.

101
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3.1. La aplicación exponencial

La aplicación exponencial, que denotaremos por expp, transforma
una vecindad de 0 ∈ TpS en una vecindad de p en S. Intuitivamente,
el valor de expp en un vector ξ se obtiene tendiendo al vector sobre S.
Para esto, se considera una geodésica que parte de p en la dirección
de ξ y se mide sobre ésta un segmento de longitud igual a ‖ξ‖ (véase
la figura 3.1).

Figura 3.1: La aplicación exponencial.

Para formalizar esta idea necesitamos algunos resultados de la
teoría de ecuaciones diferenciales. En ese sentido, esta sección y la
siguiente contienen algunas afirmaciones cuya demostración no será
incluida aquí. Una magnífica referencia es [7].

Hasta ahora, hemos considerado a cada geodésica de manera in-
dividual. El primer resultado que analizaremos nos dice que dado un
punto p ∈ S podemos coleccionar todas las geodésicas que pasan por
puntos cercanos a p en una sola aplicación.

TEOREMA 3.1 ([7], Teorema 1a, página 300). Sea S una superficie
y p ∈ S. Entonces existen números ǫ, δ > 0, una vecindad W de p en
S y una transformación diferenciable

Γ : (−ǫ, ǫ) × U → S,

donde
U = { (q, ξ) | q ∈W, ξ ∈ TpS, ‖ξ‖ < δ }
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de modo que para cada (q, ξ) ∈ U , la curva Γ(t, q, ξ) es la (única)
geodésica que pasa por q con velocidad ξ en el instante t = 0. En
símbolos,

Γ(0, q, ξ) = q,
∂Γ

∂t
(0, q, ξ) = ξ y

D

∂t

∂Γ

∂t
(t, q, ξ) = 0.

La transformación Γ se llama el flujo geodésico en torno de p. Co-
mo su nombre lo indica, la existencia de Γ es consecuencia del teorema
de existencia del flujo asociado a una ecuación diferencial.

Intuitivamente, si recorremos una geodésica con menor velocidad,
podemos lograr que su intervalo de definición sea mayor, y viceversa.
Establecemos esto formalmente como sigue.

PROPOSICIÓN 3.2. Dado un número a > 0, sean Γ : (−ǫ, ǫ)×U →
S la transformación dada en el Teorema 3.1 y (q, ξ) ∈ U fijo. Entonces
la curva α : (−ǫ/a, ǫ/a) → S dada por

α(t) = Γ(at, q, ξ)

es la única geodésica tal que

α(0) = q y α′(0) = aξ.

Demostración. Las igualdades α(0) = p y α′(0) = aξ son consecuencia
directa de la definición de Γ y de la regla de la cadena. Para mostrar
que α es una curva geodésica, vemos que

Dα′

dt
= a

D

∂t

∂Γ

∂t
(at, q, ξ) = 0.

En adelante utilizaremos la notación γ(t, q, ξ) para la geodésica que
pasa por un punto q con vector velocidad ξ en el instante t = 0. Con
esta notación, la proposición anterior dice que

γ(t, q, aξ) = γ(at, q, ξ).
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DEFINICIÓN 3.3. Supongamos que (q, ξ) es tal que la geodésica
γ(t, q, ξ) está definida para t = 1. La imagen de ξ bajo la aplicación
exponencial en q, denotada por expq(ξ), es el punto en S dado por

expq(ξ) = γ(1, q, ξ).

Observemos que

expq(ξ) = γ(1, q, ξ) = γ

(‖ξ‖
‖ξ‖ , q, ξ

)
= γ

(
‖ξ‖, q, ξ

‖ξ‖

)
.

La última expresión denota una geodésica con velocidad unitaria, de
modo que la longitud recorrida por dicha curva en el intervalo [0, ‖ξ‖]
es precisamente ‖ξ‖ (véase de nuevo la figura 3.1).

OBSERVACIÓN 3.4. Los resultados anteriores garantizan que para
cada p ∈ S existe una vecindad de p en S y un número δ′ > 0 tal
que para todo q en dicha vecindad expq está definida al menos para
los vectores η tales que ‖η‖ < δ′. En efecto, si en la proposición 3.2
elegimos a < ǫ, sabemos que la curva α correspondiente está definida
para t = 1. Como α(t) = γ(t, q, aξ), tenemos que la geodésica γ(t, q, η)
está definida para t = 1 si q ∈ W y ‖η‖ < aδ = δ′. Además, expq es
diferenciable en una vecindad de 0 ∈ TqS, pues la transformación Γ
dada en la proposición 3.1 lo es.

EJEMPLO 3.5. Consideremos el cono de la figura 3.2. En este caso,
las generatrices del cono son geodésicas que no pueden extenderse más
allá del vértice, lo cual indica que para cada p la aplicación exponencial
no está definida en todo TpS. �

El ejemplo anterior sugiere una definición.

DEFINICIÓN 3.6. Sea S una superficie y p ∈ S. Entonces

1. S es geodésicamente completa en p si y sólo si expp está
definida para cada ξ ∈ TpS.
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Figura 3.2: El cono y su aplicación exponencial.

2. S es geodésicamente completa si y sólo si es geodésicamente
completa en p para todo p ∈ S.

Podemos parafrasear la definición diciendo que una superficie S
es geodésicamente completa en p si y sólo si toda geodésica que pase
por p se puede extender indefinidamente; es decir, tiene por dominio
a todo R.

EJEMPLO 3.7. Para R
2 provisto de la métrica gij(x, y) = δij, la

curvatura gaussiana es K(x, y) = 0 y los símbolos de Christoffel se
anulan, lo que implica que las curvas geodésicas del plano son las
rectas. Así, el plano resulta ser un espacio geodésicamente completo,
ya que una recta parametrizada por longitud de arco está definida
para todo valor del parámetro. �

EJEMPLO 3.8. De acuerdo a la proposición 2.37, las geodésicas
de la esfera coinciden con sus círculos máximos, lo que le hace una
superficie geodésicamente completa. �

EJEMPLO 3.9. En el ejemplo 2.15 presentamos al semiplano su-
perior H

2
+. Al integrar las ecuaciones diferenciales de las geodésicas

(véase el ejemplo 2.42) y hacer y = y(x) se obtuvo la relación

(x− c)2 + y2 = c2 + k

la cual corresponde a una circunferencia de radio
√
c2 + k con centro en

el punto (c, 0) y que interseca ortogonalmente al eje x. Al parametrizar
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por longitud de arco, esta curva está definida en R y converge a la
frontera ideal.

Podemos obtener otras geodésicas en este espacio haciendo x = cte.
En tal caso, al ser integrada la ecuación diferencial correspondiente nos
da una solución y(t) = Aeλt que converge al eje x cuando t → −∞ y
diverge a ∞ cuando t→ ∞.

Podemos resumir este análisis en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.10. H
2
+ es geodésicamente completo.

COROLARIO 3.11. Tanto el disco de Poincaré D
2 como el plano

de Lobachevsky L
2 son geodésicamente completos.

A continuación estudiaremos con detalle las propiedades de la apli-
cación exponencial.

PROPOSICIÓN 3.12. Para cada p existe una vecindad W tal que
para todo q ∈ W , la aplicación exponencial expq es invertible en una
vecindad de 0 ∈ TqS.

OBSERVACIÓN 3.13. Observemos que para demostrar que cada
aplicación expq es invertible podemos aplicar el teorema de la función
inversa. Formalmente, d(expq)0 : T0(TqS) → TqS, aunque es claro
que podemos identificar T0(TqS) con TqS. Bajo esta identificación, si
η ∈ TqS, entonces

d(expq)0(η) =
d

dt
expq(tη)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
γ(1, q, tη)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
γ(t, q, η)

∣∣∣∣
t=0

= η,

lo cual muestra que d(expq)0 es la identidad. Usamos el teorema de
la función inversa para concluir que expq es invertible localmente. Sin
embargo, la afirmación de la proposición es un poco más fuerte, pues
garantiza la existencia de toda una vecindad de cada punto p ∈ S
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donde la exponencial es invertible. La demostración de este hecho de-
pende nuevamente del teorema de la función inversa, esta vez aplicado
a la transformación

exp : U → S × S, exp(q, ξ) = (q, expq(ξ)),

donde U es la vecindad dada en el Teorema 3.1. El único detalle a
observar es que U es un conjunto de parejas (q, ξ), donde q ∈ S y
ξ ∈ TqS. Necesitamos una versión del teorema de la función inversa
para espacios con dimensión mayor que 2. Esta versión del teorema
existe y puede aplicarse en este caso, pues la diferencial de exp(0,0)

(donde (0, 0) ∈ TqS × TqS) es de nuevo la identidad. Los detalles de
este argumento aparecen en [7].

EJEMPLO 3.14. En el caso de la esfera S
2, la aplicación exponencial

expp está definida para todo ξ ∈ TpS
2, aunque es claro que no puede

ser un difeomorfismo global. �

DEFINICIÓN 3.15. Una vecindad W de p ∈ S tal que expp :
exp−1

p (W ) → W es un difeomorfismo se llamará una vecindad nor-
mal de p.

Con esta definición, podemos parafrasear la proposición 3.12 como
sigue.

PROPOSICIÓN 3.16. Para todo p ∈ S existe un abierto W tal que
es una vecindad normal de cada uno de sus puntos.

El hecho de la existencia de vecindades normales nos permite uti-
lizar a la aplicación exponencial como una parametrización en torno
de un punto y definir algunos sistemas de coordenadas especiales.

DEFINICIÓN 3.17. Sea W una vecindad normal de p ∈ S y W ′ =
exp−1

p (W ). Entonces

1. Las coordenadas normales en W son las correspondientes a
las coordenadas cartesianas en W ′.
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2. Sean ξ ∈ W ′\{0}, A′ = { tξ ∈ W ′ | t ≥ 0 } y A = expp(A
′).

Las coordenadas polares geodésicas en W\A son las corres-
pondientes a las coordenadas polares en W ′\A′ (véase la figura
3.3).

Figura 3.3: a. Coordenadas normales. b. Coordenadas polares geodé-
sicas.

También podemos utilizar la aplicación exponencial para definir
ciertos subconjuntos de S en analogía con algunos subconjuntos del
plano.

DEFINICIÓN 3.18. Sea W una vecindad normal de p ∈ S y (r, φ)
el sistema de coordenadas polares geodésicas correspondiente. Una
geodésica radial que parte de p es la restricción γ : [0, ǫ) → S
de una geodésica que pasa por p, representada en este sistema por
φ = constante. Un círculo geodésico de radio r con centro en p es
la imagen bajo expp de un círculo de radio r con centro en 0 ∈ TpS
y contenido en W , representada en este sistema por r = constante
(véase la figura 3.4).
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Figura 3.4: Geodésicas radiales y círculos geodésicos.

Consideremos un círculo geodésico C de radio r con centro en p.
Observemos que debido a la definición de la exponencial, la distancia
de p a cualquier punto de C es precisamente r. Esto justifica el nombre
de círculo geodésico.

Sea W una vecindad normal de p; es decir, expp : exp−1
p (W ) → W

es una parametrización. Sean (r, φ) las coordenadas polares geodésicas
con centro en p ∈ S. Entonces es fácil convencerse de que el coeficiente

E(r, φ) =

〈
∂

∂r
expp,

∂

∂r
expp

〉

de la primera forma fundamental en este sistema de coordenadas es
constante e igual a 1, pues este coeficiente mide la longitud de los
vectores tangentes a las curvas φ = constante, es decir, las geodésicas
con rapidez unitaria. De mayor interés es el siguiente resultado, que
puede interpretarse como el hecho de que los círculos geodésicos son
ortogonales a las geodésicas radiales.

PROPOSICIÓN 3.19 (Lema de Gauss). Con la notación anterior,
se satisface

F (r, φ) =

〈
∂

∂r
expp,

∂

∂φ
expp

〉
≡ 0.
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Demostración. En la demostración denotaremos ϕ = expp. Como ya
hemos señalado, las curvas φ = constante son geodésicas con rapidez
unitaria, de modo que

E = 〈ϕr, ϕr〉 ≡ 1.

Si derivamos esta expresión con respecto de φ, tenemos que

〈ϕr, ϕrφ〉 ≡ 0.

Por otro lado, como cada una de estas curvas es geodésica, tenemos
que su derivada covariante con respecto de r se anula:

D

∂r
ϕr ≡ 0.

Ahora, si derivamos F = 〈ϕr, ϕφ〉 con respecto de r, tenemos

∂F

∂r
= 〈ϕrr, ϕφ〉 + 〈ϕr, ϕrφ〉 =

〈
D

∂r
ϕr, ϕφ

〉
≡ 0.

Esto nos dice que F no depende de r. Recordando la definición de ϕ,
tenemos que

ĺım
r→0

ϕ(r, φ) = p, por lo que ĺım
r→0

ϕφ = 0.

De este modo,
ĺım
r→0

F (r, φ) = ĺım
r→0

〈ϕr, ϕφ〉 = 0.

Como F no depende de r, tenemos que F ≡ 0.

Más adelante utilizaremos el Lema de Gauss junto con la siguiente
propiedad de los coeficientes de la métrica en coordenadas polares.
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PROPOSICIÓN 3.20. Sea W una vecindad normal y (r, φ) las coor-
denadas polares geodésicas con centro en p. Sea

G(r, φ) =

〈
∂

∂φ
expp,

∂

∂φ
expp

〉
.

Entonces G satisface las condiciones

ĺım
r→0

√
G = 0, ĺım

r→0

∂
√
G

∂r
= 1.

Demostración. Denotaremos ϕ = expp. Si hacemos el cambio usual de
coordenadas polares a cartesianas (normales) x = r cosφ, y = r senφ,
entonces

ϕr = cosφϕx + senφϕy, y ϕφ = −r senφϕx + r cosφϕy.

de modo que

G = 〈ϕφ, ϕφ〉 = r2(Ē sen2 φ+ Ḡ cos2 φ− 2F̄ senφ cosφ),

donde Ē, F̄ , Ḡ son los coeficientes de la métrica en coordenadas nor-
males. Como senφ, cosφ son funciones acotadas y en p, Ē = Ḡ = 1 y
F̄ = 0, se tiene que

ĺım
r→0

√
G = 0.

Usando de nuevo la expresión anterior para G se tiene la segunda
afirmación de la proposición.

3.2. El Teorema de Minding

El Teorema egregio de Gauss (Teorema 3.33 de [16]) prueba que
si dos superficies en R

3 son localmente isométricas, entonces tienen
la misma curvatura en los puntos correspondientes. El ejemplo a con-
tinuación muestra que la afirmación recíproca no es válida. Esto es,
que dos superficies tengan la misma curvatura alrededor de puntos
correspondientes no implica que sean localmente isométricas.
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EJEMPLO 3.21. Sea S1 la superficie de revolución logarítmica en
R

3, obtenida al girar la curva x = u, z = lnu alrededor del eje z, y
cuya parametrización local está dada por

ϕ1(u, v) = (u cos v, u sen v, lnu)

definida en (u, v) ∈ (0,∞) × (0, 2π).

Tenemos entonces que

(ϕ1)u =

(
cos v, sen v,

1

u

)
y (ϕ1)v = (−u sen v, u cos v, 0),

lo que nos dice que la métrica en S1 es

((g1)ij(u, v)) =

(
1 + 1

u2 0
0 u2

)
.

El campo normal a S1 se calcula directamente:

n1 =
[(ϕ1)u, (ϕ1)v]

‖[(ϕ1)u, (ϕ1)v]‖
=

1√
1 + u2

(− cos v,− sen v, u)

y además,

(ϕ1)uu =

(
0, 0,− 1

u2

)
,

(ϕ1)uv = (− sen v, cos v, 0),

(ϕ1)vv = (−u cos v,−u sen v, 0),

lo que implica que la segunda forma fundamental de S1 es

((b1)ij(u, v)) =

(
− 1

u
√

1+u2
0

0 u√
1+u2

)
.

Consecuentemente, la curvatura en un punto (u, v) de S1 es

K(u, v) =
det(bij)

det(gij)
=

− 1
1+u2

u2
(
1 + 1

u2

) = − 1

(1 + u2)2
.
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Por otro lado, consideremos la helicoide S2 ⊂ R
3 parametrizada

mediante
ϕ2(ũ, ṽ) = (ũ cos ṽ, ũ sen ṽ, ṽ).

No es difícil ver, mediante un cálculo directo, que

((g2)ij(ũ, ṽ) =

(
1 0
0 1 + ũ2

)

es la métrica riemanniana de S2 en cada punto ϕ2(ũ, ṽ) y que la cur-
vatura está dada por

K(ũ, ṽ) = − 1

(1 + ũ2)2
.

De esta manera, S1 y S2 tienen la misma curvatura en los puntos
correspondientes bajo un cambio de coordenadas

{
ũ = ũ(u, v)
ṽ = ṽ(u, v),

{
u = u(ũ, ṽ)
v = v(ũ, ṽ)

Afirmamos que ni este cambio de coordenadas, ni cualquier otra
aplicación de S1 en S2 produce una isometría entre ellas (véase el
Teorema 2.43 y el Corolario 2.44 de [16]).

Una aplicación entre S1 y S2 que preserva la curvatura entre los
puntos correspondientes deberá satisfacer la condición

− 1

(1 + u2)2
= K(u, v) = K(ũ, ṽ) = − 1

(1 + ũ2)2

es decir,
1 + ũ2 = ±(1 + u2)

Ya que ambas cantidades 1 + ũ2 y 1 + u2 son positivas, entonces
1 + ũ2 = 1 + u2, lo que implica que ũ = ±u.

Por otro lado, la segunda coordenada ṽ sería de la forma ṽ =
ṽ(u, v), donde necesariamente ∂ev

∂v
6= 0, pues D(eu,ev)

D(u,v)
6= 0.
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De esto obtenemos que la métrica (g2)ij en S2 toma la forma

(g2)ij =

(
1 0
0 1 + ũ2

)
=

(
1 0
0 1 + u2

)

de donde, el elemento de longitud de tal superficie sería

ds̃2 = dũ2 + (1 + ũ2)dṽ2 = du2 + (1 + u2)

(
∂ṽ

∂u
du+

∂ṽ

∂v
dv

)2

=

(
1 + (1 + u2)

(
∂ṽ

∂u

)2
)
du2 + 2(1 + u2)

∂ṽ

∂u

∂ṽ

∂v
dudv

+ (1 + u2)

(
∂ṽ

∂v

)2

dv2

De esta forma, para que la relación dada fuera una isometría sería nece-
sario que ds̃2 = ds2, donde ds2 =

(
1 + 1

u2

)
du2+u2dv2 es el elemento de

longitud en S1; es decir, es necesario que se cumplan simultáneamente
las igualdades

1 + (1 + u2)

(
∂ṽ

∂u

)2

= 1 +
1

u2
,

∂ṽ

∂u

∂ṽ

∂v
= 0,

(1 + u2)

(
∂ṽ

∂v

)2

= u2.

Debido a que ∂ev
∂v

6= 0, se seguiría de la segunda ecuación que ∂ev
∂u

≡ 0.
Esto contradiría la primera de estas ecuaciones. Por lo tanto, no es
posible definir una aplicación de S1 en S2 tal que sea una isometría
local, aún cuando las superficies tengan la misma curvatura. �

El ejemplo precedente muestra que la afirmación recíproca del Teo-
rema egregio de Gauss no se cumple en general; sin embargo, existe
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un caso importante donde es válida tal proposición, las superficies con
curvatura gaussiana constante. El resultado se conoce como el Teore-
ma de isometría local ó Teorema de Minding.

TEOREMA 3.22 (Minding). Una superficie diferenciable con cur-
vatura constante K es localmente isométrica:

1. al plano si K = 0.

2. a la esfera si K > 0.

3. al disco de Poincaré si K < 0.

Demostración. Basta demostrar que cualesquiera dos superficies con
la misma curvatura constante K son localmente isométricas. Sean S y
S̃ dos superficies con curvatura constante K en los puntos p ∈ S y p̃ ∈
S̃. Escojamos ahora bases ortonormales {e1, e2} ⊂ TpS, {ẽ1, ẽ2} ⊂ TepS̃
y consideremos una isometría lineal arbitraria L : TpS → TepS̃ tal que
L(e1) = ẽ1, L(e2) = ẽ2. Tomemos un sistema de coordenadas polares
en TpS con eje A′ y definamos A = expp(A

′), Ã = expep(L(A′)), como
se muestra en la figura 3.5.

Definamos además la aplicación f : Vp → Vep entre las vecindades
normales correspondientes Vp y Vep alrededor de tales puntos, mediante

f = expep ◦L ◦ exp−1
p .

Claramente, f será una isometría local si y sólo si los coeficientes de
la métricas de S y S̃ en los puntos p y p̃ son los mismos en ambos
sistemas de coordenadas polares (r, φ). Esto implicaría también que
dfp(e1) = ẽ1, dfp(e2) = ẽ2.

Observemos que f está definido solamente en Vp \A y Vep \ Ã, pero
por continuidad se puede extender a las vecindades dadas.

Procedamos entonces a determinar los coeficientes de la métrica
en las coordenadas (r, φ). Para ello, utilizaremos el hecho de que los
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Figura 3.5: Construcción de la isometría local alrededor de p y p̃.

coeficientes de la métrica en coordenadas polares (r, φ) satisfacen las
condiciones

E = 1, F = 0, ĺım
r→0

√
G = 0, ĺım

r→0

∂
√
G

∂r
= 1;

(véase el Lema de Gauss 3.19 y la proposición 3.20).
Por otro lado, la curvatura gaussiana se escribe en términos de

estas coordenadas como (véase el ejercicio 2 de este capítulo)

K = − 1√
G

∂2
√
G

∂r2

o en forma equivalente, ∂2
√

G
∂r2 + K

√
G = 0. Tenemos los siguientes

casos.

1. K = 0.

En este caso la ecuación es ∂2
√

G
∂r2 = 0, que al integrar nos da

∂
√

G
∂r

= h(φ), donde h es una función de φ. Usando las condiciones
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sobre los coeficientes de la métrica, se tiene que h(φ) ≡ 1. De
esta forma,

√
G = r + g(φ), donde g(φ) es una función de φ.

Esto implica que g(φ) = ĺımr→0

√
G = 0 y consecuentemente

G = r2.

De esta manera, si K = 0, los coeficientes de la métrica son

E = 1, F = 0, G = r2

como en el caso plano.

2. K > 0.

En tal caso, la solución general de la ecuación de curvatura es
√
G = h(φ) cos(

√
Kr) + g(φ) sen(

√
Kr)

De acuerdo a las condiciones sobre los coeficientes, mediante
un proceso análogo al del primer caso, se puede comprobar que
h(φ) = 0 y g(φ) = 1/

√
K.

De esta manera los coeficientes de la métrica quedan

E = 1, F = 0, G =
1√
K

sen2(
√
Kr)

como en el caso de una esfera.

3. K < 0.

En este caso, la solución general de la ecuación de curvatura es
√
G = h(φ) cosh(

√
−Kr) + g(φ) senh(

√
−Kr)

y usando las condiciones sobre los coeficientes de la métrica,
tenemos que

E = 1, F = 0, G =
1√
−K

senh2(
√
−Kr).

de igual forma que en un hiperboloide.
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Ya que los coeficientes son invariantes bajo f (debido a que L es
una isometría lineal), se sigue de la observación 1.47 que f es una
isometría local, lo que termina la prueba.

3.3. Geodésicas y curvas minimizantes

DEFINICIÓN 3.23. Sea α : I → S una curva diferenciable por
partes. α es una curva minimizante si para cada t1, t2 ∈ I, la longi-
tud de α es menor o igual que la longitud de cualquier otra curva que
una α(t1) con α(t2).

En esta sección analizaremos la relación entre los conceptos de cur-
va geodésica y curva minimizante. En el siguiente resultado utilizare-
mos el sistema de coordenadas polares geodésicas para establecer que,
al menos localmente, las geodésicas son minimizantes.

PROPOSICIÓN 3.24. Sea S una superficie y p ∈ S. Entonces exis-
te una vecindad W de p tal que para cada pareja q, q̃ ∈ W existe una
geodésica γ en W que une q con q̃ tal que

ℓ(γ) ≤ ℓ(α),

donde α es cualquier otra curva que une q con q̃. La igualdad vale si
y sólo si α es una reparametrización de γ. En otras palabras, ℓ(γ) =
d(q, q̃).

Demostración. Dado p ∈ S, la proposición 3.16 garantiza la existencia
de una vecindad W de p en S que es una vecindad normal de cada
uno de sus puntos. Podemos suponer que W contiene a la cerradura
de una bola geodésica B = B(q, δ) para cada q ∈ W . Observemos que
B es estrellada; es decir, para cada q̃ ∈ B existe un segmento de
geodésica radial γ que une q con q̃ y que está totalmente contenido
en B. En este contexto, sean (r, φ) las coordenadas polares geodésicas
definidas en W \ γ.

Analizaremos qué ocurre con las curvas α que unen q con q̃, clasi-
ficándolas en tres casos.
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1. Supongamos primero que la imagen de α está contenida enW \γ.
Entonces α : (0, a) → S queda parametrizada por (r(t), φ(t))
(véase la figura 3.6 a). Sean ǫ > 0 y αǫ la restricción de α al
intervalo [0 + ǫ, a− ǫ].

Figura 3.6: Existencia de geodésicas minimizantes.

Se cumple entonces que

ℓ(αǫ) =

∫ a−ǫ

0+ǫ

√
ṙ2 +G φ̇2 dt ≥

∫ a−ǫ

0+ǫ

|ṙ| dt

≥
∫ a−ǫ

0+ǫ

ṙ dt = r(a− ǫ) − r(0 + ǫ).

Al hacer tender ǫ a 0, tenemos que

ℓ(α) ≥ r(a) − r(0) = ℓ(γ).

La igualdad ocurre si y sólo si φ̇ = 0 y ṙ ≥ 0; es decir, si φ es
constante (de hecho, φ ≡ 0) y r(t) es una función creciente, de
modo que α no es más que una reparametrización de γ.

2. Supongamos ahora que la imagen de α está contenida enW , pero
que α puede cortar varias veces a γ (véase la figura 3.6 b). Si la
imagen de α no coincide con la imagen de γ, entonces podemos
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aplicar el argumento anterior a cada uno de los subintervalos de
[0, a] donde las imágenes difieran. En este caso, ℓ(α) > ℓ(γ).

3. Finalmente, supongamos que la imagen de α sale de W , de modo
que α sale de la bola B por primera vez en α(t0) (véase la figura
3.6 c). Denotamos por α1 el segmento de α que va de p a α(t0).
Por la primera parte de la demostración, para el punto α(t0)
existe una geodésica radial minimizante γ1. Entonces

ℓ(α) > ℓ(α1) ≥ ℓ(γ1) = δ ≥ ℓ(γ).

Esto concluye la prueba.

OBSERVACIÓN 3.25. En general, no ocurre que las geodésicas
sean minimizantes en todo su dominio. Por ejemplo, las geodésicas
que parten de un punto p de una esfera sólo minimizan la longitud de
arco antes del punto antípoda −p.

Ahora veremos una especie de recíproco de la proposición ante-
rior; a saber, que cualquier curva minimizante es necesariamente una
geodésica.

PROPOSICIÓN 3.26. Sea α : [0, a] → S una curva regular, dife-
renciable por partes y parametrizada por longitud de arco. Si α es una
curva minimizante, entonces α es una geodésica.

Demostración. Supongamos primero que α es diferenciable en todo
[0, a]. Mostraremos que para cada punto p = α(s0), s0 ∈ (0, a), existe
ǫ > 0 tal que α es geodésica en (s0 − ǫ, s0 + ǫ).

Sea W una vecindad normal de p y q = α(s) ∈ W . Si γ es la geodé-
sica radial que une p con q, entonces ℓ(α) = ℓ(γ) y por la proposición
3.24 las imágenes de α y γ coinciden en el intervalo (s0, s). Como α
está parametrizada por longitud de arco, α es geodésica en (s0, s). Por
continuidad, α es geodésica en [s0, s].
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Ahora supongamos que existe una partición 0 = t0 < t1 < · · · <
tk = a de [0, a] tal que α es diferenciable en cada subintervalo (ti−1, ti).
Mostraremos que α no tiene “picos” en los puntos ti, i = 1, . . . , k − 1.

Sea W una vecindad de p = α(ti) que es vecindad normal de cada
uno de sus puntos y sea ǫ > 0 tal que los puntos q = α(ti − ǫ) y
q̃ = α(ti + ǫ) estén en W . Sea γ la geodésica radial (minimizante) que
une q con q̃. Entonces ℓ(γ) ≤ ℓ(α) en (ti − ǫ, ti + ǫ); pero por hipótesis
se cumple la desigualdad ℓ(α) ≤ ℓ(γ), de modo que la proposición
3.24 implica que las imágenes de α y γ coinciden y que α es regular
en ti.

3.4. Las superficies como espacios métricos

En esta sección estudiaremos a las superficies desde el punto de
vista de los espacios métricos1; es decir, definiremos una distancia
intrínseca en una superficie S.

Recordemos que dados dos puntos p, q en R
3 el segmento de recta

que los une tiene la menor entre todas las longitudes de las curvas
que unen estos dos puntos y además dicha longitud es la distancia
(euclidiana) entre p y q.

Podemos aprovechar esta idea para una superficie conexa S. Dados
dos puntos p, q ∈ S, consideremos el conjunto de todas las curvas
α diferenciables por partes que unen p con q. Podemos calcular la
longitud de cada una de estas curvas, que denotamos por ℓ(α).

DEFINICIÓN 3.27. La distancia intrínseca entre dos puntos p, q
de una superficie S es el ínfimo de las longitudes de las curvas dife-
renciables por partes que unen p con q; en símbolos,

d(p, q) = ı́nf{ ℓ(α) | α une p con q }.
1En el apéndice B al final de esta obra incluimos las definiciones y propiedades

básicas de los espacios métricos.
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LEMA 3.28. La distancia intrínseca arriba definida es realmente una
distancia; es decir, satisface las propiedades establecidas en la defini-
ción B.4.

Demostración. Es claro que d satisface las dos primeras propiedades de
la definición, por lo que basta demostrar la desigualdad del triángulo,

d(p, r) ≤ d(p, q) + d(q, r).

Sean αpq una curva que une p con q y αqr una curva que une q con r.
Denotamos por αpr a la curva definida al recorrer primero αpq y luego
αqr. Es claro que

d(p, r) ≤ ℓ(αpr) = ℓ(αpq) + ℓ(αqr),

de donde
d(p, r) − ℓ(αqr) ≤ ℓ(αpq).

Como αpq es una curva arbitraria que une p con q, esto implica que

d(p, r) − ℓ(αqr) ≤ d(p, q).

Análogamente, como αqr es arbitraria, obtenemos que

d(p, r) − d(q, r) ≤ d(p, q),

de donde se sigue la desigualdad del triángulo.

OBSERVACIÓN 3.29. Si una curva α que une p con q satisface
ℓ(α) = d(p, q), la proposición 3.26 implica que α es una geodésica.

DEFINICIÓN 3.30. Una superficie S es completa si lo es con
respecto de la distancia intrínseca; es decir, si (S, d) es un espacio
métrico completo.

Antes de enunciar y demostrar el resultado principal del capítulo,
destacaremos en el siguiente lema el paso crucial de la demostración.
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LEMA 3.31. Dada una superficie S, si existe p tal que S es geodési-
camente completa en p, entonces para todo q ∈ S existe una geodésica
γ que une p con q tal que

d(p, q) = ℓ(γ).

Demostración. La demostración consiste en una “buena” elección de
la dirección inicial de una geodésica que parte de p con la intención
de pasar por q. Sea B(p, δ) una bola con centro en p contenida en
una vecindad normal de p y supongamos que q 6∈ B(p, δ), pues de lo
contrario basta elegir una geodésica radial. Si S(p, δ) denota la frontera
de B(p, δ), entonces la función f : S(p, δ) → R dada por f(s) = d(s, q)
es continua y S(p, δ) es compacta, de modo que f alcanza su valor
mínimo en algún punto r ∈ S(p, δ). Sea γ(t) la geodésica con rapidez
unitaria que pasa por r. Probaremos que

d(p, q) = d(p, r) + d(r, q).

La desigualdad del triángulo garantiza que el lado izquierdo es menor
o igual que el lado derecho. Para mostrar la otra desigualdad, observe-
mos que si α es una curva que une p con q, ésta corta a S(p, δ) en algún
punto que descompone a α en dos partes α1 y α2. Tenemos entonces
que

ℓ(α) = ℓ(α1) + ℓ(α2) ≥ δ + d(r, q) = d(p, r) + d(r, q).

Al considerar el ínfimo del lado izquierdo obtenemos la desigualdad
requerida.

Afirmamos que γ es la geodésica minimizante que une p con q.
Para mostrar esto, veremos que el conjunto

A = { t ∈ [0, d(p, q)] | d(γ(t), q) = d(p, q) − t }

contiene al número d(p, q), de modo que γ(d(p, q)) = q. Observemos
que A es no vacío (0 ∈ A) y que por definición está acotado superior-
mente, de modo que t0 = supA existe. Como las funciones implicadas
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en la definición de A son continuas, A es cerrado y por tanto t0 ∈ A.
Supondremos que t0 < d(p, q) y llegaremos a una contradicción.

Sea p′ = γ(t0). Como en el caso de p, sea B(p′, δ′) una bola con
centro en p′ contenida en una vecindad normal de p′. Si S(p′, δ′) denota
a la frontera de B(p′, δ′), entonces la función f : S(p′, δ′) → R, f(s) =
d(s, q), alcanza su mínimo en un punto r′ ∈ S(p′, δ′). Sea σ la geodésica
con rapidez unitaria que une γ(t0) con r′ (véase la figura 3.7).

Figura 3.7: Búsqueda de una geodésica minimizante.

Con un razonamiento análogo al realizado para p,

d(p′, q) = d(p′, r′) + d(r′, q) = δ′ + d(r′, q).

Por otro lado, como t0 ∈ A,

d(p′, q) = d(p, q) − t0.

De estas ecuaciones obtenemos que

d(p, q) − d(r′, q) = δ′ + t0.

Al aplicar la desigualdad del triángulo, obtenemos que

d(p, r′) ≥ δ′ + t0.

Pero el lado derecho es precisamente la longitud de la curva γ|[0,t0]

unida a σ|[0,δ′]. Así, esta curva minimiza la distancia entre p y r′, por
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lo que no puede quebrarse (proposición 3.26). Esto dice que podemos
extender el dominio de γ a [0, t0 + δ′]. Pero entonces r′ = γ(t0 + δ′) y

d(γ(t0 + δ′), q) = d(r′, q) = d(p, q) − d(p, r′) = d(p, q) − (t0 + δ′),

de modo que t0 + δ′ ∈ A, lo que contradice la elección de t0 y concluye
la demostración.

TEOREMA 3.32 (Hopf-Rinow). Sea S una superficie conexa en R
3.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. S es completa (como espacio métrico).

2. S es geodésicamente completa.

3. Existe p tal que S es geodésicamente completa en p.

4. (Condición de Heine-Borel) Todo conjunto cerrado y acotado
en S es compacto.

Demostración. Supongamos que S es completa. Sea γ : [0, b) → S una
geodésica. Queremos demostrar que γ se puede extender a b. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ‖γ′‖ = 1. Si {ti} es una
sucesión en [0, b) tal que ti → b, entonces la sucesión {γ(ti)} es de
Cauchy en (S, d), pues

d(γ(ti), γ(tj)) ≤ |ti − tj|

y {ti} es convergente. Como (S, d) es un espacio métrico completo,
{γ(ti)} converge a algún punto p ∈ S. Es claro que si {t′i} es otra
sucesión en [0, b) tal que t′i → b, {γ(t′i)} también converge a p, pues

d(γ(ti), γ(t
′
i)) ≤ |ti − t′i|.

Esto nos dice que γ se puede extender como γ(b) = p.
La segunda implicación es clara. Supongamos ahora que S es geo-

désicamente completa en p y sea Λ un conjunto cerrado y acotado
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en S. Por el Lema 3.31, sabemos que para cada q ∈ Λ existe una
geodésica minimizante γq que une p con q, tal que ℓ(γq) = d(p, q). Por
otro lado, como Λ está acotado, existe r ∈ S tal que d(r, q) < δ para
algún número δ > 0. La desigualdad del triángulo implica que

d(p, q) ≤ d(p, r) + δ = δ′

para todo q ∈ Λ. Esto dice que Λ está contenido en una bola B(p, δ′).
Pero entonces

Λ ⊂ expp(B(0, δ′)),

donde B(0, δ′) es la bola con centro en 0 y radio δ′ en TpS. Como
B(0, δ′) es un conjunto compacto y la aplicación expp es continua,

K = expp(B(0, δ′)) es un conjunto compacto. Como Λ es cerrado y
Λ ⊂ K, Λ es compacto.

Finalmente, sea {pi} una sucesión de Cauchy en S. Entonces {pi}
es un conjunto cerrado y acotado, por tanto compacto. Esto implica
que la sucesión debe tener una subsucesión convergente a un punto
p ∈ S. Como la sucesión es de Cauchy, es fácil ver que toda la sucesión
converge a p.

COROLARIO 3.33. Una superficie compacta es completa.

Demostración. Es claro que la condición de Heine-Borel se satisface
en este caso.

Ejercicios

1. Demuestre que en una superficie con curvatura constante, los
círculos geodésicos tienen curvatura geodésica constante.

2. Demuestre que la expresión para la curvatura gaussiana K en
coordenadas polares geodésicas está dada por

K = −
√
Grr√
G
,
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donde G(r, φ) es el tercer coeficiente de la primera forma funda-
mental.

3. Muestre que las ecuaciones de las geodésicas en coordenadas
polares geodésicas están dadas por

r′′ − 1
2
Gr(φ

′)2 = 0,

φ′′ + Gr

G
r′φ′ + 1

2

Gφ

G
(φ′)2 = 0.

4. Muestre que en un sistema de coordenadas normales con centro
en p ∈ S, todos los símbolos de Christoffel se anulan en p.

5. Un difeomorfismo F : S1 → S2 es una aplicación geodésica si
y sólo si para cada curva γ geodésica en S1 se tiene que la curva
imagen F ◦ γ es una geodésica en S2. Muestre que si F es una
aplicación geodésica conforme, entonces existe λ constante tal
que para todo p ∈ S1, ξ, η ∈ TpS1 se tiene que

〈ξ, η〉p = λ〈dFp(ξ), dFp(η)〉F (p).

6. Considere el semiplano superior H
2
+ = {(x, y) ∈ R

2 | y > 0}
dotado con la métrica

(gij(x, y)) =

(
1 0
0 1

y

)

Demuestre que la longitud de los vectores es arbitrariamente
grande cuando están próximos de la frontera de H

2
+. Demuestre

que este espacio no es completo probando el hecho de que la
longitud del segmento de recta vertical (0, t), con 0 < t ≤ 1,
tiende a 2 si t→ 0.

7. Sea S una superficie completa y p ∈ S. Muestre que S \ {p} no
es completa. En general, sea K un subconjunto no vacío, cerrado
de S tal que S \K es conexo. Muestre que S \K no es completa.
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8. Un rayo geodésico en S desde un punto p ∈ S es una geodé-
sica γ : [0,∞) → S tal que γ(0) = p con la propiedad de que
para todo t ∈ [0,∞), la restricción de γ a [0, t] es la geodésica
minimizante entre p y γ(t). Muestre que si S es una superficie
completa conexa y no compacta, entonces para cada p ∈ S existe
un rayo desde p.

9. La energía E de una curva α : [a, b] → S está dada por

E(α) =

∫ b

a

‖α′(t)‖2 dt.

a) Muestre que ℓ(α)2 ≤ (b− a)E(α) y que la igualdad vale si
y sólo si α está parametrizada de forma proporcional a la
longitud de arco.

b) Si γ es una geodésica minimizante que une p = γ(a) con
q = γ(b) y α es cualquier otra curva que une estos puntos,
muestre que E(γ) ≤ E(α) y que la igualdad vale si y sólo
si α es una geodésica minimizante.
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Isometrías de formas espaciales

Una forma espacial de dimensión 2 es una superficie conexa con
curvatura gaussiana constante. El Teorema de Minding obtenido en
el capítulo anterior (Teorema 3.22) garantiza que una forma espacial
es localmente isométrica al plano, a la esfera S

2 o bien al disco de
Poincaré, dependiendo de que la curvatura sea nula, positiva o nega-
tiva, respectivamente.1

En los capítulos anteriores analizamos estos “modelos” de super-
ficies con detalle; ahora queremos estudiar las transformaciones que
llevan cada una de estas superficies en sí misma y que preservan la
métrica correspondiente; es decir, analizaremos las isometrías de estas
formas espaciales.

Primero veremos qué ocurre con estas transformaciones en R
n,

para luego analizar el caso en que el espacio en cuestión admite cierta
estructura compleja.

En el caso del disco de Poincaré, utilizaremos con frecuencia sus
similares isométricos, el semiplano superior y el hiperboloide L

2.

1Un resultado fundamental de la geometría muestra que el plano, la esfera y
el disco de Poincaré son las únicas formas espaciales simplemente conexas. La
demostración de este hecho puede consultarse en [2].
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4.1. Difeomorfismos de R
n

Comencemos con el caso K = 0, estableciendo algunas definiciones
en el caso general de R

n. Dadas dos regiones Ω1,Ω2 ⊂ R
n, un difeo-

morfismo entre ellas es una transformación ϕ : Ω1 → Ω2 diferenciable
con inversa ϕ−1 : Ω2 → Ω1 diferenciable.

EJEMPLO 4.1. Considérense dos copias del plano R
2, una de las

cuales está provista con coordenadas polares (r, φ) y la otra con coor-
denadas cartesianas (x, y). Definamos los conjuntos

Ω1 =
{

(r, φ)
∣∣∣ 0 < r < R, 0 < φ <

π

2

}
,

Ω2 =
{

(x, y)
∣∣ 0 < x2 + y2 < R, x, y > 0

}
.

Entonces la relación de cambio de coordenadas

x = r cosφ y y = r senφ

es un difeomorfismo de Ω1 en Ω2, con una inversa definida mediante
las reglas

r =
√
x2 + y2 y φ = arctan

y

x
.

Esta transformación lleva el rectángulo Ω1 en el sector circular Ω2

(véase la figura 4.1). Los segmentos horizontales ℓ en Ω1 son llevados
en radios L contenidos en Ω2 que parten del origen. �

Observemos que un difeomorfismo ϕ : Ω → Ω de una región en
sí misma es simplemente un cambio de coordenadas en Ω. Definimos
ahora el conjunto de transformaciones de una región Ω por

Dif(Ω) = { ϕ : Ω → Ω | ϕ es un difeomorfismo }
= { ϕ : Ω → Ω | ϕ es un cambio de coordenadas en Ω }

LEMA 4.2. Dada una región Ω ⊂ R
n, el conjunto Dif(Ω) es un grupo

no conmutativo bajo la composición de transformaciones.
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Figura 4.1: Geometría de las coordenadas polares.

Demostración. Es claro que la composición de difeomorfismos es de
nuevo un difeomorfismo, lo cual implica que Dif(Ω) es cerrado bajo la
composición. Además, la identidad I : Ω → Ω pertenece a Dif(Ω) y
cada ϕ ∈ Dif(Ω) tiene su inverso, a saber, ϕ−1. Las demás propiedades
de grupo pueden verificarse fácilmente. En general, Dif(Ω) no es con-
mutativo, pues la composición de transformaciones no es conmutati-
va.

Dada una región Ω ⊂ R
n, existen ciertas transformaciones en Ω

que en conjunto resultan ser subgrupos de Dif(Ω).

De hecho, uno de los problemas más interesantes en las matemá-
ticas consiste en estudiar los subgrupos de transformaciones de una
región Ω e identificarlos (mediante isomorfismos de grupos) con grupos
que podemos reconocer rápidamente. Esta identificación se llama una
representación del subgrupo de transformaciones. A continuación
daremos algunos ejemplos de esta situación.

EJEMPLO 4.3. Sean u1, . . . , un un sistema de coordenadas carte-
sianas en R

n y ξ ∈ R
n un vector fijo con coordenadas (ξ1, . . . , ξn).

Definimos una transformación Tξ como

Tξ(u
1, . . . , un) = (u1 + ξ1, . . . , un + ξn);

esta transformación es una traslación de R
n mediante el vector ξ.
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Sea T (Rn) = { Tξ : R
n → R

n | ξ ∈ R
n } el conjunto de trasla-

ciones de R
n. Si Tξ y Tη son dos traslaciones, podemos considerar su

composición, dada por

(Tξ ◦ Tη)(u) = Tξ(Tη(u)) = Tξ(u+ η)

= (u+ η) + ξ = u+ (η + ξ) = Tη+ξ(u)

donde u = (u1, . . . , un). Esto es, si Tξ, Tη ∈ T (Rn), entonces

Tξ ◦ Tη = Tη+ξ = Tξ+η = Tη ◦ Tξ;

es decir, la composición corresponde a una suma de vectores en R
n.

Para calcular el inverso de cualquier traslación se procede de la
manera siguiente. Tenemos que Tξ ◦Tη = I = T0 si y sólo si Tξ+η = T0,
lo que a su vez ocurre si y sólo si ξ + η = 0, con lo que η = −ξ y por
tanto

T−1
ξ = T−ξ o T−1

ξ (u) = u− ξ.

De las relaciones Tξ ◦ Tη = Tη+ξ, T
−1
ξ = T−ξ se tiene que el grupo

T (Rn) es isomorfo al grupo aditivo de vectores R
n.

El isomorfismo
φ : T (Rn) → R

n

está dado por φ(Tξ) = ξ. �

En el ejemplo 4.3 fue explícito el isomorfismo entre el subgrupo
de transformaciones y el grupo que lo representa, siendo este último
más cómodo y práctico. En los siguientes ejemplos se puede seguir el
mismo procedimiento.

EJEMPLO 4.4. Sea λ ∈ R un número real diferente de cero; con-
sidere la transformación Tλ : R

n → R
n, definida por

x = Tλ(u) = λu.
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Para cada número real λ 6= 0, Tλ define una homotecia de R
n.

Sea
H(Rn) = { Tλ : R

n → R
n | Tλ es homotecia }.

Es claro que H(Rn) es un grupo bajo la composición. De hecho, si
Tλ, Tµ ∈ H(Rn), entonces su composición es

(Tλ ◦ Tµ)(y) = Tλ(Tµ(y)) = Tλ(µy) = λµ y.

Esto claramente implica la igualdad

Tλ ◦ Tµ = Tλµ = Tµλ = Tµ ◦ Tλ;

es decir, H(Rn) es un grupo abeliano (conmutativo).

Para calcular la inversa de Tλ, se tiene que

Tλ ◦ Tµ = I = T1

si y sólo si
T1 = Tλµ o λµ = 1,

lo que equivale a que µ = 1/λ, es decir,

T−1
λ = T1/λ.

Ya que cada número real distinto de cero define una homotecia en
R

n y se cumplen las igualdades

Tλ ◦ Tµ = Tλµ y T−1
λ = T1/λ,

se tiene un isomorfismo entre los grupos H(Rn) y R\{0} (provisto del
producto de números reales) definido mediante la regla

Tλ 7→ λ.

�
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EJEMPLO 4.5. Si LA : R
2 → R

2 es una transformación lineal en
R

2 y consideramos las coordenadas respecto de la base canónica, LA

está dada por las reglas
{
x1 = au1 + bu2

x2 = cu1 + du2

o matricialmente,
(
x1

x2

)
=

(
a b
c d

)(
u1

u2

)
.

Es decir, LA tiene asociada la siguiente matriz con respecto de la base
canónica de R

2:

A =

(
a b
c d

)
.

Si LA′ : R
2 → R

2 es otra transformación lineal que se escribe con
respecto de la base canónica como

{
u1 = a′y1 + b′y2

u2 = c′y1 + d′y2

es decir, LA′ tiene asociada la matriz

A′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
,

entonces la composición LA ◦ LA′ : R
2 → R

2 está dada por
{
x1 = (aa′ + bc′)y1 + (ab′ + bd′)y2

x2 = (ca′ + dc′)y1 + (cb′ + dd′)y2

y tal transformación tiene asociada la matriz producto

AA′ =

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
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es decir
LA ◦ LA′ = LAA′

De esta forma, si se define el grupo

L(R2) = { LA : R
2 → R

2 | LA es lineal e invertible },

se tiene que L(R2) es isomorfo al grupo de matrices invertibles

GL(2,R) = {A ∈M(2,R)| detA 6= 0}.

El isomorfismo
φ : L(R2) → GL(2,R)

asocia a cada LA la matriz invertible A que representa a LA con res-
pecto de la base canónica. De las relaciones

LA ◦ LA′ = LAA′ y L−1
A = LA−1

se concluye la prueba de la afirmación.
El grupo de matrices invertibles GL(2,R) se llama el grupo lineal

general real a dimensión 2. En general, el grupo de isomorfismos
lineales

L(Rn) = { LA : R
n → R

n | LA es isomorfismo }

se representa con el grupo lineal general real a dimensión n

GL(n,R) = { A ∈M(n,R) | detA 6= 0 }. �

Otro grupo importante es el formado por transformaciones que son
una composición de un isomorfismo lineal y de una traslación.

EJEMPLO 4.6. Sean A ∈ GL(n,R) una matriz invertible y ξ ∈ R
n

un vector arbitrario. Denotemos por

L(A,ξ) : R
n → R

n
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la transformación dada por L(A,ξ)(x) = Ax+ ξ.
Si (B, η) es otra pareja de una matriz invertible y un vector, que

caracteriza a la transformación L(B,η)(y) = By + η, entonces la com-
posición de ambas está dada por

L(B,η) ◦ L(A,ξ)(u) = L(B,η)(Au+ ξ) = B(Au+ ξ) + η

= BAu+ (Bξ + η) = L(BA,Bξ+η))(u);

en otras palabras, tal composición genera una operación producto en
el conjunto

G = {(A, ξ) |A ∈ GL(n,R), ξ ∈ R
n}

mediante la regla

(B, η)(A, ξ) = (BA,Bξ + η).

El conjuntoG junto con este producto recibe el nombre de produc-
to semidirecto. Es claro que el elemento identidad en tal producto G
está dado por (I, 0), donde I es la matriz identidad. Así, para calcular
el inverso del elemento (A, ξ), denotado por (B, η) es necesario que

(I, 0) = (B, η)(A, ξ) = (BA,Bξ + η)

o de manera equivalente BA = I, Bξ + η = 0, lo que nos lleva a que
B = A−1 y η = −Bξ. En consecuencia,

(A, ξ)−1 = (A−1,−A−1ξ).

Por esto, para la transformación L(A,ξ) se tiene que su inversa está
definida mediante

L−1
(A,ξ) = L(A−1,−A−1ξ)

De esta manera, el grupo de transformaciones de R
n

F = {L(A,ξ)(x) = Ax+ ξ |A ∈ GL(n,R), ξ ∈ R
n}

cuyos elementos son composición de un isomorfismo y una traslación,
es isomorfo al grupo G provisto con la operación mencionada. �
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Los ejemplos aquí mencionados son sencillos. En general, el proble-
ma de representar a un grupo particular de transformaciones de una
región es difícil. Nos ocuparemos más adelante de este tipo de proble-
mas para grupos de transformaciones que preservan ciertas caracterís-
ticas geométricas de una región.

4.2. Isometrías de R
n

Caracterizamos en esta parte al grupo de transformaciones que
preservan la longitud (distancia) en el espacio euclidiano R

n.

DEFINICIÓN 4.7. Sea L : R
n → R

n una transformación lineal.

1. L es una isometría lineal de R
n si y sólo si preserva la norma

de los vectores; esto es, para todo ξ ∈ R
n se tiene que

||L(ξ)|| = ||ξ||

2. L preserva el producto escalar euclidiano si y sólo si para
toda pareja de vectores ξ1, ξ2 ∈ R

n se tiene que

〈L(ξ1), L(ξ2)〉 = 〈ξ1, ξ2〉. (4.1)

LEMA 4.8. Una isometría lineal L preserva el producto escalar eucli-
diano. Recíprocamente, si una transformación lineal preserva el pro-
ducto escalar euclidiano entonces es una isometría lineal.

Demostración. La primera afirmación se sigue de las igualdades

2 〈L(ξ1), L(ξ2)〉 = 〈L(ξ1) − L(ξ2), L(ξ1) − L(ξ2)〉
−〈L(ξ1), L(ξ1)〉 − 〈L(ξ2), L(ξ2)〉

= ||L(ξ1) − L(ξ2)||2 − ||L(ξ1)||2 − ||L(ξ2)||2
= ||L(ξ1 − ξ2)||2 − ||L(ξ1)||2 − ||L(ξ2)||2
= ||ξ1 − ξ2||2 − ||ξ1||2 − ||ξ2||2
= 〈ξ1 − ξ2, ξ1 − ξ2〉 − 〈ξ1, ξ1〉 − 〈ξ2, ξ2〉
= 2 〈ξ1, ξ2〉
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La otra afirmación es inmediata.

Sea L : R
n → R

n una transformación lineal que preserva el pro-
ducto escalar euclidiano, que se escribe como L(ξ) = Aξ. Entonces la
relación 〈L(ξ), L(η)〉 = 〈ξ, η〉 se cumple para toda pareja de vectores
en R

n si y solamente si

ηT ξ = (Aη)TAξ = ηTATAξ = ηT (ATA)ξ

Por lo tanto, L es una isometría de R
n si

I = ATA = AAT .

La matriz A cumple que det(ATA) = 1, es decir, (detA)2 = 1, lo
que implica que detA = ±1. En particular, A es invertible; es decir,
A ∈ GL(n,R).

DEFINICIÓN 4.9. Una matriz A ∈ GL(n,R) tal que

ATA = I

se llamará ortogonal. Al conjunto de matrices

O(n) = {A ∈ GL(n,R) | ATA = I}

se le llama el grupo ortogonal a dimensión n.
Una matriz A ∈ O(n) es propia si y sólo si detA = 1. El conjunto

de matrices ortogonales propias se llama el grupo especial ortogo-
nal a dimensión n y se le denota por SO(n); esto es,

SO(n) = {A ∈ O(n) | detA = 1}.

OBSERVACIÓN 4.10. SO(n) es un subgrupo normal de O(n).

OBSERVACIÓN 4.11. La condición AT A = I implica que los vec-
tores columna de la matriz A conforman una base ortonormal de R

n.
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Si consideramos el epimorfismo entre los grupos O(n) y Z2 =
{−1, 1} definido por el determinante

det : O(n) → Z2,

entonces su núcleo es ker(det) = SO(n). Por el primer teorema de
isomorfismo de grupos se tiene

O(n)

SO(n)
≡ Z2,

lo que nos dice que O(n) es topológicamente una unión disconexa de
dos copias de SO(n). Además, ya que SO(n) es conexo, entonces

dim SO(n) = dim O(n).

Pasamos ahora a la definición general formal de una isometría del
espacio euclidiano R

n imponiendo la condición (4.1) sobre la derivada
de la transformación en cada punto. Conviene que el lector compare
esto con la definición anterior de isometría para superficies (véase la
definición 1.44).

DEFINICIÓN 4.12. Un difeomorfismo ϕ : Ω → Ω de la región
Ω ⊂ R

n, se llamará una isometría de Ω, cuando para cada punto
p ∈ Ω se cumpla que

〈dϕp(ξ), dϕp(η)〉 = 〈ξ, η〉. (4.2)

para cualesquiera ξ, η ∈ R
n.

En términos de coordenadas, si la transformación ϕ tiene la forma
xi = xi(u1, . . . , un), i = 1, . . . , n y

A =

(
∂xs

∂ur

)
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es la matriz Jacobiana de la transformación ϕ en el punto p, entonces
ϕ es una isometría en Ω si y sólo si I = ATA para cada p ∈ Ω; es
decir,

(δij) =
n∑

k,l=1

(
∂xk

∂ui

)

p

δkℓ

(
∂xℓ

∂uj

)

p

,

donde (δij) = I es la matriz identidad.

Un resultado importante y evidente es el siguiente.

LEMA 4.13. Dada una región Ω ⊂ R
n provista con el producto es-

calar euclidiano, el conjunto de isometrías de Ω es un grupo bajo la
operación de composición.

El siguiente lema nos dice que las isometrías de R
n que dejan fijo

al origen son necesariamente lineales.

LEMA 4.14. Si ϕ : R
n → R

n es una isometría tal que ϕ(0) = 0,
entonces es una transformación lineal.

Demostración. Sea ξ = (ξ1, . . . , ξn) un vector arbitrario en la base
ortonormal {e1, . . . , en}; esto es,

ξ =
n∑

i=1

ξiei =
n∑

i=1

〈ξ, ei〉ei

Así, si fi = ϕ(ei), entonces {fi}n
i=1 es una base ortonormal de R

n, ya
que ϕ es una isometría.

De aquí que las coordenadas de ϕ(ξ) con respecto de esta base sean
ϕ(ξ)i = 〈ϕ(ξ), fi〉. Pero

〈ϕ(ξ), fi〉 = 〈ϕ(ξ), ϕ(ei)〉 = 〈ξ, ei〉,

pues ϕ es isometría. Por lo tanto,

ϕ(ξ) =
∑

i

〈ϕ(ξ), fi〉fi =
∑

i

〈ξ, ei〉fi =
∑

i

ξifi
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es decir, las coordenadas de ϕ(ξ) respecto a la base {fi} son iguales a
las coordenadas de ξ en la base {ei}.

Sean λ, µ ∈ R, ξ, η ∈ R
n; entonces la i-ésima coordenada de λη+µξ

es ληi + µξi, con lo que

ϕ(λη+µξ) =
∑

i

(ληi+µξi)fi = λ
∑

i

ηifi+µ
∑

i

ξifi = λϕ(η)+µϕ(ξ)

lo que prueba la linealidad de ϕ.

El siguiente resultado simplifica el cálculo del grupo de isometrías
de R

n.

TEOREMA 4.15. Si ϕ : R
n → R

n es una isometría, entonces exis-
ten una traslación Tξ : R

n → R
n y una transformación lineal ortogonal

L : R
n → R

n tales que
ϕ = Tξ ◦ L.

Demostración. Sea Tξ : R
n → R

n una traslación tal que T−1
ξ (ϕ(0)) =

0, entonces L = T−1
ξ ◦ ϕ es una isometría, pues Tξ es una isometría,

y ϕ lo es también. Pero L(0) = (T−1
ξ ◦ ϕ)(0) = T−1

ξ (ϕ(0)) = 0, lo que
nos dice que L es una isometría lineal por el Lema 4.14. Esto concluye
la prueba, pues la matriz de L ha de ser ortogonal.

De esta forma, una isometría ϕ de R
n tiene la forma

ϕ(u) = Au+ ξ,

donde A ∈ O(n) y ξ ∈ R
n.

Caracterizamos ahora las isometrías del plano R
2 utilizando los

resultados anteriores.

Una isometría lineal del plano L : R
2 → R

2 tiene una matriz
asociada del tipo

A =

(
a b
c d

)
∈ O(2).
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La condición de ortogonalidad de A es que ATA = I, o en forma
equivalente, (

a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

)
=

(
1 0
0 1

)

Esto es, la matriz A está asociada a una isometría de R
2 si y sólo si

sus coeficientes satisfacen las condiciones de ortonormalidad

a2 + c2 = 1

ab+ cd = 0

b2 + d2 = 1

Ya que a2 + c2 = 1, hacemos a = cosφ, c = senφ, y tenemos dos
posibilidades para la pareja b, d:

{
d = cosφ
b = − senφ

o {
d = − cosφ
b = senφ

En otras palabras, la matriz A tiene la forma
(

cosφ − senφ
senφ cosφ

)

o bien (
cosφ senφ
senφ − cosφ

)

donde el determinante de la primera matriz es 1, mientras que el de
la segunda es −1.

Más aún, la segunda se puede obtener de la primera mediante la
igualdad

(
cosφ senφ
senφ − cosφ

)
=

(
cosφ − senφ
senφ cosφ

)(
1 0
0 −1

)
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donde la segunda matriz del lado derecho corresponde a la transforma-
ción lineal de reflexión respecto al primer eje de coordenadas, definida
por

(u1, u2) 7→ (x1, x2), donde x1 = u1, x2 = −u2.

De esta manera tenemos caracterizadas a las isometrías lineales del
plano.

PROPOSICIÓN 4.16. Sea L : R
2 → R

2 una isometría lineal con
una matriz asociada A ∈ O(2).

1. Si det(A) = 1, entonces L es una rotación del plano con ángulo
φ.

2. Si det(A) = −1, entonces L es una reflexión respecto a un eje,
seguida de una rotación del plano con ángulo φ.

Demostración. La matriz
(

cosφ − senφ
senφ cosφ

)

es una rotación del plano con ángulo φ.

El siguiente resultado caracteriza las isometrías del plano según el
determinante de la matriz ortogonal asociada a tal isometría.

TEOREMA 4.17. Sea ϕ : R
2 → R

2 una isometría del plano. En-
tonces:

1. Si ϕ es propia, entonces es una rotación alrededor de un punto
con ángulo φ, o es una traslación.

2. Si ϕ no es propia, entonces es una composición de una rotación
con una reflexión respecto a una recta y una traslación a lo largo
de esa recta.
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Demostración. Analizaremos los casos por separado.

1. Por el Teorema 4.15 una isometría propia tiene la forma ϕ(u) =
Au+ ξ, A ∈ SO(2), donde A es del tipo

A =

(
cosφ − senφ
senφ cosφ

)

Cuando el ángulo φ = 0, entonces A = I y por lo tanto ϕ es una
traslación.

Si A 6= I, (φ 6= 0) entonces buscamos un punto fijo u0 del plano
tal que sea el centro de la rotación, ϕ(u0) = u0, es decir, bus-
camos resolver la ecuación u0 = Au0 + ξ.

Esta ecuación equivale a (I − A)u0 = ξ y tal sistema de ecua-
ciones tiene solución

u0 = (I − A)−1ξ

en virtud de que

det(I − A) =

∣∣∣∣
1 − cosφ − senφ

senφ 1 − cosφ

∣∣∣∣ = (1 − cosφ)2 + sen2 φ

= 2 − 2 cosφ = 2(1 − cosφ) 6= 0

pues φ ∈ (0, 2π), lo que nos indica que (I − A) es invertible.

Así pues, el centro de la rotación existe y es u0 = (I −A)−1ξ, lo
que prueba la primera afirmación.

2. Ahora considere una isometría del plano que no sea propia. Al
rotar con un ángulo φ puede suponerse que la matriz es de la
forma

A =

(
1 0
0 −1

)
.
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Esto es, la matriz A representa una reflexión a lo largo del nuevo
eje de las abscisas.

Con esto, puede suponerse que en tales coordenadas la isometría
se escribe como (

u1

u2

)
7→
(

u1 + ξ1

−u2 + ξ2

)

y al realizar el cambio de coordenadas en el plano, dado por
{
u1 = y1

u2 = y2 + ξ2

se tiene que la transformación final se escribe
{
x1 = y1 + ξ1

x2 = −y2

que corresponde a una transformación que recibe el nombre de
reflexión deslizante a lo largo del eje y1. La figura 4.2 ilustra
este resultado.

Figura 4.2: Reflexión deslizante en R
2.

La proposición 4.16 y el Teorema 4.17 implican que el grupo de
isometrías propias del plano que dejan fijo el origen es precisamente
SO(2).
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4.3. Isometrías de C

Ahora desarrollamos un análisis similar al de la sección anterior,
pero desde el punto de vista complejo. Introducimos algunas defini-
ciones que nos serán de utilidad.

DEFINICIÓN 4.18. El grupo general lineal complejo es el con-
junto

GL(1,C) = {Lλ : C → C |Lλ(z) = λz, λ 6= 0},
con la operación de composición.

EJEMPLO 4.19. Como en el ejemplo 4.4, se puede ver que existe
una representación de GL(1,C) en el grupo multiplicativo C\{0} (con
la operación de multiplicación usual de números complejos). �

EJEMPLO 4.20 (Transformaciones de Möbius). Considérese el con-
junto de matrices

A =

(
a b
c d

)

donde a, b, d, c ∈ C y detA = ad − bc = 1. Las propiedades usuales
del determinante muestran que este conjunto es un grupo bajo la ope-
ración de multiplicación de matrices, denotado por

SL(2,C) =

{
A =

(
a b
c d

) ∣∣∣∣ ad− bc = 1

}

y llamado el grupo especial lineal complejo a dimensión 2. A cada
matriz A ∈ SL(2,C) le asociamos una transformación dada por

TA(z) =
az + b

cz + d
.

Claramente TA :
(
C − {−d

c
}
)
→ C es analítica en z y su derivada

respecto a esta variable es

∂TA

∂z
=

d

dz
TA =

ad− bc

(cz + d)2
=

1

(cz + d)2
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(véase el apéndice A).

Sea T (C) el conjunto de tales transformaciones. Dadas dos trans-
formaciones TA, TA′ ∈ T (C), su composición se calcula mediante

TA ◦ TA′(z) = TA

(
a′z + b′

c′z + d′

)
=
a
(

a′z+b′

c′z+d′

)
+ b

c
(

a′z+b′

c′z+d′

)
+ d

=
(aa′ + bc′)z + (ab′ + db′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd)
= TAA′(z)

Un cálculo directo prueba también que para TA ∈ T (C) se cumple
T−1

A = TA−1 . Esto es,

T−1
A (z) =

dz − b

−cz + a
= TA−1(z),

donde

A−1 =

(
d −b

−c a

)

es la matriz inversa de A.

De esta manera, el conjunto T (C) es un grupo bajo la composición,
llamado el grupo de Möbius.

Las relaciones TA ◦TA′ = TAA′ y T−1
A = TA−1 implican la existencia

de un homomorfismo de grupos

φ : SL(2,C) → T (C)

definido por φ(A) = TA; es claro que φ es suprayectiva, por construc-
ción. Ahora, calculemos su núcleo kerφ. Tenemos que φ(A) es igual a
la identidad I ∈ T (C) si y sólo si para todo complejo z se cumple que

az + b

cz + d
= z,

lo que equivale a az + b = cz2 + dz, o bien, cz2 + (d− a)z − b = 0.
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Ya que la última condición debe cumplirse para todo z en una
región de C, entonces necesariamente

c = 0, b = 0, y d = a

Pero como además ad− bc = 1, entonces ad = aa = a2 = 1, de donde
a = ±1 = d.

De lo anterior, las matrices de SL(2,C) en el núcleo de φ son ±I,
es decir

kerφ =

{
±
(

1 0
0 1

)}

Por el primer teorema de isomorfismo de grupos se tiene entonces
que los grupos

T (C) y SL(2,C)/{±I}
son isomorfos. �

Usaremos las transformaciones complejas para simplificar las prue-
bas de algunos resultados. Para una discusión más amplia sobre trans-
formaciones en el plano complejo C, el lector es referido a [14].

La identificación de R
2 con C dada por las relaciones z = x+ iy y

z̄ = x − iy, donde (x, y) es el sistema coordenado cartesiano y (z, z̄)
son las coordenadas en C, permite introducir un concepto de longitud
en C.

Al identificar un punto p = (x, y) ∈ R
2 con el punto z = x+iy ∈ C,

se tiene que la norma ||p|| del punto se puede escribir en términos
complejos como

||p||2 = x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy) = zz̄.

Por eso, es natural definir la norma de z ∈ C como

||z||2 = |z|2 = zz̄
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donde | · | denota el módulo del número complejo z.

Podemos generalizar lo anterior y definir el producto escalar de
dos vectores ξ, η ∈ C como

〈ξ, η〉C = ξη̄.

Tal producto se denomina producto escalar hermitiano y toma
en general valores en el campo C.

No es difícil ver que el producto hermitiano goza de las propiedades
de un producto escalar sobre C, con las condiciones adicionales de que
si λ ∈ C y ξ, η ∈ C, entonces son válidas las fórmulas

1. 〈ξ, η〉C = 〈η, ξ〉
C
.

2. 〈ξ, λη〉C = λ̄〈ξ, η〉C.

Ahora determinaremos el subgrupo de GL(1,C) que deja invariante
el producto escalar hermitiano de C (véase el ejemplo 4.20).

Claramente, A ∈ GL(1,C) deja invariante el producto escalar si
para ξ, η ∈ C se tiene que

〈Aξ, Aη〉C = 〈ξ, η〉C

lo que equivale a
(Aη)Aξ = η̄ĀAξ = η̄ξ.

Esto nos dice que A ∈ GL(1,C) (realmente un número complejo)
debe satisfacer la condición

1 = ĀA = |A|2

Al grupo de matrices complejas

U(1) = { A ∈ GL(1,C) | ĀA = 1 }
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se le llamará el grupo unitario complejo a dimensión (compleja) 1.

Observamos que la condición |A|2 = 1 implica necesariamente que

A ∈ S
1 = { eiφ | φ ∈ [0, 2π] }.

Por otro lado, ya que eiφ puede identificarse con la matriz (de
rotación propia)

(
cosφ senφ

− senφ cosφ

)
∈ SO(2)

mediante un isomorfismo de grupos, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.21. Los grupos SO(2), U(1) y S
1 (provisto con el pro-

ducto usual de los números complejos) son isomorfos.

De esta manera, utilizando el Teorema 4.17, tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 4.22. El grupo de isometrías de C, provisto con el pro-
ducto escalar hermitiano 〈 , 〉C, es el conjunto de transformaciones de
la forma

z → T (z) = λz + ξ

donde λ ∈ S
1 y ξ ∈ C.

Por otro lado, la matriz de reflexión

(
1 0
0 −1

)

aplicada en el plano R
2 de la forma (x, y) 7→ (x,−y), induce la trans-

formación en C (analítica en z̄) dada por la conjugación:

z = x+ iy 7−→ x− iy = z̄
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La otra manera (compleja) de obtener una matriz de rotación (no
propia) de la forma

(
cosφ − senφ
senφ cosφ

)(
1 0
0 −1

)

consiste en utilizar un elemento λ ∈ U(1) y componer con la operación
de conjugación en C.

4.4. Isometrías de la esfera S
2

Denotaremos por Iso(S2) al grupo de isometrías de S
2. Es claro el

siguiente resultado, por lo que omitiremos su demostración.

LEMA 4.23. O(3) ⊂ Iso(S2).

Dado un punto p ∈ S
2, definimos el conjunto

H(p) = {f : S
2 → S

2 | f ∈ Iso(S2), f(p) = p},

llamado el estabilizador de p. Es claro que H(p) es un subgrupo de
Iso(S2).

Si f ∈ H(p), entonces f(p) = p, lo que implica que la diferencial dfp

es un isomorfismo de TpS
2 en sí mismo. De esta manera, dfp ∈ L (R2)

(véase el ejemplo 4.5). Mediante una rotación (es decir, un cambio de
coordenadas alrededor de p), podemos suponer que la métrica en p
está dada por gij(p) = δij. Esto dice que si f es una isometría que fija
a p, la matriz de dfp está en el grupo ortogonal O(2). Identificando dfp

con su matriz y abusando de la notación escribiremos dfp ∈ O(2).

Sea µ : H(p) → O(2) una aplicación de grupos definida mediante
la regla µ(f) = dfp.

LEMA 4.24. La aplicación µ es un monomorfismo del grupo H(p)
en O(2).
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Demostración. La cadena de igualdades

µ(f ◦ g) = d(f ◦ g)p = dfg(p) ◦ dgp = dfp ◦ dgp = µ(f)µ(g)

muestra que µ es un homomorfismo, en virtud de que f y g dejan fijo
a p.

Si E es el elemento identidad de O(2), supóngase que f ∈ H(p) es
tal que µ(f) = dfp = E. Afirmamos que f(q) = Id(q) = q para todo
q ∈ S

2, es decir f es la identidad en S
2.

Sea q ∈ S
2 un punto arbitrario. Ya que, por el ejemplo 3.8, S

2

es una superficie completa, existe una geodésica γ : [0, ℓ) → S
2 que

une a γ(0) = p con γ(ℓ) = q. Si f es la isometría escogida, entonces
f ◦ γ : [0, ℓ] → S

2 es una geodésica que une p = f(p) con f(γ(ℓ)).
Como µ(f) = dfp = E, se tiene que el vector γ̇(0) = ξ tangente a γ
en p es aplicado en sí mismo; es decir, dfp(ξ) = ξ. De esta forma, γ
y f(γ) tienen el mismo vector tangente. Por el Corolario 2.34, estas
geodésicas coinciden, de modo que f(γ(t)) = γ(t) para toda t; en
particular, f(γ(ℓ)) = q; es decir, f(q) = q (véase la figura 4.3).

Figura 4.3: Curvas γ y f(γ).

Como q es un punto arbitrario, se sigue que la isometría f es la
identidad de S

2. En consecuencia, ker(µ) = IdS2 , lo que concluye la
prueba.



Capítulo 4. Isometrías de formas espaciales 153

Del Lema 4.24 se concluye que dimH(p) ≤ dim O(2) = 1. De
hecho, tenemos un resultado más fuerte.

PROPOSICIÓN 4.25. dim(Iso(S2)) ≤ 3.

Demostración. Sea f ∈ Iso(S2). Afirmamos que f queda comple-
tamente definido por los valores de la correspondencia Iso(S2) →
S

2 × O(2) dada por
f → (f(p), dfp)

es decir, por su valor f(p) y el de su diferencial dfp : TpS
2 → Tf(p)S

2.

En efecto, sean f, g ∈ Iso(S2) de tal manera que (f(p), dfp) =
(g(p), dgp) y definamos h = f−1 ◦g ∈ Iso(S2). Entonces, para el punto
p ∈ S

2 se tiene

h(p) = (f−1 ◦ g)(p) = f−1(g(p)) = E

ya que f(p) = g(p) y consecuentemente h ∈ H(p).

Por otro lado,

dhp = d(f−1 ◦ g)p = df−1
g(p) ◦ dgp = p

debido a que dfp = dgp y g(p) = f(p). De la demostración del Lema
4.24 se sigue que h(p) = p para todo p ∈ S

2, lo que prueba nuestra
afirmación.

De esta manera, para que un elemento f ∈ Iso(S2) esté bien
definido, se necesitan a lo más dos variables (en S

2) más otra (en
O(2)), lo que termina la prueba.

El ejercicio 5c de este capítulo implica que toda rotación A ∈ O(3)
está definida por tres variables (Teorema de Euler), lo que significa
que

dim O(3) = dim SO(3) = dim Iso(S2) = 3.

Combinando el Lema 4.23 y estos resultados se tiene el siguiente
Teorema.



154 4.4. Isometrías de la esfera S
2

TEOREMA 4.26. La componente conexa del grupo de isometrías de
S

2 que contiene a la identidad IdS2 es el grupo SO(3).

El grupo completo de isometrías de la esfera, O(3), se obtiene de
agregar a SO(3) los elementos de determinante negativo del grupo
ortogonal.

Ahora analizaremos el grupo de isometrías de S
2, pero desde el

punto de vista complejo. Recordemos que la métrica en S
2 se puede

llevar al plano complejo C mediante la proyección estereográfica (véase
el ejemplo 1.58). Así obtenemos la métrica dada en forma compleja
por

ds2 =
4 dz dz̄

(1 + |z|2)2
.

Consideremos una transformación de Möbius (véase el ejemplo 4.20)
de la forma

z = f(w) =
aw + b

cw + d

donde a, b, c, d ∈ C y ad − bc = 1. Veamos qué ocurre con la métrica
al aplicar una transformación de este tipo. Se tiene que

dz =
dw

(cw + d)2
, dz̄ =

dw̄

(c̄w̄ + d̄)2

lo que implica que

ds2 =
4 dz dz̄

(1 + |z|2)2
=

4 dz dz̄

(1 + zz̄)2
=

4
(
1 + |aw+b|2

|cw+d|2

)2

dw dw̄

|cw + d|2

=
4 dw dw̄

[(|b|2 + |d|2) + (d̄c+ b̄a)w + (dc̄+ bā)w̄ + (|a|2 + |d|2)|w|2]2

Ya que una isometría debe preservar los coeficientes en la métrica,
entonces f(w) es una isometría si y sólo si se cumplen las ecuaciones

|b|2 + |d|2 = 1, dc̄+ bā = 0,
|a|2 + |c|2 = 1, d̄c+ b̄a = 0.

(4.3)
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Recordemos que el grupo especial lineal complejo a dimensión
2, denotado SL(2,C), es el grupo formado por las matrices A de la
forma

A =

(
a b
c d

)
,

donde ad−bc = 1. Consideremos el subgrupo de SL(2,C) definido por

SU(2) = {A ∈ SL(2,C) | ĀTA = I},

llamado el grupo unitario a dimensión 2 (véase el ejercicio 6d
de este capítulo). Entonces A ∈ SU(2) si y sólo si se cumplen las
igualdades matriciales
(

1 0
0 1

)
=

(
ā c̄
b̄ d̄

)(
a b
c d

)
=

(
|a|2 + |c|2 āb+ c̄d
ab̄+ d̄c |b|2 + |d|2

)
.

Observamos que al igualar las entradas de las matrices primera y
tercera se obtiene el sistema (4.3), lo que nos dice que una transfor-
mación de Möbius z = f(w) representa una isometría de S

2 si y sólo
si su matriz asociada está en SU(2) (véase el ejemplo 4.20). Ya que las
transformaciones fraccionales lineales se corresponden con el espacio
de matrices SL(2,C)/{±I} según el mencionado ejemplo, se tiene el
siguiente resultado.

LEMA 4.27. El grupo SU(2)/{±I} está contenido en Iso(S2).

Notamos que la segunda y tercera ecuaciones de (4.3) son las mis-
mas, ya que d̄c + b̄a = dc̄+ āb, lo que reduce el sistema a tres ecua-
ciones.

Por otro lado, de la relación ad−bc = 1 y del sistema (4.3) reducido
se tiene la cadena de igualdades

d̄ = add̄− bcd̄ = a|d|2 − b(−b̄a) = a|d|2 + a|b|2 = a(|d|2 + |b|2) = a

lo que nos dice que d = ā.



156 4.4. Isometrías de la esfera S
2

De manera análoga, utilizando las mismas relaciones, se demuestra
que c = −b̄.

Consecuentemente, una matriz A ∈ SU(2) debe tener la forma

A =

(
a b

−b̄ ā

)

sujeta a la relación |a|2 + |b|2 = 1.

Si asociamos a cada matriz

A =

(
a b

−b̄ ā

)

la pareja de números complejos (a, b) ∈ C
2 sujeta a la relación |a|2 +

|b|2 = 1, entonces ésta define una esfera de radio 1 en R
4 ≡ C

2.

Ya que la mencionada relación es una biyección continua, se sigue
que SU(2) es homeomorfo a la esfera S

3. Esto implica necesariamente
que dim SU(2) = 3 y además que es un conjunto conexo en Iso(S2).

Hemos obtenido el siguiente resultado.

TEOREMA 4.28. La componente conexa del grupo de isometrías
propias de la esfera S

2 que contiene a la transformación de Möbius
f(w) = w es el subgrupo SU(2)/{±I}.

Para completar el grupo de isometrías Iso(S2) es necesario, de igual
forma que en el caso plano C, componer los elementos de SU(2)/{±I}
con la operación de conjugación z → z̄, cuya matriz asociada es

(
1 0
0 −1

)
.

Un resultado que se obtiene de los Teoremas 4.26 y 4.28 es el
siguiente.

COROLARIO 4.29. SO(3) y SU(2)/{±I} son isomorfos.
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Denotamos por RP
3 al espacio proyectivo real de dimensión 3

que se obtiene de identificar los puntos antípodas de la esfera S
3 ⊂ C

2,
generalizando el ejemplo 1.4. Los puntos (a, b) y −(a, b) en S

3 corres-
ponden a las matrices A y −A ∈ SU(2), que a su vez corresponden
a la misma isometría de S

2. De esta forma, al identificar los puntos
correspondientes en S

3 y en SU(2) se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 4.30. SO(3) es un espacio homeomorfo al espacio
proyectivo real RP

3.

4.5. Isometrías del plano de Lobachevsky

Para identificar el grupo de isometrías de R
3
1 con la métrica de

Minkowski G, seguiremos un camino análogo al euclidiano. Como en
ese caso (véase el Lema 4.14), las isometrías que dejan fijo el origen de
coordenadas son isometrías lineales, de modo que primero analizare-
mos a las transformaciones de este tipo.

Si L : R
3
1 → R

3
1 es una transformación lineal cuya matriz en base

canónica es A, entonces L es una isometría de R
3
1 si para cada par de

vectores ξ, η ∈ R
3 se tiene que

〈Aξ,Aη〉G = 〈ξ, η〉G

(véase la sección 4.3). Lo anterior se escribe matricialmente como

ηTATGAξ = ηTGξ

lo que implica que L es una isometría de R
3
1 si y sólo si para la matriz

A se cumple la ecuación matricial

ATGA = G

Distinguimos a tal clase de matrices.
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DEFINICIÓN 4.31. Al conjunto de matrices reales denotado por

O(1, 2) = { A ∈ GL(3,R) | ATGA = G}

se le llama el grupo ortocrónico asociado a R
3
1. Un elemento A ∈

O(1, 2) se llama una rotación ortocrónica. Al subgrupo de O(1, 2)
de matrices propias

SO(1, 2) = { A ∈ O(1, 2) | detA = 1 }

se le llama el grupo especial ortocrónico asociado a R
3
1.

No daremos una descripción de este grupo de transformaciones
como lo hicimos para el caso de R

3. Sólo mencionamos que la descrip-
ción es más difícil, aún para el caso del plano R

2
1, donde se obtiene el

llamado grupo de Lorentz (véase el ejercicio 11 de este capítulo).

Este grupo es muy importante en la teoría de la relatividad
especial. Si el lector está interesado en este tópico, puede referirse al
trabajo seminal [10], a [13] ó a et al. [8], [9], donde encontrará mayor
información.

Recordemos que la métrica en el plano de Lobachevsky L
2 se hereda

de la métrica de Minkowski en R
3
1. Así, como toda isometría lineal de

este último espacio deja invariante a L
2 (pues preserva la norma), se

sigue que la métrica de L
2 es invariante bajo cualquier elemento del

grupo O(1, 2); es decir, se tiene el siguiente resultado.

LEMA 4.32. O(1, 2) está contenido en el grupo Iso(L2). En parti-
cular, SO(1, 2) ⊂ Iso(L2).

La geometría del plano de Lobachevsky L
2 es similar a la de la

esfera S
2, como se muestra a continuación.

LEMA 4.33. Las curvas geodésicas de L
2 se obtienen al intersecar

L
2 con planos que pasan por el origen de R

3
1 (véase la figura 4.4).
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Figura 4.4: Geodésicas del plano de Lobachevsky.

Demostración. Recordemos (véase la ecuación (1.6)) que los coefi-
cientes de la métrica de L

2 en las coordenadas (θ, φ) son

E = R2, F = 0 y G = R2 senh2 θ,

de donde se sigue que los coeficientes de Christoffel correspondientes
son

Γ1
11 = Γ2

11 = Γ1
12 = Γ2

22 = 0, Γ2
12 = coth θ, Γ1

22 = − senh θ cosh θ.

De esta manera, las ecuaciones de las geodésicas en L
2 vienen dadas

por la pareja de ecuaciones diferenciales de segundo orden

φ̈+ (2 coth θ)φ̇θ̇ = 0,

θ̈ − (senh θ cosh θ)φ̇2 = 0

Un meridiano en L
2 es la curva que se obtiene al intersecar L

2 con
un plano vertical φ = cte. que pasa por el origen. Es claro que este
meridiano se puede parametrizar por θ(t) = at + b, φ = cte y que
satisface la pareja de ecuaciones diferenciales anteriores; por lo tanto,
es una geodésica de L

2. De igual forma que en el caso de la esfera,
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cualquier curva obtenida de intersecar un plano por el origen con L
2

se puede realizar mediante la rotación ortocrónica (es decir, usando
un elemento de O(1, 2)) de un meridiano de L

2 (véase el ejercicio
11d de este capítulo). En virtud de que las isometrías preservan las
geodésicas, entonces tales curvas son geodésicas.

Por otro lado, sea γ una geodésica por p ∈ L
2 con vector tangente

ξ y considérese el único plano P que pasa por el origen y por p, tal
que la recta de su intersección con TpS contiene a ξ (véase la figura
4.5).

Figura 4.5: Unicidad de geodésicas en L
2.

Entonces P ∩L
2 es una geodésica γ por p en dirección del vector ξ.

Por el Corolario 2.34, las geodésicas Γ y γ coinciden en una vecindad
de p. Esto termina la prueba del Lema.

Ya que dos puntos de L
2 pueden unirse mediante una geodésica,

debido a que este espacio es geodésicamente completo, podemos seguir
paso a paso la demostración de la proposición 4.25 para obtener el
siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 4.34. Sea Iso(L2) el grupo de isometrías del plano
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de Lobachevsky. Entonces

dim(Iso(L2)) ≤ 3.

Definimos µ : O(1, 2) → Z2 × Z2 como

µ(A) = (detA, signo〈e3, Ae3〉)
donde e3 es el vector que genera el eje z en R

3. No es difícil ver (ejercicio
12) que µ es un epimorfismo de grupos. Ya que ker(µ) = SO(1, 2), se
sigue que

O(1, 2)

SO(1, 2)
≡ Z2 × Z2

lo que nos dice que O(1, 2) tiene cuatro componentes conexas que son
copias de SO(1, 2). Consecuentemente, se tiene que dim SO(1, 2) =
dim O(1, 2). Ya que una rotación ortocrónica A ∈ O(1, 2) está defini-
da por tres variables, se sigue que dim SO(1, 2) = 3. Esto implica el
siguiente resultado.

TEOREMA 4.35. La componente conexa del grupo de isometrías
Iso(L2) que contiene a la identidad IdL2 es el grupo SO(1, 2).

De igual manera que en el caso de la esfera, podemos dar otra
caracterización de las isometrías del plano de Lobachevsky, usando la
proyección estereográfica para traducir el problema al análisis de las
isometrías del disco de Poincaré D

2, desde el punto de vista complejo.
Así, analizaremos las transformaciones de Möbius

z = f(w) =
aw + b

cw + d

donde nuevamente a, b, c, d ∈ C y ad− bc = 1.

En este caso,

ds2 =
4 dz dz̄

(1 − |z|2)2
=

4 dz dz̄

(1 − zz̄)2

4

(1 − |aw + b|2)2 =
dw dw̄

|cw + d|2

=
4 dw dw̄

[(|b|2 − |d|2) + (d̄c− b̄a)w + (dc̄− bā)w̄ + (|c|2 − |a|2)|w|2]2
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De esta forma, f es una isometría si y sólo si se cumplen las ecua-
ciones siguientes para los coeficientes a, b, c y d:

|d|2 − |b|2 = 1, d̄c− b̄a = 0, |a|2 − |c|2 = 1.

Sólo obtenemos tres ecuaciones en virtud de que d̄c− b̄a = dc̄− bā.
Definimos el grupo unitario ortocrónico a dimensión 2 como

U(1, 1) =
{
A ∈ GL(2,C) | ĀTGA = G

}
,

donde

G =

(
1 0
0 −1

)
;

además, el subgrupo especial unitario ortocrónico está dado por

SU(1, 1) = {A ∈ U(1, 1) | detA = 1} .

Entonces

A =

(
a b
c d

)
∈ SU(1, 1)

si y sólo si se cumple la cadena de igualdades matriciales
(

1 0
0 1

)
=

(
ā c̄
b̄ d̄

)(
1 0
0 −1

)(
a b
c d

)

=

(
|a|2 − |c|2 āb− c̄d
ab̄− cd̄ |b|2 − |d|2

)

En otras palabras, la transformación de Möbius f es una isometría
si y sólo si la matriz asociada A pertenece a SU(1, 1).

Ya que las matrices A y −A ∈ SU(1, 1) definen la misma transfor-
mación de Möbius, tenemos el siguiente resultado.

LEMA 4.36. El grupo SU(1, 1)/{±I} está contenido en el grupo de
isometrías Iso(L2).
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Del sistema de ecuaciones que define a un elemento A ∈ SU(1, 1)
y mediante un cálculo directo se puede obtener que c = ā y d = b̄, es
decir, tal matriz tiene la forma

A =

(
a b
b̄ ā

)

sujeta a la relación |a|2 − |b|2 = 1.

De esta manera, al asociar a cada matriz A de SU(1, 1) una pareja
de números complejos (a, b) ∈ C

2, sujeta a la relación |a|2 − |b|2 =
1, tenemos una inmersión del grupo SU(1, 1) en C

2 = R
4 como un

hiperboloide tridimensional de dos hojas; es decir, dim(SU(1, 1)) = 3.
Ya que SU(1, 1) no es un conjunto conexo, tenemos el siguiente

resultado.

TEOREMA 4.37. La componente conexa del grupo de isometrías
propias del disco de Poincaré D

2 que contiene a la identidad IdD2 es
el grupo

SU(1, 1)/{±I}.

Para completar el grupo de isometrías del disco de Poincaré D
2 es

necesario componer los elementos de SU(1, 1)/{±I} con la operación
de conjugación z → z̄ cuya matriz asociada es

(
1 0
0 −1

)
.

Para concluir este capítulo haremos un análisis similar a los ante-
riores para determinar el grupo de isometrías del semiplano superior
H

2
+.

Como antes, buscamos las isometrías de H
2
+ entre las transforma-

ciones de Möbius de la forma

z = f(w) =
aw + b

cw + d
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donde a, b, c, d ∈ C y ad− bc = 1.

Una transformación de este tipo debe aplicar el semiplano superior
H

2
+ en sí mismo. En consecuencia, la primera condición es que el eje

real sea aplicado en el eje real. Por el ejercicio 8d de este capítulo, tal
condición es equivalente a que los coeficientes a, b, c y d sean reales.
De esta forma, f es una isometría de H

2
+ si la matriz asociada

A =

(
a b
c d

)

es un elemento de SL(2,R). En virtud de que A y −A definen la
misma transformación, podemos utilizar argumentos similares a los
ya desarrollados en este capítulo para demostrar lo siguiente.

TEOREMA 4.38. La componente conexa del grupo de isometrías del
semiplano superior que contiene a IdH2

+
es el grupo SL(2,R)/{±I}.

Para obtener todo el grupo de isometrías de H
2
+ es necesario com-

poner los elementos de SL(2,R)/{±I} con la operación compleja z →
−z̄ cuya matriz correspondiente es

(
−1 0

0 1

)
.

A continuación resumimos los resultados relativos a los grupos de
isometrías propias del espacio de Lobachevsky, el disco de Poincaré y
el semiplano superior.

COROLARIO 4.39. Los grupos SL(2,R)/{±I}, SU(1, 1)/{±I} y
el grupo formado por la componente conexa de SO(1, 2) que contiene
a la identidad son isomorfos.

Ejercicios

1. Complete la prueba del Lema 4.2.



Capítulo 4. Isometrías de formas espaciales 165

2. Demuestre el Lema 4.13.

3. Represente a los siguientes grupos de transformaciones de R
n

mediante un homomorfismo de grupos.

a) L1(R
n) = {L(λ,ξ)(x) = λx+ ξ |λ ∈ R \ {0}, ξ ∈ R

n}.
b) L2(R

n) = {L(A,λ,ξ)(x) = λAx + ξ}, donde A ∈ GL(n,R),
λ ∈ R \ {0} y ξ ∈ R

n.

4. Identifique el grupo de matrices al que pertenece cada una de
las siguientes matrices.

( −3
5

−4
5

−4
5

3
5

)
,

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
,

( √
3

2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2

)
,




− 1√
2

1√
6

1
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3


 .

5. Sea L : R
3 → R

3 una isometría lineal.

a) Demuestre que L deja invariante al menos un subespacio
Rλ de R

3 de dimensión uno. Los puntos de tal subespacio
Rλ quedan fijos o son reflejados simétricamente bajo L.

b) Sea R
2
λ el subespacio ortogonal complementario a Rλ. De-

muestre que R
2
λ también es invariante bajo L.

c) Concluya que una isometría lineal L : R
3 → R

3 es de alguna
de las siguientes formas:

Una rotación con ángulo φ en el plano R
2
λ con eje de

rotación R
3
λ.

Una rotación con ángulo φ con reflexión en el plano R
2
λ,

y eje de rotación Rλ con una reflexión simétrica en tal
eje.
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Una rotación con ángulo φ en R
2
λ con eje de rotación

Rλ, y con una reflexión simétrica en Rλ.

La composición de una reflexión en R
2
λ con una rotación

en torno de Rλ.

6. Sea C
n el espacio vectorial complejo a dimensión n sobre C.

Claramente C
n se puede identificar con R

2n mediante las rela-
ciones
{
zj = xj + iyj

z̄j = xj − iyj
o

{
xj = 1

2
(zj + z̄j)

yi = 1
2i

(zj − z̄j)
, j = 1, 2, . . . , n.

Es decir, el sistema de coordenadas x1, · · · , xn, y1, · · · , yn en R
2n

induce el sistema de coordenadas z1, · · · , zn, z̄1, · · · , z̄n en C.
Definamos el producto escalar hermitiano en C

n por

〈ξ, η〉C =
n∑

j=i

ξj η̄j, ξ, η ∈ C

donde, por ejemplo, un vector ξ ∈ C
n tiene las coordenadas

complejas
ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξn).

a) Demuestre que para cualquier pareja de vectores ξ, η en C
n

o en R
2n, se cumple

〈ξ, η〉R = Re 〈ξ, η〉C

b) Utilice el inciso anterior para concluir que si || · ||C y || · ||R
representan a las normas respectivas en C

n y R
2n, entonces

para cualquier vector,

||ξ||2
R

= ||ξ||2
C
.
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c) Demuestre que si M(n,C) es el conjunto de matrices de
n× n con entradas complejas, el subconjunto

GL(n,C) = {A ∈M(n,C)| detA 6= 0}
es un grupo bajo la multiplicación de matrices. Se le llama el
grupo lineal complejo a dimensión n. Demuestre además
que el conjunto

SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C)| detA = 1}
es un subgrupo normal de GL(n,C), llamado el grupo es-
pecial lineal complejo a dimensión 1.

d) Demuestre que una transformación lineal LA : C
n → C

n

preserva el producto escalar hermitiano 〈 , 〉C si y sólo si
la matriz asociada compleja A es un elemento del grupo
unitario a dimensión n.
Al subgrupo de U(n) definido por

SU(n) = {A ∈ U(n)| detA = 1}
se le llama el grupo unitario especial a dimensión n.

7. Identifique el grupo de matrices complejas al que pertenece cada
una de las siguientes matrices.

(
2 i
−i 5

)
,

(
3 1 − i

1 + i
√

2

)
,

(
1 + i 1 − i
1 − i 1 + i

)
,




1 1 + i 5
1 − i 2 i

5 −i 7


 .

8. a) Dada la transformación de Möbius

f(z) =
z − 1

z − 3
,

obtenga las imágenes del círculo unitario y del eje real.
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b) Realice lo mismo para la transformación

f(z) =
z − i

z + 1
.

c) Calcule la imagen del eje imaginario bajo la transformación

f(z) =
z − 1

z + 1
.

d) Demuestre que una transformación de Möbius

f(z) =
az + b

cz + d

lleva el eje real en el eje real si y sólo si a, b, c y d son
números reales.

9. a) Dada la isometría de C,

f(z) =
3 + i√

10
z + (z − i)

calcule la isometría correspondiente de R
2 y clasifíquela de

acuerdo al Teorema 4.17.

b) Dada la isometría del plano

f(x, y) = (−y + 2, x− 1)

calcule la isometría que induce en C.

10. Sea M(n,R) el conjunto de matrices n× n con entradas reales.

a) Demuestre que M(n,R) es un espacio vectorial isomorfo a
R

n2

.
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b) Para una matriz A = (ai
j) ∈ M(n,R) se define el número

real

||A||2 =
n∑

0,j=1

(ai
j)

2

Demuestre que || · || es una norma en M(n,R). Esto hace
de M(n,R) un espacio vectorial isomorfo a R

n2

con una
distancia dada por

d(A,B) = ||A−B|| =

√√√√
n∑

i,j=1

(ai
j − bij)

2, con B = (bij).

c) Demuestre que GL(n,R) es una región de M(n,R) y con-
cluya que su dimensión es n2.

De igual forma definimos una norma en el espacio vectorial
de matrices complejas M(n,C) como

||A||2 =
n∑

i,j

|ai
j|2,

donde |ai
j| es el módulo del número complejo ai

j. Con esto
obtenemos que M(n,C) es un espacio vectorial con una dis-
tancia e isomorfo a C

n2

. Concluya que GL(n,C) es también
una región de M(n,C).

11. Dada una transformación A ∈ O(1, 1) cuya matriz asociada tiene
la forma

A =

(
a b
c d

)
,

a) Demuestre que si hacemos β = c/a, entonces A se puede
escribir de la forma

A = ±




1√
1−β2

± β√
1−β2

β√
1−β2

± 1√
1−β2



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b) Verifique que si β = tanhχ, entonces la matriz anterior se
escribe como

A = ±
(

coshχ ±senhχ
senhχ ± coshχ

)

c) Calcule el determinante de una matriz A ∈ O(1, 2).

d) Demuestre que cualquier línea obtenida al intersecar un
plano P con L

2 se puede obtener al aplicar una rotación
ortocrónica A en O(1, 2) a alguna línea vertical (meridiano)
dada como la intersección de L

2 con un plano vertical.

12. Sea µ : O(1, 2) → Z2×Z2 un homomorfismo de grupos dado por

µ(A) = (detA, signo〈e3, A(e3)〉)
donde el vector e1 genera el eje z en R

3
1. Demuestre que µ es un

epimorfismo.

13. Considere la transformación de Möbius L : C → C dada por

z = L(w) =
1 + iw

1 − iw

a) Demuestre que L lleva el disco de Poincaré D
2 de radio 1

en la parte superior del plano complejo

H
2
+ = { z ∈ C | Im z ≥ 0 }.

b) Demuestre que la métrica en D
2 dada por

ds2 = 4
dx2 + dy2

(1 − x2 − y2)2

es llevada bajo esta transformación en la métrica en H
2
+

dada por

ds2 =
dx2 + dy2

y2
, y > 0.



Capítulo 5

El Teorema de Gauss-Bonnet

Recordemos uno de los principales teoremas de la geometría di-
ferencial, el Teorema egregio de Gauss (véase, por ejemplo, nuestra
discusión en [16]). Este resultado nos dice que la curvatura gaussiana
K de una superficie S, aunque definida en términos del entorno R

3,
es en realidad una propiedad intrínseca de S.

Pero, ¿qué ocurre con la distribución global de los valores de la
curvatura? Parecería que esta distribución es tan arbitraria, que po-
dríamos deformar a la superficie S y modificar los valores de K a
nuestro antojo. Sin embargo, en este capítulo mostraremos que K
tiene algunas restricciones dictadas por la forma de S, es decir, la
topología de S determina a K en forma global.

Este resultado, conocido como el Teorema de Gauss-Bonnet,
es sin duda uno de los más importantes no sólo de la geometría dife-
rencial, sino de la matemática en general, pues establece una relación
precisa entre conceptos de dos ramas de las matemáticas, la geometría
diferencial y la topología.

Para establecer y demostrar este teorema, necesitaremos construir
herramientas como la característica de Euler-Poincaré de una su-
perficie y la teoría de índice para curvas y campos vectoriales. Des-
pués de mostrar el Teorema de Gauss-Bonnet desarrollaremos varias
aplicaciones, algunas bastante sorprendentes.

171
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Como podrá verse, en este capítulo utilizaremos conceptos y re-
sultados de varias ramas de las matemáticas, por lo que en algunos
casos sólo enunciaremos algunos resultados, sin demostrarlos, propor-
cionando las referencias adecuadas para los lectores interesados en esos
temas.

5.1. La característica de Euler-Poincaré

Dentro del vasto legado matemático de L. Euler aparece una fór-
mula relativa a un poliedro formado por un número V de vértices, una
cantidad A de aristas (segmentos de un vértice a otro) y C caras. Euler
observó que para cualquier poliedro convexo se cumple la fórmula

V − A+ C = 2.

Este resultado fue generalizado posteriormente, no sólo para poliedros
sino para superficies y objetos de mayor dimensión, dando lugar a la
llamada característica de Euler-Poincaré, que definimos a continuación
para el caso de una superficie compacta S.

Para ver a S como un “poliedro”, supongamos que podemos des-
componerla en una unión finita de subconjuntos

⋃
Ti ⊂ S, cada uno

de ellos homeomorfo a un triángulo en el plano.

DEFINICIÓN 5.1. Una descomposición de S del tipo anterior es
una triangulación de S. Denotaremos a tal descomposición por T =
{Ti}.

Dada una triangulación T de la superficie S, denotaremos por V0

al número de vértices, por V1 al número de aristas o lados y por V2

al número de triángulos o caras de T .
Para evitar problemas en el conteo de los elementos de una trian-

gulación T , pediremos una condición técnica.
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DEFINICIÓN 5.2. Una triangulación T de la superficie S se llama
admisible si y sólo si para cada dos triángulos Ti, Tj ∈ T con inter-
sección no vacía ocurre que Ti∩Tj es todo el triángulo, toda una arista
o un vértice.

La figura 5.1 muestra algunos casos a evitar en este contexto. En
adelante nos interesarán sólo triangulaciones admisibles.

Figura 5.1: Ejemplos de triangulaciones no admisibles.

DEFINICIÓN 5.3. Sea T una triangulación admisible de la super-
ficie S. El número

V0 − V1 + V2

se llama la característica de Euler–Poincaré de la triangulación
T .

Es sorprendente que el número anterior no dependa de la trian-
gulación específica de S, sino sólo de su forma. Este hecho (que no
demostraremos aquí, aunque el lector interesado puede consultar [2])
nos permite establecer la siguiente definición.

DEFINICIÓN 5.4. Dada cualquier triangulación admisible de S, el
número V0 − V1 + V2 se llama la característica de Euler-Poincaré
de la superficie S y se denota χ(S).

EJEMPLO 5.5. Es claro que la característica de Euler-Poincaré de
un triángulo es igual a 1. Ya que topológicamente un triángulo es un
disco, se sigue que la característica de Euler-Poincaré de cualquier
región homeomorfa a un disco D también es igual a 1.
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EJEMPLO 5.6. Calculemos la característica de Euler-Poincaré de
la esfera S

2. Podemos lograr esto de varias formas, una de las cuales
consiste en pensar la esfera como un tetraedro “inflado”, como se ob-
serva en la figura 5.2 a. En este caso, tenemos cuatro vértices, seis
aristas y cuatro caras o triángulos, de modo que χ(S2) = 2.

EJEMPLO 5.7. Sea C un cilindro “sin tapas”, como en la figura 5.2
b. Entonces podemos triangular a C como se muestra en dicha figura,
mostrando que χ(C) = 0. �

Figura 5.2: Triangulaciones de la esfera y del cilindro.

EJEMPLO 5.8. Calculemos la característica de Euler-Poincaré de
un toro T

2. En lugar de triangular directamente, mostraremos una
manera de “pegar” superficies para obtener un toro y calcular la ca-
racterística de T

2 en términos de las características de las superficies
utilizadas en el pegado. Observemos que es posible construir un toro
recortando dos discos en la esfera y pegando un cilindro al conjunto
resultante, como se muestra en la figura 5.3 a. A este procedimiento
le llamaremos agregar un asa.

Triangulemos ahora a la esfera y al cilindro. Podemos suponer que
cada uno de los triángulos T1 y T2 recortados a la esfera es un elemento
de su triangulación (véase la figura 5.3 b). De este modo,

χ(S2 \ (T1 ∪ T2)) = χ(S2) − 2 = 0.
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Figura 5.3: a. Agregando un asa a una esfera. b. Triangulaciones.

Por otro lado, también podemos suponer que los vértices del cilin-
dro coincidirán con los vértices en los huecos anteriores de T1 y T2

(véase la figura 5.3 b). Así, este procedimiento no agrega vértices, pero
agrega tantas aristas como caras. Esto muestra que la característica
del toro está dada por

χ(T2) = χ(S2 \ (D1 ∪D2)) = χ(S2) − 2 = 0,

donde D1 y D2 son los interiores de T1 y T2.
Podemos utilizar de nuevo este argumento para calcular la carac-

terística del doble toro, obtenido al agregar un asa al toro, o bien,
pegando dos asas a una esfera (véase la figura 5.4 a).

χ(doble toro) = χ(T2 \ (D1 ∪D2)) = χ(T2) − 2 = −2.

Un argumento típico de inducción muestra que la característica del
n–toro obtenido al agregar n asas a una esfera es

χ(n− toro) = 2 − 2n.

(véase la figura 5.4 b). �

En este contexto podemos citar tres resultados que muestran el
poder de la característica como auxiliar en la clasificación de las su-
perficies. De nuevo, referimos al lector a [2].
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Figura 5.4: a. El doble toro obtenido de una esfera. b. El n–toro.

PROPOSICIÓN 5.9. Dada una superficie compacta y orientable S,
existe n ≥ 0 tal que χ(S) = 2−2n. Recíprocamente, dada n ≥ 0 existe
una superficie compacta y orientable S tal que χ(S) = 2 − 2n.

PROPOSICIÓN 5.10. Si S1 y S2 son dos superficies compactas y
orientables tales que χ(S1) = χ(S2), entonces S1 es homeomorfa a S2.

COROLARIO 5.11. Sea S una superficie compacta y orientable.
Entonces S es homeomorfa a S

2 o a algún n-toro.

OBSERVACIÓN 5.12. Tal vez algunos lectores conozcan o deseen
conocer la versión más general del teorema de clasificación de superfi-
cies compactas, que incluye el caso no orientable. Referimos al lector
de nuevo a [2].

La característica de Euler-Poincaré de una superficie S es uno de
los números más importantes relativos a dicha superficie. En las si-
guientes secciones veremos la relación de χ(S) con otros conceptos
geométricos no menos importantes.
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5.2. Índice y número de vueltas

Consideremos una curva γ : [a, b] → R
2, diferenciable y cerrada,

así como un punto p que no esté en la imagen de γ. Nuestra intención
es definir el número de vueltas que da γ en torno de p.

Este número puede definirse de varias formas. Pensando a R
2 co-

mo el plano complejo C, podemos definir este número utilizando el
siguiente resultado de la teoría de funciones de variable compleja.

LEMA 5.13 ([3], página 115). Si una curva cerrada diferenciable por
partes γ no pasa por el punto p, entonces el valor de la integral

∫

γ

dz

z − p

es un múltiplo entero de 2πi.

DEFINICIÓN 5.14. El número de vueltas de γ en torno de un
punto p está dado por

n(γ, p) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − p
.

Para definir el número de vueltas de γ en torno de p sin utilizar la
variable compleja, podemos utilizar la llamada teoría de grado. Aquí
no desarrollaremos con detalle esta teoría; sólo daremos un bosquejo
de las ideas principales. Invitamos al lector a estudiar dos magníficas
y detalladas exposiciones de este tema en [9] y [12].

Sea r(t) el rayo que pasa por p y por γ(t). Sea v un vector unitario
fijo. Intuitivamente, contaremos las vueltas que da γ en torno de p
fijándonos en el número de veces que el rayo r(t) “pasa” por v. A su
vez, este último número es igual a la cardinalidad de la imagen inversa
u−1(v) bajo la transformación de dirección u : [a, b] → S

1 definida
por

u(t) =
γ(t) − p

‖γ(t) − p‖ .



178 5.2. Índice y número de vueltas

Una primera condición técnica necesaria para formalizar esta idea es
que la imagen inversa u−1(v) debe constar de un número finito de
puntos. Por la compacidad del intervalo [a, b], esto queda garantizado
si pedimos que v sea un valor regular de u; es decir, si γ′(t) 6= 0 para
todo t ∈ u−1(v) (véase la figura 5.5).

Figura 5.5: Número de vueltas de una curva cerrada.

En segundo lugar, hay que tomar en cuenta la dirección cuando
pasamos por el vector v. Para esto, damos una orientación a S

1 y nos
fijamos si al pasar r(t) por v se preserva o invierte dicha orientación.
Así, cada punto de u−1(v) tiene asociado un número de orientación
+1 o −1, según se preserve o se invierta la orientación, respectivamente
(véase la figura 5.6). Recomendamos al lector trazar varias figuras
para convencerse de que la suma de los números de orientación es
independiente del vector v elegido.

DEFINICIÓN 5.15. La suma de los números de orientación de los
puntos de la preimagen u−1(v) de un valor regular de u se denomina
el número de vueltas de γ en torno de p.

Cambiaremos ahora un poco nuestro punto de vista. En vez de
pensar a los vectores de la transformación u(t) anclados en el punto
p, podemos pensarlos anclados en cada γ(t) (véase la figura 5.7).
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Figura 5.6: Cálculo del número de vueltas. Observe los signos asocia-
dos a cada punto en u−1(v).

Figura 5.7: X(γ(t)) pensado como un campo a lo largo de γ.

La ventaja de esta nueva formulación de nuestro problema es que
ahora podemos considerar un campo arbitrario X de vectores definido
a lo largo de γ. Establecemos esta generalización como sigue.

DEFINICIÓN 5.16. Sean γ : [a, b] → R
2 una curva diferenciable

cerrada y X = X(γ(t)) un campo diferenciable de vectores no nulos
definido a lo largo de γ. Sean u : [a, b] → S

1 la transformación definida
por

u(t) =
X(γ(t))

‖X(γ(t))‖
y v un valor regular de u, de modo que u−1(v) conste de un número
finito de puntos t1, . . . , tn ∈ [a, b]. Sea ni = ±1 el número de orien-
tación asociado a cada ti como antes. El número de vueltas del



180 5.2. Índice y número de vueltas

campo vectorial X en torno de γ, denotado n(X, γ), es la suma de
tales números de orientación; es decir,

n(X, γ) =
n∑

i=1

ni.

En los ejercicios de este capítulo daremos varios ejemplos de curvas
γ y de campos X definidos a lo largo de éstas, para que los lectores
puedan calcular los números n(X, γ).

En lo que resta de esta sección mencionaremos dos resultados más
de esta teoría. Utilizaremos el primero de ellos en la demostración del
teorema de Gauss-Bonnet. El segundo de ellos puede omitirse en una
primera lectura.

Sea γ : [a, b] → R
2 una curva diferenciable cerrada. Consideremos

el número de vueltas que da el campo de vectores tangentes en torno
de γ; es decir, sea

X(γ(t)) = γ′(t).

La demostración del siguiente resultado puede consultarse en [7].

TEOREMA 5.17 (Teorema de rotación de las tangentes). Para cual-
quier curva γ : [a, b] → R

2 diferenciable, cerrada y sin autointersec-
ciones se cumple que el campo tangente rota una sola vez a lo largo
de γ, es decir,

n(γ′, γ) = 1.

Sea X un campo vectorial definido en una región Ω ⊂ R
2 y p ∈ Ω.

El siguiente resultado dice que X da siempre el mismo número de
vueltas en curvas cerradas “pequeñas” con centro en p.

PROPOSICIÓN 5.18 (véase [7]). Para cada p ∈ Ω existe R > 0 tal
que si γ1, γ2 son circunferencias con centro en p de radios r1, r2 < R,
orientadas positivamente, entonces n(X, γ1) = n(X, γ2).

DEFINICIÓN 5.19. Sean R > 0 y γ una circunferencia de radio
r < R como en la proposición anterior. El número n(X, γ) se llama el
índice de X con respecto de p y se denota iX(p).
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En la figura 5.8 se muestran varios campos vectoriales y sus índices
en algunos puntos. Existe un caso particular de poco interés para
nosotros: Si p es un punto donde X(p) 6= 0, es fácil ver que iX(p) = 0.
En ese sentido, es mucho más interesante calcular el índice de X en
sus singularidades; es decir, en los puntos p tales que X(p) = 0.

Figura 5.8: Índice de algunos campos vectoriales.

La proposición 5.18 permite extender la definición de índice a cam-
pos definidos en superficies diferenciables abstractas.

DEFINICIÓN 5.20. Sean S una superficie diferenciable y X un
campo vectorial definido en S. Sean p ∈ S una singularidad de X y
ϕ : Ω → U una parametrización de una vecindad U de p. El índice
de X en p, denotado iX(p), se define como

iX(p) = iY (q),

donde ϕ(q) = p y Y es el único campo vectorial en Ω que satisface
dϕ(Y ) = X.

No es difícil comprobar que la definición de índice no depende de
la parametrización elegida.

Concluimos esta sección estableciendo la primera de las impor-
tantes relaciones de la característica de Euler-Poincaré con un concep-
to geométrico (véase [12]).
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TEOREMA 5.21 (Poincaré-Hopf). Sean S una superficie orientable
compacta y X un campo vectorial en S con un número finito de sin-
gularidades p1, . . . , pk. Entonces

χ(S) =
k∑

i=1

iX(pi).

En palabras, la característica de Euler-Poincaré es igual a la suma de
los índices de X en cada singularidad.

Veamos una primera consecuencia de este teorema. Supongamos
que X es un campo en la esfera S

2 con un número finito de singu-
laridades. Puesto que χ(S2) = 2, la suma que aparece en el teorema
es distinta de cero, lo que implica la existencia de al menos una sin-
gularidad (recordemos que si p no es singularidad de X, dicha suma
es igual a cero). No es difícil imaginar la diversidad de los campos X
definidos en S

2 que tienen un número finito de singularidades, pero . . .
¿Cómo es posible que dichas singularidades se organicen de modo que
la suma de sus índices sea siempre igual a 2? Según el teorema 5.21,
la topología de la superficie se encarga de hacer tal organización.

5.3. Algunos aspectos históricos

En esta sección discutiremos el desarrollo histórico y las diversas
vertientes del Teorema de Gauss-Bonnet, siguiendo de cerca el desa-
rrollo en [11].

En realidad, lo que se conoce como Teorema de Gauss-Bonnet es
un conjunto de resultados que giran en torno de una misma idea: la
de relacionar diversos conceptos geométricos como áreas, ángulos y
curvaturas.

En este sentido, podemos considerar al siguiente conocido teorema
como el primer antecedente del teorema de Gauss-Bonnet:

TEOREMA 5.22. La suma de los ángulos internos de un triángulo
en el plano es igual a π.
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Antes de mostrar por qué decimos que este resultado es un an-
tecedente de Gauss-Bonnet, lo reformularemos con la ayuda de la si-
guiente notación: Si ϕ es un ángulo interno de un triángulo (o de un
polígono cualquiera), entonces φ = π−ϕ es el correspondiente ángulo
externo.

TEOREMA 5.23. La suma de los ángulos externos de cualquier
triángulo en el plano es igual a 2π.

Pensemos en un vector tangente a uno de los lados del triángulo y
observemos qué ocurre al recorrer dicha figura. Por supuesto, mientras
el vector se mantiene en un lado del triángulo, no presentará variación
alguna. Pero al llegar a un vértice, el vector tendrá que dar un “salto”
para llegar al siguiente lado del triángulo; un salto equivalente al án-
gulo externo formado por los dos lados en cuestión. Así, el teorema
anterior se puede reformular como sigue:

TEOREMA 5.24. La variación angular total de los vectores tan-
gentes a los lados de un triángulo en el plano es igual a 2π.

Para nuestros fines posteriores extenderemos este resultado a cur-
vas orientadas en el plano que sean regulares por partes, las que defi-
nimos a continuación.

DEFINICIÓN 5.25. Una curva γ : [a, b] → R
2 en el plano es regu-

lar por partes si y sólo si existe una partición de [a, b] de la forma

a = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk = b,

tal que γ restringida a cada intervalo [ti−1, ti], i = 1, . . . , k, es regular.
Una curva γ : [a, b] → R

2 regular por partes dada como la frontera
de una región Ω ⊂ R

2 está orientada en sentido positivo (resp.
negativo) si y sólo si para cada t ∈ [a, b], excepto posiblemente por
un número finito de puntos, existe una vecindad U de γ(t) tal que
U ∩Ω permanece a la izquierda (resp. derecha) del vector γ′(t) (véase
la figura 5.9).
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Figura 5.9: Una curva en el plano. a. Orientada positivamente. b.
Orientada negativamente.

DEFINICIÓN 5.26. Sea γ : [a, b] → R
2 una curva parametrizada,

regular por partes. Un vértice de γ es un punto de la curva donde
γ′(t) = 0.

Si γ(t0) es un vértice de la curva γ, definimos el ángulo externo
θ en dicho vértice como sigue (véase la figura 5.10 a): |θ| es el menor
ángulo en (0, π] formado por los límites laterales

γ′(t−0 ) := ĺım
t→t−

0

γ′(t) y γ′(t+0 ) := ĺım
t→t+

0

γ′(t).

Si |θ| = π, se dice que γ(t0) es una cúspide de γ (véase la figura
5.10 b).

Figura 5.10: a. Ángulo externo. b. Cúspide.

Si el punto no es una cúspide, damos a θ el signo del determinante
de la matriz formada por los límites anteriores, en ese orden.



Capítulo 5. El Teorema de Gauss-Bonnet 185

Si γ(t0) es una cúspide, se puede mostrar que existe ǫ > 0 tal que
el determinante de la matriz formada por los vectores

γ′(t1) y γ′(t2).

no cambia de signo para t1 ∈ (t0 − ǫ, t0), t2 ∈ (t0, t0 + ǫ). Damos a θ
este signo.

DEFINICIÓN 5.27. Sea γ : [a, b] → R
2 una curva plana, cerrada,

regular por partes, con vértices γ(t0), . . . , γ(tk−1), γ(tk) = γ(t0). Para
cada i = 1, . . . , k, sea αi : [ti−1, ti] → R una función diferenciable por
partes tal que para cada t ∈ [a, b], αi(t) mide el ángulo formado por
γ′(t) con alguna dirección fija. Sean θ1, . . . , θk los ángulos externos
en los vértices de γ. La variación angular total de los vectores
tangentes a γ se define como la suma

k∑

i=1

(αi(ti) − αi(ti−1)) +
k∑

i=1

θi.

Ahora podemos enunciar la generalización del teorema 5.24.

TEOREMA 5.28. La variación angular total de los vectores tan-
gentes a una curva plana, cerrada, regular por partes y orientada posi-
tivamente (resp. negativamente) es igual a 2π (resp. a −2π).

Podemos extender aún más este resultado a las superficies orien-
tables inmersas en R

3, pues en este caso podemos definir la orientación
de una curva. Más concretamente, sea S una superficie orientable,
con un campo vectorial normal n : S → S

2 globalmente definido. Si
γ : [a, b] → S es una curva regular por partes dada como la frontera
de una región R ⊂ S, decimos que γ está orientada en sentido
positivo (resp. negativo) si y sólo si para cada t ∈ [a, b], excepto
posiblemente por un número finito de puntos, existe una vecindad U
de γ(t) en R

3 tal que la intersección U ∩ R está “a la izquierda” del
vector γ′(t); es decir, contenida en el semiespacio determinado por el
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Figura 5.11: Curvas orientadas en una superficie.

plano generado por γ′(t) y n(γ(t)), hacia el cual apunta γ′′(t) (véase
la figura 5.11).

Con esta notación, se puede ver que el teorema 5.28 es válido para
curvas orientadas contenidas en una superficie orientable, dadas como
la frontera de una región simplemente conexa.

Los resultados anteriores se refieren a la variación de los vectores
tangentes a una curva. Si quisiéramos analizar una situación similar
en el caso de una superficie, nuestro primer problema en este nuevo
contexto es que en cada punto de una superficie hay una infinidad de
vectores tangentes, por lo que no tiene sentido hablar de su variación
total.

Revisemos el caso de las curvas planas. Observemos que en este
caso es equivalente fijarse en la variación total de los vectores tan-
gentes y en la variación total de los vectores normales. En el caso de
las superficies, en vez de fijarnos en los vectores tangentes podremos
estudiar la variación de un vector normal a la superficie en un punto
dado. En otras palabras, habrá que estudiar la diferencial dnp de la
aplicación de Gauss n : S → S

2.
En este caso tenemos el siguiente resultado. Omitiremos su prueba,

pero el lector interesado puede consultarla en [8] (Teorema 26.2, pág.
192).

LEMA 5.29. Sean K la curvatura de S ⊂ R
3, dσ el elemento de área



Capítulo 5. El Teorema de Gauss-Bonnet 187

de S y Ω(θ, φ) = sen θ dθ dφ el elemento de área de S
2 en coordenadas

esféricas. Entonces

K(p) dσ = sen θ(n(p)) dθ(n(p)) dφ(n(p)),

donde (θ, φ) = n(p) son las coordenadas de la aplicación de Gauss en
S

2.

De lo anterior tenemos que la variación del vector normal n en una
vecindad de un punto p tiene que ver con la curvatura K de S en p,
pues mientras mayor curvatura se tenga, mayor será la variación del
vector normal.

Si queremos obtener una expresión para la variación total del
vector normal en una región R ⊂ S, podríamos considerar la integral

∫∫

R

K dσ

donde dσ es el elemento de área de S.
Podemos enunciar una primera generalización del teorema 5.24 al

caso de una superficie concreta (la esfera unitaria).
Diremos que un triángulo geodésico en la esfera unitaria S

2 es
una región acotada por tres círculos máximos.

TEOREMA 5.30. Sea R un triángulo geodésico en la esfera unitaria
S

2. Entonces la variación total del vector normal en R es igual al área
de R. En símbolos,

∫∫

R

K dσ = Área de R.

Ésta fue la versión del teorema principal de este capítulo demos-
trada por Gauss en 1825. En general, el Teorema de Gauss-Bonnet
relaciona la variación total del vector normal (es decir, la integral de
la curvatura gaussiana) en una región R de una superficie orientable
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S con la variación angular de los vectores tangentes a la frontera de
R.

En la sección 5.4 presentaremos una versión local de este resulta-
do (en un tipo particular de región, contenida en la imagen de una
parametrización) y en la sección 5.5 mostraremos una versión global,
relacionando la integral de la curvatura en S con la característica de
Euler-Poincaré.

Para concluir esta sección citaremos a Gottlieb (véase [11]), quien
afirma que existen algunos resultados de Descartes (publicados hasta
1860) y Dyck (1888) que extienden los teoremas de Gauss y Bonnet y
observan por vez primera la relación entre la integral de la curvatura
gaussiana y la característica de Euler-Poincaré.

En este sentido, Gottlieb sugiere que el conocido teorema de Gauss-
Bonnet debería ser llamado el Teorema de Descartes-Dyck. Éste es
un caso más en la historia donde se conjuga el esfuerzo de muchas
personas, aunque sólo una o dos de ellas se conviertan en parte integral
del nombre de un resultado.

5.4. Gauss-Bonnet I: La versión local

En esta sección daremos una demostración sencilla de un caso
particular de nuestro teorema, usando algunas restricciones que iremos
eliminando en refinamientos posteriores. Sea R una región contenida
en la imagen de una parametrización ϕ : Ω → S de una superficie
orientada S. Supondremos, sólo para facilitar nuestros cálculos, que ϕ
es ortogonal.

Diremos que R ⊂ S es simple si es homeomorfa a un disco en
R

2. Supongamos que R es simple y que la frontera de R se puede
describir mediante una geodésica γ : [a, b] → S, cerrada, regular por
partes, orientada positivamente, parametrizada por longitud de arco.
Más adelante eliminaremos la restricción de que γ sea una geodésica.

Sean γ(s0), . . . , γ(sk−1), γ(sk) = γ(s0) los vértices de γ y θ1, . . . , θk

los ángulos externos en los vértices de γ.
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TEOREMA 5.31 (Gauss-Bonnet, primera versión local). Con las
notaciones anteriores se cumple la igualdad

∫∫

R

K dσ +
k∑

i=1

θi = 2π. (5.1)

Demostración. Para cada i = 1, . . . , k, sea αi : [si−1, si] → R una
función diferenciable por partes tal que para cada s ∈ [a, b], αi(s)
mide el ángulo formado por γ′(s) con el vector ϕu. Por el Teorema
5.28, basta demostrar que

∫∫

R

K dσ =
k∑

i=1

(αi(si) − αi(si−1)).

Puesto que cada αi es diferenciable, podemos escribir lo anterior como

∫∫

R

K dσ =
k∑

i=1

∫ si

si−1

dαi

ds
ds.

Esta forma integral sugiere el uso de uno de los teoremas fundamen-
tales del cálculo. Recordemos la siguiente expresión para la curvatura
geodésica de una curva arbitraria, con respecto de una parametriza-
ción ortogonal, obtenida en la proposición 2.45,

kg(s) =
1

2
√
EG

(
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

)
+
dαi

ds
ds.

En nuestro caso, la curvatura geodésica se anula en todo punto
s ∈ [a, b]. Al integrar la expresión anterior en cada intervalo [si−1, si]
tenemos que

k∑

i=1

∫ si

si−1

dαi

ds
ds = −

k∑

i=1

∫ si

si−1

1

2
√
EG

(
Gu

dv

ds
− Ev

du

ds

)
ds.
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Usando el teorema de Green en la expresión del lado derecho, tenemos
que

k∑

i=1

∫ si

si−1

dαi

ds
ds =

∫∫

ϕ−1(R)

((
Ev

2
√
EG

)

v

+

(
Gu

2
√
EG

)

u

)
du dv.

Pero el integrando del lado derecho es precisamente la expresión para
la curvatura con respecto de una parametrización ortogonal (véase el
ejercicio 16 de este capítulo), lo que muestra la afirmación y concluye
la demostración del teorema.

OBSERVACIÓN 5.32. Para simplificar los cálculos en la demostra-
ción, supusimos que la parametrización ϕ era ortogonal. Sin embargo,
puede demostrarse que la expresión (5.1) es independiente de la para-
metrización.

Por otro lado, la demostración del teorema sugiere la siguiente ge-
neralización al caso en que γ no es una geodésica en una superficie
diferenciable orientable.

TEOREMA 5.33 (Gauss-Bonnet, segunda versión local). Sea R una
región simple contenida en la imagen de una parametrización ϕ : Ω →
S de una superficie diferenciable orientada S. Supongamos que la fron-
tera de R se puede describir por medio de una curva γ : [a, b] → S,
cerrada, regular por partes, orientada positivamente y parametrizada
por longitud de arco con curvatura geodésica kg(s). Si θ1, . . . , θk son
los ángulos externos de γ, entonces se cumple la igualdad

k∑

i=1

∫ si

si−1

kg(s) ds+

∫∫

R

K dσ +
k∑

i=1

θi = 2π.

Utilizaremos esta versión del teorema en la próxima sección.
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5.5. Gauss-Bonnet II: La versión global

Usaremos la segunda versión local del teorema de Gauss-Bonnet
para demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 5.34 (Gauss-Bonnet, versión global). Sea R una región
contenida en una superficie diferenciable orientada S. Supongamos
que la frontera de R está formada por un número finito de curvas
γj : [a, b] → S, j = 1, . . . , N , cerradas, regulares por partes, orientadas
positivamente, y parametrizadas por longitud de arco con curvatura
geodésica kg. Si θ1, . . . , θk son los ángulos externos de estas curvas,
entonces

N∑

j=1

∫

γj

kg(s) ds+

∫∫

R

K dσ +
k∑

i=1

θi = 2πχ(R).

Demostración. Sea T = {Ti} una triangulación de la región R con V
vértices, A aristas y C caras, de modo que cada triángulo esté con-
tenido en la imagen de una parametrización. Si aplicamos el teorema
5.33 a cada triángulo y sumamos los resultados, obtenemos

N∑

i=j

∫

γj

kg(s) ds+

∫∫

R

K dσ +
∑

θ̃l = 2πC,

donde
∑
θ̃l representa la suma de los ángulos externos de todos los

triángulos de T . Queremos mostrar que

∑
θ̃l = 2π(A− V ) +

k∑

i=1

θi.

Para esto, haremos uso de los ángulos internos βl = π − θ̃l de cada
triángulo para escribir

∑
θ̃l =

∑
(π − βl) = 3πC −

∑
βl.
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Podemos descomponer la expresión de la derecha, clasificando los vér-
tices de T en tres conjuntos, con V1, V2, V3 elementos en cada conjunto.
El primer conjunto está formado por los vértices de las curvas γj. El
segundo conjunto es el de los vértices distintos de los anteriores y que
se encuentran en la frontera de R. Finalmente, el tercer conjunto es el
de los vértices de T que están en el interior de R. Si βi es el ángulo
interno en cada uno de los vértices de las curvas γj, tenemos que

3πC −
∑

βl = 3πC −
(

k∑

i=1

βi + πV2 + 2πV3

)

= 3πC −
(

k∑

i=1

(π − θi) + πV2 + 2πV3

)

= 3πC − πV1 +
k∑

i=1

θi − πV2 − 2πV3.

Para simplificar lo anterior observamos que se cumple la fórmula 3C =
2Ai + Ae, donde Ae es el número de aristas de la triangulación que
forman parte de la frontera de R y Ai es el número de las aristas
restantes. Observemos además que Ae = V1 + V2, de modo que

3C = 2Ai + Ae = 2Ai + V1 + V2.

Tenemos entonces que

3πC − πV1 +
k∑

i=1

θi − πV2 − 2πV3 = 2πAi +
k∑

i=1

θi − 2πV3.

Sumamos y restamos Ae = V1 + V2 para obtener finalmente

∑
θ̃l = 2πAi + 2πAe − 2πV1 − 2πV2 +

k∑

i=1

θi − 2πV3

= 2π(A− V ) +
k∑

i=1

θi,
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5.6. Aplicaciones

El Teorema de Gauss-Bonnet 5.34 puede verse como un resulta-
do que relaciona la geometría de una superficie (representada en los
ángulos y las curvaturas) con su topología (representada por la carac-
terística de Euler). Como veremos, la existencia de esta relación es-
tablece fuertes restricciones sobre las superficies en ambas direcciones,
la geométrica y la topológica.

Veamos una primera aplicación del teorema.

PROPOSICIÓN 5.35. Sea R una región triangular en una superfi-
cie S acotada por las curvas γ1, γ2, γ3, con ángulos externos θ1, θ2, θ3.
Entonces

3∑

j=1

∫

γj

kg(s) ds+

∫∫

R

K dσ +
3∑

i=1

θi = 2π.

En particular, si las aristas del triángulo son geodésicas de S, se tiene

∫∫

R

K dσ +
3∑

i=1

θi = 2π.

Demostración. Observe que la característica de una región triangular
es igual a 1.

Si definimos los ángulos internos βi = π − θi, obtenemos

COROLARIO 5.36. La suma de los ángulos internos de un trián-
gulo geodésico en una superficie S con curvatura gaussiana K es

1. menor que π si K < 0.

2. igual a π si K ≡ 0.

3. mayor que π si K > 0.

Ahora veamos una aplicación del teorema al estudio de las áreas.



194 5.6. Aplicaciones

PROPOSICIÓN 5.37. Sea R un triángulo geodésico en la esfera
unitaria S

2, con ángulos internos θ1, θ2, θ3. Entonces

Área(R) +
3∑

i=1

θi = 2π.

Demostración. Basta observar que, como K ≡ 1,
∫∫

R

K dσ = Área(R).

Veamos ahora algunas consecuencias globales de nuestro teorema.

PROPOSICIÓN 5.38. Sea S una superficie compacta en R
3. En-

tonces ∫∫

S

K dσ = 2πχ(S). (5.2)

Demostración. Recordemos que S es necesariamente orientable. Po-
demos pensar a S como una región con frontera vacía, o bien descom-
poner a la superficie en una unión finita de regiones Ri tales que la
frontera de cada región sea una curva orientada positivamente. En este
caso, es fácil ver que los demás términos de la fórmula de Gauss-Bonnet
se anulan, de modo que obtenemos (5.2).

La expresión (5.2) es sin duda notable. Como sabemos, la curvatu-
ra es un concepto métrico, en cierta medida asociado a una cierta
“rigidez” de una superficie S. Sin embargo, la característica de Euler
es un concepto topológico. Podemos estirar, doblar o curvear a una
superficie y el valor χ(S) seguirá siendo el mismo. De esta manera,
en todas las superficies obtenidas de esta manera, la distribución de
los valores de la curvatura K(p) se equilibran para que su “suma” (es
decir, la integral) se mantenga constante. Veamos qué consecuencias
tiene la fórmula (5.2).
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COROLARIO 5.39. Sea S una superficie en R
3, homeomorfa a una

esfera. Entonces S tiene al menos un punto elíptico.

Demostración. Por la igualdad (5.2), tenemos que
∫∫

S

K dσ = 2πχ(S).

Como S es homeomorfa a una esfera, tenemos que

χ(S) = χ(S2) = 2.

Así, la integral
∫∫

S
K dσ es positiva. Si suponemos que S no tiene pun-

tos elípticos, entonces K ≤ 0 y tendríamos que la integral es negativa
o cero, lo cual es una contradicción.

En los ejercicios de esta sección se verán otros ejemplos de apli-
cación de este teorema.

Ejercicios

1. Calcule la característica de Euler de las siguientes superficies,
dando una triangulación específica.

a) El elipsoide.

b) El toro.

c) El doble toro.

2. Existe una operación de “pegado” en las superficies, que puede
describirse como sigue. Sean S1 y S2 dos superficies cualesquiera
y D1 y D2 discos abiertos en cada una de ellas. Sea h : ∂D1 →
∂D2 un homeomorfismo entre las fronteras de estos discos. La
suma conexa de S1 y S2, que se denota S1#S2, es la superficie
que se obtiene de la unión (S1 \ D1) ∪ (S2 \ D2) identificando
cada punto x ∈ ∂D1 con h(x) ∈ ∂D2 (véase la figura 5.12).
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Figura 5.12: Suma conexa de superficies.

a) Demuestre que para cualquier superficie S se cumple que
S#S

2 es homeomorfa a S; es decir, que S
2 sirve como neutro

para la suma conexa.

b) Demuestre que

χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2) − 2.

3. Calcule la característica de Euler-Poincaré de RP
2.

4. Calcule la característica de Euler-Poincaré de la botella de Klein
K

2.

5. Calcule el número de vueltas de cada una de las curvas en la
figura 5.13 en torno de los puntos señalados.

6. Calcule el número de vueltas de cada uno de los campos de la
figura 5.14 con respecto de las curvas indicadas.

7. Calcule el índice de cada uno de los campos de la figura 5.15 con
respecto de la singularidad indicada.

8. Demuestre el teorema 5.28 para una curva plana cerrada regular.

9. Sin utilizar el teorema de Gauss-Bonnet, demuestre directamente
el teorema 5.30.
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Figura 5.13: Curvas para el ejercicio 5.

Figura 5.14: Campos y curvas para el ejercicio 6.

10. Sea S una superficie en R
3 homeomorfa a un toro. Demuestre

que S debe tener puntos elípticos, hiperbólicos y planos.

11. Demuestre que no existen superficies compactas en R
3 con cur-

vatura gaussiana negativa.1

12. Sean γ1, γ2 dos geodésicas que parten de un punto p en una
superficie S con curvatura cero. Muestre que las geodésicas no
pueden volver a cortarse en un punto q de modo que formen la
frontera de una región simple. ¿Qué ocurre si S tiene curvatura
negativa? ¿Y si S tiene curvatura positiva?

1Este resultado es válido también para superficies completas no compactas.
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Figura 5.15: Campos y singularidades para el ejercicio 7.

13. Demuestre el teorema de Euler para poliedros (V −A+ C = 2)
aplicando el teorema de Gauss-Bonnet.

14. Es posible realizar dos cortes en un toro T
2 para obtener una

región simple (véase la figura 5.16). Demuestre, sin usar el teo-
rema de Gauss-Bonnet, que

∫∫

T2

K dσ = 0.

Figura 5.16: Dos cortes en un toro.

15. De manera análoga al ejercicio anterior, muestre que es posible
realizar 2p cortes a una superficie compacta de género p (una
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esfera con p asas) para obtener una región simple. Aplique el
teorema de Gauss-Bonnet a esta región para obtener

∫∫

T2

K dσ = 4π(1 − p).

16. Demuestre que en una parametrización ortogonal, la curvatura
gaussiana tiene la siguiente expresión:

K(u, v) = − 1

2
√
EG

((
Ev

2
√
EG

)

v

+

(
Gu

2
√
EG

)

u

)
.

17. Considere el plano de Lobachevsky L
2. ¿Cómo es, respecto a π,

la suma de los ángulos interiores de un triángulo geodésico en el
plano de Lobachevsky L

2?





Apéndice A

Funciones complejas analíticas

Consideremos el campo de los números complejos C provisto de un
sistema de coordenadas (z, z̄), identificado con el plano R

2 de coorde-
nadas x, y a través de las fórmulas

x =
1

2
(z + z̄) , y =

1

2i
(z − z̄) , (A.1)

siendo el número complejo z = x + iy y el número z̄ = x − iy su
conjugado.

Dada una función f : R
2 → R

2, ésta tiene una representación como
una función g : C → C, donde

f(x, y) = g(z, z̄).

La forma compleja de la diferencial de g = g(z, z̄) en el punto (z, z̄) es

dg =
∂g

∂z
dz +

∂g

∂z̄
dz̄.

DEFINICIÓN A.1. Una función g : C → C se llamará analítica
(en la coordenada z de C) si y sólo si g no depende de la variable
conjugada z̄, esto es, si

∂g

∂z̄
≡ 0.
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EJEMPLO A.2. Considérese f : R
2
(x,y) → R

2
(u,v) definida por

f(x, y) = (x2 + y2, −2xy) = (u, v).

Entonces f induce una función g : C → C dada por

w = u+ iv = (x2 + y2) + i(−2xy) = zz̄ +
1

2

(
z2 − z̄2

)
= g(z, z̄).

Claramente g no es analítica en virtud de que

∂g

∂z̄
= z − z̄ 6= 0.

�

EJEMPLO A.3. Sea f la función f(x, y) = (x2 − y2, 2xy) = (u, v),
la cual induce la función g : C → C dada por

w = u+ iv = (x2 − y2) + i(2xy) = z2 = g(z, z̄).

En este caso, g(z, z̄) = z2 es analítica, pues se cumple la igualdad

∂g

∂z̄
(z2) ≡ 0.

�

OBSERVACIÓN A.4. Las relaciones z = x + iy y z̄ = x − iy
implican las siguientes igualdades para la función g = g(z, z̄):

∂g

∂x
=

∂g

∂z

∂z

∂x
+
∂g

∂z̄

∂z̄

∂x
=
∂g

∂z
(1) +

∂g

∂z
(1)

=
∂g

∂z
+
∂g

∂z
=

(
∂

∂z
+

∂

∂z̄

)
(g)

y

∂g

∂y
=

∂g

∂z

∂z

∂y
+
∂g

∂z

∂z̄

∂y
=
∂g

∂z
(i) +

∂g

∂z̄
(−i)

= i

(
∂g

∂z
− ∂g

∂z̄

)
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
(g)
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Por lo tanto, se obtienen las igualdades operacionales

∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
∂

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)

Por otro lado, considerando f(x, y) como una función compleja
analítica g(z, z̄), y tomando en cuenta las ecuaciones (A.1), se tiene
que

∂g

∂z
=

∂f

∂x

∂x

∂z
+
∂f

∂y

∂y

∂z

=
∂f

∂x

(
1

2

)
+
∂f

∂y

(
1

2i

)

=
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(f)

y también

∂g

∂z̄
=

∂f

∂x

∂x

∂z̄
+
∂f

∂y

∂y

∂z̄

=
∂f

∂x

(
1

2

)
+
∂f

∂y

(−1

2i

)
=

1

2

∂f

∂x
− 1

2i

∂f

∂y

=
1

2

(
∂

∂x
− 1

i

∂

∂y

)
(f) =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(f)

de las cuales se obtienen las igualdades operacionales

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
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Por esto, la función g(z, z̄) es analítica si y sólo si

0 =
∂g

∂z̄
=

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u+ iv)

lo que equivale a
(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+ i

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
= 0

Al igualar a cero las partes real e imaginaria en la última ecuación,
se tiene que g es una función analítica si y solamente si se cumplen las
ecuaciones

∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0,

∂v

∂x
+
∂u

∂y
= 0,

llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

EJEMPLO A.5. Para la función f(x, y) = (x2 + y2, −2xy) = (u, v)
del ejemplo A.2 se tiene que

∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 2x− (−2x) = 4x 6= 0,

de modo que g no cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo que
implica la no analiticidad de la función inducida g = g(z, z̄). �

EJEMPLO A.6. Para la función f(x, y) = (x2 − y2, 2xy) = (u, v)
del ejemplo A.3 se tienen las igualdades

∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 2x− 2x ≡ 0

∂v

∂x
+
∂u

∂y
= 2y + (−2y) ≡ 0
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lo que implica que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y
de allí la analiticidad de la función inducida

g = g(z, z̄) = z2.

�

DEFINICIÓN A.7. Un biholomorfismo de una región Ω del plano
complejo C con coordenadas z, z̄ es una función f : Ω → Ω invertible,
analítica y con inversa f−1 : Ω → Ω analítica.

EJEMPLO A.8. Consideremos una transformación lineal Lλ : C →
C, definida por

Lλ(z) = λz

donde λ ∈ C \ {0}.
Ya que ∂Lλ

∂z̄
= 0, entonces Lλ es analítica. Por otro lado, dado

λ = a+ib ∈ C se tiene que en coordenadas z = x+iy la transformación
Lλ se escribe como

Lλ(z) = λz = (a+ ib)(x+ iy) = (ax− by) + i(bx+ ay)

Esta función Lλ induce en R
2 la transformación lineal

LA(x, y) = (ax− by, bx+ ay)

que matricialmente y en la base canónica se escribe
(
a −b
b a

)(
x
y

)
=

(
ax− by
bx+ ay

)

donde

A =

(
a −b
b a

)

es la matriz de la transformación lineal inducida por g(z). Entonces,

detA =

∣∣∣∣
a −b
b a

∣∣∣∣ = a2 + b2 = |λ|2
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el cual es diferente de cero (pues λ 6= 0), de modo que A es invertible.
Escribiendo a+bi = λ = |λ|(cosϕ, senϕ) se tiene una identificación

(
a −b
b a

)
7→ |λ|

(
cosϕ − senϕ
senϕ cosϕ

)

donde el segundo elemento es el producto de |λ| con un elemento del
grupo SO(2). �



Apéndice B

Topología y espacios métricos

En este apéndice incluimos los resultados básicos de la Topología
y de la teoría de los espacios métricos. Dos referencias clásicas que
sugerimos al lector son [4] y [18].

DEFINICIÓN B.1. Sea X un conjunto. Una topología en X es
una colección U de subconjuntos de X, con las siguientes propiedades:

1. ∅, X ∈ U ;

2. Para cualquier familia finita {Ui}n
i=1 ⊂ U , se cumple que

n⋂

i=1

Ui ∈ U ;

3. Para una familia arbitraria {Uα}α∈A ⊂ U , se cumple que
⋃

α∈A

Uα ∈ U .

Si una colección U satisface las propiedades anteriores, se llama a
los elementos de U los abiertos de dicha topología.

Un espacio topológico es una pareja (X,U), donde X es un
conjunto y U es una topología en X.

207
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EJEMPLO B.2. Las colecciones U1 = {X,∅} y U2 = P(X), donde
P(X) denota el conjunto potencia de X, son topologías en cualquier
conjunto X, como el lector podrá verificar fácilmente.

DEFINICIÓN B.3. Sean (X,U) y (Y,V) espacios topológicos y ϕ :
X → Y una aplicación entre ellos.

1. ϕ es continua si y sólo si para cada abierto V ∈ V se cumple
que su imagen inversa f−1(V ) es un abierto en X; es decir, si
f−1(V ) ∈ U .

2. ϕ es un homeomorfismo si y sólo si ϕ es biyectiva, continua y
su inversa ϕ−1 : Y → X también es continua.

En nuestro caso, los ejemplos más relevantes de espacios topológi-
cos serán aquellos cuya topología surja de una función distancia.

DEFINICIÓN B.4. Sea X un conjunto arbitrario. Una distancia
en X es una función d : X × X → R que satisface las siguientes
condiciones:

1. d(x, y) ≥ 0 para cualesquiera x, y ∈ X, y d(x, y) = 0 si y sólo si
x = y.

2. d(x, y) = d(y, x) para cualesquiera x, y ∈ X.

3. Para cualesquiera x, y, z ∈ X se cumple la desigualdad del
triángulo

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
dotado de una distancia d.

EJEMPLO B.5. La función de : R
3 × R

3 → R dada por

de(x, y) = ‖x− y‖
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define una distancia en R
3, que llamaremos distancia euclidiana.

Dado un conjunto arbitrario X ⊂ R
3, podemos dotarlo de una distan-

cia, restringiendo de a los elementos de X. Así, cualquier subconjunto
de R

3 es un espacio métrico. Éste es un ejemplo de una distancia ex-
trínseca, en el sentido de que está definida en términos del ambiente
donde vive X. �

DEFINICIÓN B.6. Sean (X, d) un espacio métrico. Entonces

1. Si p ∈ X y δ es un número real positivo, la bola con centro
en p y radio δ, denotada B(p, δ), es el conjunto

B(p, δ) = { q ∈ X | d(p, q) < δ }.

2. Un conjunto A ⊂ X está acotado si y sólo si existe un punto
p ∈ X y un número δ > 0 tal que A ⊂ B(p, δ).

3. Un conjunto Ω ⊂ X es abierto si y sólo si para cada p ∈ Ω
existe δ > 0 tal que B(p, δ) ⊂ Ω.

4. Un conjunto Λ ⊂ X es cerrado si y sólo si su complemento
X \ Λ es abierto.

El lector debe notar que en el inciso (3) de la definición anterior
estamos determinando cuáles deben ser los conjuntos abiertos en un
espacio métrico. Es decir, si definimos U como la colección de sub-
conjuntos de X abiertos de acuerdo con (3), entonces el lector podrá
convencerse que U es una topología en X, llamada la topología in-
ducida por la métrica de X.

EJEMPLO B.7. En el ejemplo 1.4 definimos una distancia en el
plano proyectivo real. En dicho ejemplo utilizamos la topología de
RP

2 inducida por dicha distancia.

DEFINICIÓN B.8. Sea {xn} una sucesión en un espacio métrico
(X, d). Entonces
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1. {xn} es convergente en X si y sólo si existe x ∈ X tal que para
todo ǫ > 0 existe un número real N tal que si n > N entonces

d(xn, x) < ǫ.

En este caso, decimos que x es el límite de {xn} y escribimos

x = ĺım
n→∞

xn.

2. {xn} es una sucesión de Cauchy en X si y sólo si para cada
ǫ > 0 existe N tal que si n,m > N , entonces

d(xn, xm) < ǫ.

PROPOSICIÓN B.9. Toda sucesión convergente en X es una su-
cesión de Cauchy en X.

DEFINICIÓN B.10. Un espacio métrico (X, d) es completo si y
sólo si toda sucesión de Cauchy en X es convergente en X.

EJEMPLO B.11. (R3, de) es un espacio métrico completo. Por otro
lado, el espacio X = R

3 \ {0} con la distancia dada por la restricción
de de no es completo, pues la sucesión {(1/n, 0, 0)} es de Cauchy en
X y no es convergente. �
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