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Esta es la continuacién de la Obra Curso de geo-
metria diferencial. Parte 1. Curvas y superficies.
En esta parte se estudian conceptos como: super_
ficie abstracta diferenciable, espacio tangente, mé-
tricas riemannianas y modelos de superficies con
curvatura constante, entre muchos otros.
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Prefacio

Este libro es la continuacion de la obra [16], y como aquella, es
resultado de cursos impartidos a lo largo de varios anos, a estudiantes
de las licenciaturas de Matematicas y Fisica, tanto en la Facultad de
Ciencias de la UNAM, como en la Universidad Autéonoma Metropo-
litana Iztapalapa. Esta parte puede emplearse para un segundo curso
de Geometria Diferencial impartido a lo largo de un periodo semestral
o bien de uno trimestral.

En el capitulo 1 se introduce el concepto de superficie abstracta
diferenciable, su parametrizacion y los objetos geométricos asociados
a ésta al proveerla de una métrica. Se introduce el concepto de espacio
tangente a una superficie diferenciable y el concepto de orientacion.
Ademas, se definen los conceptos de métricas riemannianas y semi-
riemannianas (de Minkowski) y en particular se estudian los modelos
de superficies con curvatura constante, que son los modelos bésicos de
las geometrias euclidiana, esférica e hiperbolica.

En el capitulo 2 se estudia la geometria intrinseca de una super-
ficie diferenciable, desarrollando para ello los conceptos de derivada
covariante de un campo vectorial, la curvatura geodésica y el trans-
porte paralelo de un campo vectorial. Se estudian ademas las curvas
geodésicas en una superficie como la generalizacion de las rectas en el
plano. Se obtienen resultados geométricos como el Lema de Liouville
y el Teorema de Clairaut.

En el capitulo 3 se estudian las propiedades locales y globales de
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una superficie, utilizando los conceptos de aplicaciéon exponencial, las
coordenadas normales y polares, asi como los circulos y rayos geodési-
cos. Ademés se demuestra el teorema de completez de Hopf-Rinow
como un primer resultado global en una superficie completa.

En el capitulo 4 se estudian los grupos de isometrias de las super-
ficies con curvatura constante.

Finalmente, en el capitulo 5 se demuestra el Teorema de Gauss-
Bonnet, estudiando para ello las propiedades topolégicas de una super-
ficie, su triangulacion y su caracteristica de Euler-Poincaré, asi como
la clasificacion de superficies cerradas y el indice de un campo vecto-
rial. Este teorema muestra la relacion que hay entre las propiedades
dindmicas (geodésicas) y geométricas (curvatura) de una superficie con
sus propiedades topologicas (caracteristica de Euler) y es, sin duda,
uno de los resultados principales de la Geometria Diferencial.

Al final de la obra se incluyen dos apéndices con algunos elementos
de la teoria de funciones analiticas, la topologia y la teoria de espacios
métricos necesarios para la lectura de este libro.

La notacion utilizada en esta obra es la misma que se utilizo en
la primera parte. Nuevamente, al discutir algiin ejemplo, el proceso se
concluye con el simbolo >, mientras que cada demostraciéon termina
con [1.

La primera versiéon de esta obra fue realizada mientras el primer
autor disfruté de una estancia sabatica en la Universidad Auténo-
ma Metropolitana, Unidad Iztapalapa. Agradecemos el apoyo del Dr.
Carlos Signoret, jefe del Departamento de Matematicas, para la reali-
zacion de este proyecto. Igualmente, agradecemos al Comité Editorial
y la Coordinacion de Servicios Editoriales de la Facultad de Ciencias
de la UNAM, por el apoyo brindado para la publicaciéon de la obra.
Por dltimo, agradecemos también a Daniel Espinosa, Guillermo Ruiz
y Victor Cruz Barriguete su apoyo técnico.

LLOS AUTORES
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CAPITULO 1

Superficies abstractas

En este capitulo estudiamos el objeto conocido como superficie
diferenciable abstracta!, generalizando el concepto de superficie dife-
renciable en R3.

1.1. Superficies diferenciables abstractas

Iniciamos definiendo el concepto de superficie topologica, con base
en el de espacio topologico, que puede consultarse en el apéndice B al
final de este trabajo.

DEFINICION 1.1. Un espacio topologico S es una superficie to-
pologica si y solo si para cualquier punto p € S existe una pareja
(U,¢), donde U es una vecindad de pen Sy ¢ : Q@ — U es un
homeomorfismo de una regiéon @ C R? en U.

Asociando coordenadas (u, v) en €2, las funciones ¢ y ¢! se pueden
escribir como

o(u,v) =q ¢ (q) = (u(g),v(q), qeU.

Decimos también que ¢ provee a la superficie topologica S de un
sistema de coordenadas (u,v) alrededor del punto p.

ITambién llamada variedad bidimensional o 2-variedad en la literatura clasica.
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En otras palabras y de igual manera que para las superficies en R3,
se dice que una superficie topologica es localmente homeomorfa al
plano. La figura 1.1 ilustra la definiciéon de superficie topologica.

v

Figura 1.1: Superficie topologica.

Consecuentemente, para demostrar que un espacio topologico es
una superficie topologica, es suficiente con definir en una vecindad de
cada punto una transformacion ¢ como en la definicién, o su transfor-
macion inversa 1.

DEFINICION 1.2. Con la notacién de la definiciéon 1.1, decimos
que

1. La pareja (U, ) es una parametrizacion de S alrededor de p.
2. La pareja (U, ¢~!) es una carta de S alrededor de p.

3. Una familia de parametrizaciones U = {(U;, ¢;)}ier €s una es-
tructura topologica para S si S = J, U..

4. Un conjunto de cartas A = {(U;, p; ') }icr es un atlas para S si

En este texto estableceremos la mayoria de los conceptos, ejemplos
y resultados en términos de parametrizaciones, aunque el lector podra
facilmente realizar la interpretacion correspondiente a través de cartas.
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EJEMPLO 1.3. Es facil ver que todas las superficies diferenciables
en R? obtenidas en [16] son superficies topoldgicas. >

EJEMPLO 1.4 (Plano proyectivo real de dimension dos). Definimos
el plano proyectivo, denotado por RP?, como el conjunto de rectas
que pasan por el origen en R3. Es decir, cada una de estas rectas es un
punto en RP?. Si se define la distancia entre dos puntos de RP? como el
menor angulo positivo entre las rectas correspondientes, entonces este
conjunto, con esta distancia, resulta ser un espacio métrico. Damos a
RP? la topologia definida mediante esta métrica.

Existe otra manera de definir el espacio proyectivo: Decimos que
una pareja de puntos p y ¢ en R? estan relacionados si y solo si estan
sobre una misma recta que pasa por el origen; es decir, si y s6lo si existe
un escalar A # 0 tal que p = Ag. RP? también se suele definir como
un conjunto de clases de equivalencia R3/ ~ bajo la relaciéon anterior.
No es dificil comprobar que las topologias de espacio métrico y de
espacio cociente dadas a RP? coinciden. Aclaramos esta afirmacion a
continuacion.

Sea II : R?® — RP? la aplicaciéon que a cada punto p € R?\ {0}
le asocia su clase de equivalencia [p] € RP?. Afirmamos que II es una
funcién continua.

De la propiedad de la imagen inversa de los conjuntos abiertos bajo
aplicaciones continuas, sera suficiente con demostrar que la imagen
inversa bajo II™! de una bola en RP? es un abierto en R*\ {0}.

Sean [p] € RP? e >0y

B([p]) = {lg] € RP* | d([p], [q]) < e}

la bola de radio € con centro en [p]. Entonces IT"!(B.([p])) es un cono
abierto en R3\ {0} cuya generatriz es la recta {tp |t # 0} con dngulo
€ en el vértice, como se muestra en la figura 1.2. Esto demuestra la
afirmacion y consecuentemente II es continua.

Por otro lado, del hecho TI(IT™'(B.([p]))) = Bc([p]) vy de la con-

tinuidad de IT se sigue que un conjunto U C RP? es abierto si y solo



4 1.1. SUPERFICIES DIFERENCIABLES ABSTRACTAS

RIP?

Figura 1.2: Continuidad de la proyeccion I1.

si II7Y(U) € R3\ {0} es abierto. Esto dice que la topologia de RIP?
con la distancia dada es precisamente la topologia de espacio cociente
(véase [4]).

Afirmamos que RP? tiene una estructura de superficie topologica.
Para demostrar esto, utilizaremos el sistema de coordenadas euclidia-
nas «,y, z en R? para dotar a RP? de coordenadas.

Observemos que

1. Si z # 0 entonces

y Z>
=z (1.2 2
(z,y, 2) -’B( i

es decir, los puntos (x,y, 2) y (1,y/x, z/x) estan sobre una misma
recta que pasa por el origen.

2. Siy # 0, entonces los puntos (z,y, z) y (z/y, 1, z/y) estan sobre
una misma recta que pasa por el origen.

3. De manera analoga, si z # 0, entonces los puntos (z,y,z) y
(x/z,y/z,1) estan sobre una misma recta que pasa por el origen.

La anterior discusion nos dice que podemos representar a los puntos
de RP? usando coordenadas homogéneas (x : y : z), donde x,y, z € R
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(z,9,2) /(.1’% z>

| r=1 g

Figura 1.3: Abierto U; para el espacio proyectivo RP?.

y los elementos (z : y : z) y (Ax : Ay : Az) representan el mismo punto
cuando A # 0.
De esta forma, podemos definir los conjuntos
U = {(z:y:2) €RP* |2 #0}
Uy = {(z:y:2)eRP?|y#0}
Us = {(z:y:2)€RP*| 2#£0}

¥y ya que

() R*\ {plano (y, z)}

I4U,) = R*\ {plano (x,z)}

I (Us) = R\ {plano (z,y)}
entonces tales subconjuntos de RP? resultan ser abiertos. Por ejemplo,
U, es el conjunto de rectas que forman un angulo positivo con el plano
yz (véase la figura 1.3).

Construimos ademas las aplicaciones ¢; : €; = R? — U; mediante
las reglas de correspondencia

o1(up,v1) = (1:ug:wv),
QOQ(UQ,’UQ) = (Ug -1 U2>,

p3(us, v3) (us : v3 : 1).
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y las inclusiones J; : ; — R3 mediante las reglas

Ji(ur,v1) = (1, u,v1),

Jo(ug,v2) = (ua,1,v2),

J3(us,v3) = (us,vs3,1).
Entonces para cada ¢ = 1,2, 3 se tiene Il o J; = ¢;, lo que demuestra
que cada ; es una funciéon continua.

Las inversas v; : U; — R? de estas parametrizaciones vienen dadas
por

(ur,v1) = ¢1($3yiz):(g»§>,

(ug,v2) = p(x:y:2)= (% y) ,
(us,vs) = Wlaiyiz)= (. 9).

Si se definen en los abiertos respectivos de R? las aplicaciones continuas
P, : TI7Y(U;) — R? mediante

o - (22
o — (5
Py(x,y,z) = (—

entonces P; = 1); o II. De esta forma, al tomar un conjunto abierto

Q C €, se tiene que P, 1(9) es abierto, pues P, () = I~ (; 1(Q))

es abierto si y solo si 1, '(£2) es abierto. Esto prueba la continuidad
de las inversas ;.

Se tiene entonces que {(U;, i)} es una estructura topologica (o
bien que {(U;, ¥;)} es un atlas) para RP?, lo que le hace una superficie
topologica llamada el plano proyectivo real de dimension dos. >
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Figura 1.4: Representante de una funciéon f: S — R™.

En la definicién de superficie topoldgica hemos establecido que
cada punto en ella debe contar con una vecindad homeomorfa a un
abierto de R2, pero ahora distinguiremos aquellas superficies cuyas
cartas y sus inversas sean diferenciables.

Después de parametrizar una porciéon de una superficie S, podemos
estudiar cualquier objeto definido en tal porciéon; por ejemplo, una
aplicacion f : S — R"™. Sean p un punto arbitrario de S'y (U, ¢) una
parametrizacion alrededor de p, con ¢ : Q C R? — U con coordenadas
(u,v). Sea (ug,vy) € 2 de modo que p(ug,vg) = p. Podemos definir
una funcion A : 2 — R”™ de tal forma que

h(uvv> = (f © @)(Uﬂ U) = f(Q);

con ¢ = p(u,v) € U. Decimos que h(u, v) representa localmente a f(q)
en las coordenadas (u,v), como se muestra en la figura 1.4.

Con esta notacion, diremos que la funciéon f es diferenciable en
el punto p € S si h = f o ¢ es diferenciable? en el punto (ug, vp).

2En esta obra usamos la palabra diferenciable como sinénimo de C*°.
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Puesto que esta definicion estd dada en términos de una parame-
trizacion, debemos mostrar que tal definicién es correcta, en el sentido

de que no depende de la parametrizacion elegida. Si (U, @) es otra pa-
rametrizacion alrededor de p, de modo que f tenga una representacion

Wi, 0) = fo@(u,b),
en términos del cambio de coordenadas, tenemos

h=fop=fo(popop=(fop)o(pog)=ho(p " 0p).

Por lo tanto, para que la funcién representante h en las coordenadas
(@,v) sea diferenciable es suficiente que la composicion ¢! o ¢ sea
diferenciable. Analogamente, se tiene

h=ho (3 ' oyp),

de modo que si h y ! o ¢ son diferenciables, entonces h también lo
es.

A las funciones de cambio de coordenadas

e log:p (UNU)— o (UNTD)

y

F o (UNU) = ¢ (UND)
se les llama funciones de transicion entre las coordenadas (u,v) y
las coordenadas (u,?) (véase la figura 1.5).

Esta discusion muestra la necesidad de la diferenciabilidad de los
cambios de coordenadas para definir la diferenciabilidad de una fun-
cion, por medio de la propiedad correspondiente de una funciéon re-
presentante. Las propiedades del cambio de coordenadas hacen que la
diferenciabilidad no dependa del representante de la funciéon, lo cual
nos lleva a definir una estructura diferenciable en S.

DEFINICION 1.5. Sea S una superficie topologica con la estructura
U = {(Ui, vi) }icr- Entonces
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Figura 1.5: Funciones de transicion en una superficie.

1. Dos parametrizaciones (U, p) y (U, @) en U son compatibles si
y solo si cada vez que U N U # @ se tiene que las funciones de
transicion o' o @ y o' o ¢ son diferenciables.

2. U es una estructura diferenciable para S si y sélo si cua-
lesquiera dos parametrizaciones de U son compatibles.

3. S es una superficie diferenciable (abstracta) si y solo si S
admite una estructura diferenciable.

El lector puede traducir la anterior definicion al lenguaje de las
cartas; en particular, un atlas diferenciable es un atlas cuyas cartas
son compatibles entre si.

También existe el concepto de C"-compatibilidad, donde se exige
que las funciones de transicion sean de clase C” (r € NU{0}). Dejamos
al lector los detalles de esta definicion.
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EJEMPLO 1.6. No es dificil comprobar que cualquier superficie di-
ferenciable S C R? (véase, por ejemplo, [16]) es una superficie diferen-
ciable en el contexto de la definicion 1.5. >

Por cuestiones técnicas, a veces conviene suponer que la estruc-
tura diferenciable contiene a la mayor cantidad de parametrizaciones
posibles (por ejemplo, todas las restricciones de una parametrizacion
dada). Formalizamos esta idea como sigue.

DEFINICION 1.7. Sea S una superficie diferenciable con I como
estructura diferenciable. Decimos que U es maximal si y solo si toda
parametrizacién compatible con las parametrizaciones en U pertenece

ald.
PROPOSICION 1.8. Toda estructura diferenciable estd contenida

en una estructura diferenciable maximal.

Demostracion. Sea U una estructura diferenciable para Sy definamos
U como el conjunto de parametrizaciones compatibles con todas las
parametrizaciones de U. Es facil ver que todos los elementos de U son
compatibles entre si y que U es un atlas maximal (véase el ejercicio 1
de este capitulo). O

Damos otros ejemplos de superficies diferenciables.

EJEMPLO 1.9. Consideremos a la superficie S = R? provista del
atlas .

A={(R*y), R* )}
donde (u,v) = (u,v) y ¢(@t,) = (@1, 9*). Entonces las funciones de
transicion tienen reglas de correspondencia

(fL, 2~}) = sz o ¢_1(u7 U) = (uv 1}3)7 (u’ U) =1o Qz_l(ﬁ, 6) = (ay 61/3)

Esto nos dice que con este atlas la superficie topolégica S = R?
no es diferenciable (ni siquiera de clase C'), pues la segunda funcion
coordenada v = /3 no es diferenciable en 0; asi, no se cumple la
definicién 1.5. D>
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En el ejemplo 1.9 observamos que las cartas dadas corresponden
a estructuras diferenciables diferentes las cuales tienen también dife-
rentes clases de diferenciabilidad.

En realidad, calcular el nimero de estructuras diferenciables dife-
rentes (no compatibles entre si) que puede tener una superficie abs-
tracta es un problema muy complicado y abierto hasta la fecha. Por
ejemplo, para el caso de una esfera de dimension 7, Milnor demostré
que existen 28 estructuras diferenciables distintas entre si; véase [15].
La demostracion de esta afirmacion sale del alcance de este trabajo. En
lugar de eso, continuamos dando ejemplos de superficies diferenciables.

EJEMPLO 1.10. Consideremos el plano proyectivo RP? del ejemplo
1.4 con las parametrizaciones (U;, ¢;) alli obtenidas. Para demostrar
que RP? es una superficie diferenciable es necesario comprobar que
todas las composiciones goj’l o ; estan definidas en abiertos del plano
R? y que son diferenciables.

Veamos primero qué ocurre con ;' o @y. Observe que para poder
evaluar esta expresion, ¢o(ug,vs) debe estar en Uy, por lo que dicha
composicion esta definida en

{ (u2>v2) | U2 7é 0 }7

que es un conjunto abierto en R2. La regla de correspondencia es

_ _ 1 (%)
p1! 0 @a(ug,v2) = 7 (ug 1 12 wy) = <—, —) )
U2 U2
que es diferenciable. Las otras composiciones se analizan de mane-
ra anéaloga. Esto hace del plano proyectivo real RP? una superficie
diferenciable.

Esta superficie se puede visualizar en R? de la siguiente manera:
Cada punto de RP? interseca dos veces a una esfera S? en los puntos
antipodas p y —p. Dicho de otra forma, al realizar el espacio proyectivo
RP?, tales puntos se identifican (pegan) en el punto mencionado (véase
la figura 1.6 a).
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a. b.

Figura 1.6: RP? obtenido: a. de una esfera S* b. de un disco D?.

Asi, al identificar los puntos del hemisferio norte (z > 0) con sus
antipodas del hemisferio sur (z < 0), se obtiene una semiesfera cuya
frontera es el ecuador (z = 0). Topolégicamente, esta semiesfera es un
disco cerrado D? con su frontera, de modo que RP? se obtiene también
de identificar los puntos antipodas de la frontera de un disco cerrado
(véase la figura 1.6 b).

Claramente, al realizar las identificaciones antipodas de la frontera
de D? en R3, la superficie obtenida tendra autointersecciones.

No obstante, RP? se puede realizar en R? con una forma llamada
“gorro cruzado”. Primeramente observamos que un disco D? con su
frontera es topologicamente equivalente a un cuadrado y que RP? se
obtiene al identificar los lados de un cuadrado como se ilustra en la
figura 1.7. Tal identificacién es la misma que la que se efectia en
la frontera del disco como se ilustra en la misma figura. Los puntos
obtenidos A y B son puntos singulares y la evolucién de las curvas
obtenidas por las intersecciones con planos horizontales se muestra en
la misma figura.

Discutiremos mas adelante el problema de “meter” una superficie
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general en R™ (n > 3) sin autointersecciones.

Aunque ya hemos dado la discusién sobre el concepto de diferen-
ciabilidad de una aplicacion definida en una superficie, enunciaremos
formalmente este concepto para una facil referencia.

DEFINICION 1.11. Sea S una superficie diferenciable con estruc-
tura diferenciable /. Una funcién f : S — R" es diferenciable en el
punto p € S siy sélo si existe una parametrizacion (U, ¢) € U alrede-
dor de p tal que la funcion representante h = f o ¢ es diferenciable en
el punto (ug,v9) = ¢ '(p). Se dice que la funcién f es diferenciable
en S silo es en cada punto p € S.

El ejemplo a continuacion es una generalizacion del ejemplo 2.25
de la primera parte de esta obra [16].

EJEMPLO 1.12. Sean S una superficie diferenciable y (U, ') una
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carta alrededor de un punto p € S. Entonces o1 : U — Q es diferen-
ciable en p, en el sentido de la definicién 1.11. >

Consideremos una funcién diferenciable f : S — R", n > 1, un
punto p € S y una parametrizacion (U, p) alrededor de p tal que

p = ¢(uo, vo).
Si h = f oy es la funciéon representante de f en Q = ¢~ 1(U),
se define el rango de f en p como el rango de la matriz Jacobiana

(Oh/0x) en (ug, vy), es decir, como el rango de la funcion representante
h en el punto (ug,vg); esto es,

Oh!
rango(f), = rango ( - ) L= ol

donde h = (h',h?,---  h") en las coordenadas u = z', v = 22

Observamos que rango(f), no depende de la parametrizacion ele-
gida, pues si (U, ¢) es otra parametrizacion alrededor de py h = fop
es la funcion representante de f, al realizar el cambio de coordenadas

se tiene
h=ho(p™ o9
lo que implica que

rango Rz, 5,) = rangoh o (oo @) (ii0,50) = TANZ0 Ay vp)

debido a que ¢! o ¢ tiene rango maximo por ser un difeomorfismo.

1.2. El espacio tangente a una superficie

En esta seccion definimos el espacio tangente a una superficie di-
ferenciable abstracta. Primeramente definimos lo que es una curva
diferenciable en una superficie diferenciable abstracta utilizando lo es-
tablecido en la seccién anterior.
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—€ 6 € \/’
Figura 1.8: Curva diferenciable en una superficie.

DEFINICION 1.13. Una curva diferenciable en una superficie S
es una aplicacion v: J — S continua, J = (—¢,¢€), de tal forma que
para todo t € J existe una parametrizacion (U, ¢) de S alrededor de
~(t) € S de modo que la composicion g oy: J — ¢(U) es una curva
diferenciable en el plano (véase la figura 1.8).

Como en la seccion anterior, no es dificil ver que esta definicién no
depende de la parametrizacion escogida.

Para una superficie S en R*, se define el espacio tangente 7,5
a S en p como el conjunto de vectores tangentes a todas las curvas
diferenciables que pasan por p. Sin embargo, esta propiedad no puede
traducirse directamente a las superficies abstractas. Para este caso,
seguiremos un camino indirecto: Como cada curva en S que pasa por
p puede verse como la imagen de una curva en 2 C R? bajo una
parametrizacion, podemos decir que dos curvas en S tienen el mismo
vector tangente si y solo si las curvas correspondientes en R? tienen el
mismo vector tangente. A continuacion formalizamos esta idea.

DEFINICION 1.14. Sean 7,7, : (—¢,¢) — S dos curvas diferencia-
bles en una superficie S de tal forma que 7, (0) = 12(0) = p. Se dice que
Y1 ¥ Y2 son tangentes en p si y so6lo si para alguna parametrizacion
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(U, ¢) de una vecindad de p se tiene que

(e om)'(0) = (7" 072)'(0).

Es facil ver que esta definiciéon no depende de la parametrizacion.
Con base en esto, establecemos una relaciéon ~ entre dos curvas. Di-
remos que 7y; ~ Yo si y s6lo si 71 y 72 son tangentes en p. Es facil ver
que ~ es una relacion de equivalencia.

DEFINICION 1.15. Dada una curva diferenciable v : (—¢,¢) — S
tal que v(0) = p, la clase de equivalencia de v bajo la relacién ~ arriba
definida se llama el vector tangente a v en p y se denota 7/(0). El
espacio tangente a S en p, denotado 7,5, es el conjunto de vectores
tangentes a todas las curvas 7y : (—¢,€) — S tales que v(0) = p.

Como en [16], usaremos letras griegas £, 7, ( para denotar vectores
tangentes.

Una caracteristica fundamental del espacio tangente 7S a una su-
perficie en R? es su estructura de espacio vectorial. Es posible dotar
de dicha estructura al espacio tangente arriba definido, aunque de una
manera tediosa. En vez de esto, veremos de otra forma a los vectores
tangentes, que nos sera de mayor utilidad. Primero definiremos el con-
cepto de derivada direccional.

DEFINICION 1.16. Sean S una superficie diferenciable, p un punto
en Sy ¢ € T,S un vector tangente asociado a una curvay : (—e, €) — S
tal que v(0) = p; es decir, £ = 7(0). Sea f : S — R una funciéon
diferenciable en p. La derivada direccional de f en la direccion de
€ en p, denotada £(f),, se define mediante la igualdad

§(f)p = (f0)(0).

Geométricamente, esta derivada direccional se obtiene aplicando f
a los puntos y(t) de la curva v y derivando la expresion resultante. El
siguiente resultado nos dice que £(f), no depende de la curva en la
correspondiente clase de equivalencia.
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PROPOSICION 1.17. Sean f : S — R una funcion diferenciable y
V1,72 (—€,€) — S dos curvas diferenciables en una superficie S tales

que 71(0) = 72(0) = p y 71(0) = 15(0) = &. Entonces
(fom)'(0) = (f 072)'(0).

Demostracion. Puesto que sélo interesa el comportamiento cerca de
p, podemos considerar una parametrizacion (U, ¢) de una vecindad de
este punto. Entonces

(fom)(0)=(fopopomn)(0).

Aplicando la regla de la cadena usual a las funciones fop: Q2 - Ry
@ Lo 1 (=€ €) — Q (definidas en abiertos adecuados), se tiene

(fowow ™ om)(0)=d(fop),1m(e " om)(0).
Pero como v, y 72 son equivalentes,
d(f o @)1 (@ 0m) (0) = d(fo@)e-10m)(¢ " 072)'(0)

= (fopoyp o) (0)
= (fom)(0),

lo que concluye la demostracion. O

La derivada direccional satisface las siguientes propiedades, cuya
demostracion es un buen ejercicio para el lector.

PROPOSICION 1.18. Si f,g : S — R son funciones diferenciables
enp e S y& es un vector tangente a S en p, entonces:

1. Si M\, u € R son escalares, entonces

ENf+ Mg)p = Ag(f)p + Mg(g)p

esto es, la operacion de derivada direccional es lineal.
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2. Se cumple la formula de Leibniz,

§(f9)p = f()E(9)p + E(f)pa(p)

Las propiedades de linealidad y de la regla de Leibniz enunciadas
en la proposicion 1.18 son caracteristicas de cierto tipo de operaciones
que definimos a continuacién.

DEFINICION 1.19. Sean S una superficie diferenciable y p € S.
Una operacion D que aplica una funcién f : S — R diferenciable en p
en un namero real D(f), se llama una derivaciéon en p si se satisface
lo siguiente:

1. Es lineal; es decir, si A\, u € Ry f,g son dos funciones suaves,
entonces

DS+ pg)y = AD(f)p + 1D(g),

2. D satisface la regla de Leibniz

D(fg)p = f(p)D(9)p + D(f)pg(p)

Por la proposiciéon 1.18, la operaciéon de derivada direccional es
una derivacién en p. Més atn, el siguiente resultado prueba que cada
derivacion en p es precisamente la derivada direccional en la direccién
de un vector tangente.

PROPOSICION 1.20. Si D es una derivacion en p € S, entonces
existe un unico vector & € T,S tal que para toda funcion f : S — R
diferenciable en p se cumple



CAPITULO 1. SUPERFICIES ABSTRACTAS 19

Pospondremos la demostracion por un momento. Este resultado
muestra la correspondencia biyectiva que existe entre los vectores tan-
gentes a S en p y las derivaciones en el mismo punto. La primera
ventaja de esta correspondencia proviene del siguiente hecho.

PROPOSICION 1.21. El conjunto de derivaciones en p tiene la
estructura de un espacto vectorial real.

Demostracion. Las operaciones se definen de manera natural: Si Dy y
Dy son derivaciones y a € R, entonces

(aDy + Do) (f) := aDi(f) + Da(f).

Es facil ver que estas operaciones dan al conjunto de derivaciones la
estructura de espacio vectorial real. O

Ahora procedemos a dar una base para el espacio de derivaciones
en p. Sea (U, ) una parametrizacion de una vecindad de p, con coor-
denadas z', 2. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
©(0,0) = p. Definimos

() = ¢(t,0), () = ¢(0,1). (1.1)

Observemos que si f es una funcion diferenciable en p,

d(f o
(fov)(0)= (f—Z(’O) para i = 1,2;
ox 0.0)
de modo que es natural® denotar por aii a las derivaciones correspon-

dientes a cada v;, 1 = 1, 2.

PROPOSICION 1.22. {%}izl , €5 una base del espacio de deriva-
ctones en p. ’

3Formalmente debemos escribir %(p), pero preferimos no complicar méas la
notacion.
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2]

5.7 son lineal-
T

Demostracion. Mostraremos primero que los vectores
mente independientes. Si

D_Zgi;; =90,

=1

esto quiere decir que D(f), = 0 para toda funcién f diferenciable en
p. Podemos aplicar la operacion D a la funcion “j-ésima coordenada”
definida para ¢ € U como

mi(q) =27, donde p(z',2%) = ¢
observe que ; o (2!, z?) = 27. Entonces

2

0= D)= ¢ e

%
i=1 Oz

=,

(0,0)

lo que dice que los vectores son linealmente independientes.

Ahora, para mostrar que los vectores 9/0x" generan al espacio de
derivaciones, seguiremos un procedimiento analogo. Sea D una deri-
vacion arbitraria y definamos

D=3 Dim)y (1.2

Para ver que D = D, basta verificar que las derivaciones coinciden en
la base formada por las funciones 7;, j = 1,2, lo cual se sigue de las
igualdades
2 )
D(m;) =Y D(m)y i i) = D(mj).

=1

Esto concluye la demostracion. [l
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La expresion (1.2) obtenida al final de la demostracion se conoce
con frecuencia como el teorema de la base.

Ahora podemos analizar la proposicion 1.20. Recordemos que debe-
mos mostrar que cada derivacion D se puede ver como la derivada
direccional en la direccién de un vector tangente 7'(0) a una curva
v : (—€,¢) — S con y(0) = p. Por ejemplo, si D = 8x1, podemos
considerar la curva 7 (t) = ¢(t,0) como en la demostracién anterior.
Esto da una idea de la manera de construir el vector tangente.

Demostracion de la proposicion 1.20. Sea D una derivacién. Supon-

gamos que
2 5
D = P —
;5 Oxt
y definamos (t) = (&, £%t). Si & =+/(0), entonces

Ef)p=(fo)(0) = (fopop to)(0)
= d(fOSO) 0,0) (§1,f2

251 (feo9)o,
Z&dfoso 0.0)
= Y & (fow)

(Te a) (P = DSy

Aqui, {e;} es la base canonica de R? y v; son las curvas definidas en

(1.1). O

COROLARIO 1.23. Eziste una biyeccion entre el espacio tangente
a S en p y el espacio vectorial de derivaciones en p.

)
(ez)
( fo,)'(0)

Esta biyeccion nos permite dotar a 7,S de una estructura de es-
pacio vectorial. De hecho, como podemos identificar ambos conjuntos,
podemos hacer un abuso de notacion, estableciendo por ejemplo que
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50T Do 2} Esta identificaciéon no trae mayores
problemas; por el contrario, es de gran utilidad.

T,S es generado por { 0

Para finalizar esta seccion, veamos qué ocurre con la expresion local
de una derivacién D al cambiar de coordenadas. Més precisamente,
sea (U, ) una parametrizacion con coordenadas z', 22 y (U, ) otra
parametrizacion de S en p con coordenadas y', y?. Si llamamos 7; a
las proyecciones

i) =y, j=12,
similares a las utilizadas en la demostracion de la proposiciéon 1.22,
tenemos que D se puede escribir como

. 0

2]

(véase la ecuacion (1.2)). En particular, si D = 57,

8x’ ax’ Iy ayﬂ
Esto adquiere la forma familiar

0 =0y, 0
= (p) —. 1.
o = 2 O (p) 5y (1.3)

En general, dada una derivacion asociada a un vector £ con coordena-
das (£1,€?) y (€%, €?) en los sistemas de coordenadas (2!, 2%) y (y!, y?),
respectivamente, se cumple la siguiente ecuacion matricial

_ oyt oyl
&\ | ozl 022 ¢!
< 52 ) o 8y2 8y2 ( 52 ) (14)
oxl  9x2

todo evaluado en p.
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OBSERVACION 1.24. Con frecuencia, la notaciéon de Einstein
simplifica muchas de las expresiones vectoriales y matriciales relativas
a los vectores tangentes. Con esta notacion, se omite el simbolo de
la suma, entendiendo que dicha operacion se realiza sobre los indices
repetidos superior e inferiormente en una expresion. Asi, por ejemplo,
la ecuacion (1.3) se escribe

0 _ oy (p) 9
oxt  oxi ™ oyi’

OBSERVACION 1.25. En algunos textos, sobre todo relacionados
con la Fisica, se utiliza la ecuacion (1.4) como definicion de un vec-
tor tangente; més precisamente, si p € S y x!,2? es un sistema de
coordenadas alrededor de p, se define un vector § tangente aSenp
como una pareja de nimeros (&1, £?) tal que si y',y? es otro sistema
de coordenadas con la pareja asociada de nameros (¢!, £l 52), entonces
se debe cumplir la ecuacion (1.4).

1.3. Calculo diferencial en superficies

Sean S7 y S5 dos superficies diferenciables y sea f: S; — S5 una
aplicacion entre tales superficies de tal forma que f(p) = ¢.

DEFINICION 1.26. Se dice que la aplicacion f es diferenciable

en el punto p € Sy, si existen dos parametrizaciones: (U, ¢) alrededor

de p € Sy (U,p) alrededor de f(p) en Sy, de tal forma que la

composicion B )
f=¢lofopre™(U)— ¢7(U)

es diferenciable en p~!(p) (véase la figura 1.9). f: S} — Sy es dife-

renciable si lo es en cada punto p € 5;.

No es dificil ver que la definicion dada no depende de la eleccion de
las parametrizaciones compatibles con (U, ¢) y (U, ¢) respectivamente.
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ASYl

Figura 1.9: Funcién diferenciable entre superficies.

Ahora tenemos los elementos para extender el calculo diferencial
a las superficies abstractas. En particular, dada una funcién entre
superficies f : S — Sy diferenciable en p € S, queremos definir la
diferencial de f en p, que denotaremos por df,,.

Recordemos que df, debe ser una transformacion lineal. En par-
ticular, su dominio y contradominio deben ser espacios vectoriales.
Podemos aprovechar lo visto en la seccién anterior y tratar de definir
una transformacion df, : 7,51 — 1,52, donde ¢ = f(p).

Supongamos que & € T,5; es decir, £ = +/(0), donde 7 : (—¢,€) —
S1y 7(0) = p. Puesto que df,(§) debe ser un vector tangente a Sy en
q, la definicion geométrica natural es la siguiente.

DEFINICION 1.27 (La diferencial desde un punto de vista geomé-
trico). Sean Sy, Sa, f,p,q como arriba. Entonces la diferencial de f
en p es la transformacion df, : 1,51 — 1,5, dada por

dfy(§) = (f ©7)(0).

Note la analogia de esta definicién con la de las derivadas direc-
cionales. Ahora, para mostrar que df, es en realidad una transfor-
macion lineal, recurrimos de nuevo a la identificacion de 7,S; con el
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espacio vectorial de derivaciones en p. En este sentido, £ corresponde
a una derivada direccional que se aplica a funciones definidas en S,
mientras que su imagen df,(£) debe corresponder a una derivada di-
reccional aplicada a funciones definidas en Ss. Esto sugiere la siguiente
definiciéon alternativa:

DEFINICION 1.28 (La diferencial para derivaciones). Dado & €
1,51, df,(€) es la operacion definida como sigue: Si g : S — R es
una funcion diferenciable en ¢ = f(p), entonces se aplica bajo df,(€)
mediante la regla

[, (©)](9)g = E(g 0 [y
(véase la figura 1.10).

S

Si
ﬂ / g
5 |
\/ ']R

gof

Figura 1.10: La diferencial en términos de derivaciones.

PROPOSICION 1.29. La operacion df,(€) definida arriba es una

derivacion en q.

Demostracion. Hay que mostrar que & = df,,(€) es lineal y que satisface
la regla de Leibniz. S6lo mostraremos la segunda parte y dejaremos la
primera como ejercicio.
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Si g, h son funciones diferenciables en ¢, entonces

Eg-h)y = dp©Olg-h)y=E(g-h) o f)y=Ego f)-(hof)),
= (9o )P)E(ho flp+ (hof)p)Ego f)y

= 9(@)&(h)q + h(a)€(9),.

lo que prueba la afirmacion. [l

El resultado anterior nos dice que df, : 1,51 — TS, esta bien
definida; el siguiente, cuya prueba se omite, nos dice que df, es lineal.

PROPOSICION 1.30. Si &, n e 1,5 y a € R, entonces
dfp(a€ +n) = adf,(§) + dfy(n).

Como en el caso de los vectores tangentes, es importante trabajar
con la diferencial df,, en términos de coordenadas. Mas precisamente,
sean (U, @) y (U, p) parametrizaciones de vecindades de py ¢ = f(p)
con coordenadas (x!,2?) y (3!, y?), respectivamente.

Sabemos que
AW}
azi [ oy’

son bases de los respectivos espacios tangentes. Como df, ( 8‘;) es un
vector en 1,55, existen escalares a;; tales que

2

3} 0 .
dfp (8:;5@) :Zaika—yk, 221,2.

k=1

Para determinar los coeficientes a;; en estas ecuaciones, evaluamos

cada expresion en una funcion adecuada. Si 7; es la funcion “j-ésima
) =~ (501 4,2 — aJ

coordenada” en Sy, 7;(p(y',y°)) = y’, entonces

2
df (83:’) = Z azk = Uiy,
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por otro lado, usando la definiciéon de la diferencial,

B B o fi
Ay (axi) (%) = ggi(Tie f) = %

donde f7 denota (por abuso de notacion) la j-ésima coordenada de
@ lofop:Q— Q (véase la figura 1.11). Asi,

df, 0 ) _ 2 or o
P\ oxi _j:1 Oxt Oyi”

lo que podemos escribir en forma conocida, usando la notaciéon de
Einstein, como

o _or 9.
oxt Ozt Oy’

Sl U

]
T (D

N \ 7y
Q Q

Figura 1.11: Diagrama para la expresién de df, en coordenadas.
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Esto nos dice que la transformacion df,, queda representada por la
matriz (evaluada en p)

ot oft
oxl  0x?
oz of?
oxl  0x?

con respecto de las bases {32} y {8iyj} de los espacios tangentes T,,5

y T,S2, respectivamente; es decir, si (£',£?) son las coordenadas de
un vector £ € T, con respecto de la primera base y (n',7?) son las
coordenadas del vector df,(£) € T,,S2 con respecto de la segunda base,
entonces

aoft aft
(771)_ a1 922 (fl)
) a2 ap2 | \€& )
ol 922

Al tener la diferencial de una funciéon suave entre superficies en
un punto, podemos extender la teoria del célculo diferencial de varias
variables para este tipo de aplicaciones. Por ejemplo, definir los con-
ceptos de punto (valor) regular y punto (valor) critico de una funcion.

DEFINICION 1.31. Sean S;, S, superficies diferenciables, p € S,
g€ Sy f: S — Sy diferenciable en p. Entonces

1. p es un punto regular de f siy sélo si df, : 7,57 — 1,5 es
suprayectiva.

2. p es un punto critico de f si p no es regular.

3. ¢ es un valor regular de f si para todo p € f7'(q), p es un
punto regular de f.

4. q es un valor critico de f si no es un valor regular.
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Un ejemplo de que los resultados del calculo pueden extenderse a
este caso es la siguiente version del teorema de la funcién inversa para
las aplicaciones entre superficies.

TEOREMA 1.32 (Teorema de la funcion inversa). Sean f : S; — S
una funcion suave y q € Sy un valor reqular de f. Entonces, para cada
p € f1(q) existen una vecindad U, de p en Sy y una vecindad V, de
q en Sy de tal forma que f : U, — V, es un difeomorfismo.

En el ejemplo 1.10 se plante6 la idea de incluir una superficie dife-
renciable abstracta en algiin espacio euclidiano.

Distinguimos dos maneras de incluir alguna superficie en un espacio
euclidiano: mediante una inmersién o mediante un encaje.

DEFINICION 1.33. Una aplicacion f : S — R™ (n > 3) es una
inmersion si y solo si para todo punto p € S se tiene que la diferencial
df, : T,S — R" es inyectiva. Si ademaés la aplicacion f : S — f(S5) es
un homeomorfismo, entonces f es un encaje de S en R".

En el primer caso se dice que la superficie S estda inmersa en R" y
puede tener autointersecciones. En el segundo caso, se dice que S esta
encajada en R" y no tiene autointersecciones.

EJEMPLO 1.34. El espacio RP? se pudo “meter” en el espacio R?
visualizdéndolo como un “gorro cruzado” que tenia autointersecciones
con dos puntos singulares (véase el ejemplo 1.10). Una prueba de que
existe una inmersion de RP? en el espacio euclidiano de dimension 3
es el siguiente resultado, el cual se ilustra en la figura 1.12.

LEMA 1.35. Si al espacio proyectivo RP? se le separa una region
homeomorfa a un disco D? el espacio resultante es una banda de
Mébius M?* (véase el ejemplo 3.10 de [16]).

En la misma figura 1.12 se ilustra el procedimiento de cirugia para
obtener el espacio RP? a partir de la union del disco y de la banda de
Mobius. >
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2\
O

Ro-m Xe

M2

Y

N

Figura 1.12: Espacio proyectivo RP? = D? U M?2.

COROLARIO 1.36. Si a una esfera S* se le retira un disco y se le
pega en la frontera una banda de Mobius, el resultado es un espacio
proyectivo RP?.

EJEMPLO 1.37. Consideremos el toro T? visto como el producto
cartesiano de dos circunferencias: T2 = S* x S! € R2 x R? = R*.

Definimos una aplicacion f : R? — R* mediante la regla
f(61,02) = (cos by,sen by, cos by, sen Oy).

Es claro que la imagen de f es el toro T2. Por otro lado,

—sen 6, 0
cos 0, 0
Df..0.) = 0 —sen 6y

0 cos 0
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Puesto que senf y cosf no pueden anularse en forma simulténea,
D f(,,6,) tiene rango 2, lo que nos dice que df(s, 9,y : R* — R?* es
inyectiva.

Es facil ver que f((0,27)x(0,27)) es homeomorfo a (0, 27) x (0, 27)
bajo f, por lo que obtenemos un encaje del toro T? en R*.

Observemos que si identificamos R? con C de la manera usual, f
adquiere la forma f(6;,0,) = (€1, €¥2). Mas adelante analizaremos
con mayor detalle nuestros objetos desde el punto de vista complejo.*
>

Enunciaremos ahora un resultado sobre la inmersién de una su-
perficie en un espacio euclidiano. Omitimos su demostracion, pero el
lector interesado puede consultar el enunciado y la prueba para varie-
dades diferenciables de dimension arbitraria en [12].

TEOREMA 1.38 (Whitney). Para toda superficie diferenciable abs-
tracta existe una inmersion en el espacio euclidiano R y un encaje
en R

De esta forma, cuando se estudia una superficie diferenciable abs-
tracta, se puede suponer que esta inmersa en algin espacio euclidiano.

1.4. Meétricas riemannianas e isometrias

En esta seccion definimos el concepto de métrica riemanniana para
una superficie diferenciable abstracta. De la misma forma que en la
seccion 2.4 de [16], podemos definir un producto escalar en cada espa-
cio tangente 7,5 y utilizarlo para introducir la “geometria” en S.

DEFINICION 1.39. Sea S una superficie diferenciable. Una métri-
ca riemanniana en S consiste en la eleccion de un producto escalar

4En un apéndice hemos incluido algunos conceptos basicos de la teoria de las
funciones analiticas necesarios para tal analisis.
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(,)p en cada espacio tangente 7,5, que varie de manera diferenciable
en el siguiente sentido: Dada una parametrizacion (U, ¢) de una vecin-
dad de p € S con coordenadas z°, los coeficientes de la métrica

dados por
g 0
Ozt 027 [,

son funciones diferenciables en U. Una superficie riemanniana es
una pareja (S, ( , )) donde S es una superficie diferenciable y ( , ) es
una métrica riemanniana. Cuando el contexto indique claramente la
métrica utilizada, abreviaremos diciendo simplemente que S es una
superficie riemanniana.

EJEMPLO 1.40. Sea S una superficie diferenciable en R3. Si en
cada espacio tangente T,,S se escoge un producto escalar ( , ) como
la restriccion a T,S del producto escalar en R?, entonces (S, ( , )) es
una superficie riemanniana. También decimos que la métrica en S es
inducida por la métrica del espacio ambiente R?. >

Una vez dada una métrica en S, se pueden definir varios conceptos
geométricos, como la longitud de una curva, el drea de una regiéon y
el angulo entre dos curvas, de la misma forma que en el caso de las
superficies en R?. Recordamos estas definiciones a continuacion.

DEFINICION 1.41. Dada una superficie riemanniana (S, { ,)),
definimos los siguientes objetos.

1. La longitud de arco de una curva 7 : [a,b] — S esta dada por

/Vidt /Hé )l dt,

donde () es el vector tangente a la curva 7 en el punto ~y(¢).

2. Sean vy : [a,b] — S, 72 : [e,d] — S dos curvas en S, que se
cortan en un punto p = v;(tg) = 7Y2(so). Entonces el angulo
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entre 1 y 2 en p se define como el menor angulo 8 > 0 que

satisface
(11(t0), Y2(s0))
191 (o) 1|72 (s0)1I”

donde 41 (tg) y H2(s0) son los vectores tangentes a las curvas en
el punto p.

cos 0 =

3. Sea R una region en S contenida en la imagen de una parame-
trizacion (U, ) con coordenadas (u,v). El area de R se define
como

Area (R) = / [ 0w, ©ol|| dudv :/ \/det(gi;) dudv.
o 1(R) »~1(R) ’

OBSERVACION 1.42. En algunos textos se acostumbra describir
a la métrica en forma “diferencial” como sigue: Sea (U, ) una pa-
rametrizacion de una vecindad de p € S con coordenadas (u,v) y
~v(t) = p(u(t),v(t)) una curva contenida en U. Entonces

dy  du n dv
at  at T w

de modo que la longitud de arco de esta curva esta dada por

U(y) = / <d7 d7>dt
B / du + dudv - (dv »
= 911 g12 di di g22 dt )

donde hemos usado la notacion g;; para los coeficientes de la métrica.
Podemos denotar la expresion que aparece dentro de la raiz por

g11 du® + 2g19 du dv + goo dv>.

Esta expresion se llama el elemento de longitud de la métrica en la
superficie S.
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EJEMPLO 1.43. Procedemos a calcular el area y el perimetro de
un circulo en la esfera S% de radio R, parametrizada mediante coor-
denadas co-geograficas (¢,0). Los coeficientes de la métrica en estas
coordenadas es

aato.on = (500

de modo que la forma diferencial de la métrica es
ds* = R%*sen® 0 d¢® + R* d6>.

Un circulo “esférico” de radio r > 0 con centro en el polo norte Py
(véase la figura 1.13) esta definido por

D:{(¢,9) ( og¢§2w,oge<% }

La frontera de este circulo, la circunferencia “esférica” de radio r > 0
con centro en el polo norte, esta definida por las relaciones

0<op<2m, O=0=—.

A lo largo de esta circunferencia, 8 = 6y, de modo que la métrica
cumple ds® = R?sen? (%) d¢* y la longitud de esta curva es

P = /027T R sen (%) d¢ = 2w Rsen <%> :

Recordemos que el perimetro P de un circulo de radio r en el plano
estad dado por P = 27r. Como

sen (= | < —=
R R’
concluimos que el perimetro de un circulo de radio v en la esfera S%
es menor que el perimetro de un circulo de radio r en el plano.
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Py Py

CED> T

2
Sk
Figura 1.13: Perfmetro y 4rea de un circulo de radio r en S%.

Por otro lado, det(g;;) = R*sen?#, de modo que el area del circulo
esta dada por

A= /OT/R/O%R%enGd(bd@ =2R? (1 — cos <%)) )

Usando la desigualdad
1—cosz 1
i g
x? -2
se tiene que el drea de un circulo de radio r en la esfera es menor que
el area de un circulo de radio r en el plano.
No obstante, si r es pequeno (/< 0), el teorema de Taylor alrededor
de r = 0 implica que

3
A - r_r ) ~
27 R sen (R> = 2R (R N +O(r )) 27r
2
2 (1 r _ 2 (7 3\ a2
27R (1 COS(R)> 2R <2R2+O(r )) o

lo que nos dice que si 7 es pequeno, los perimetros y las areas de los
circulos de radio 7 en el plano y la esfera son muy parecidos. >
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Desde el punto de vista de la geometria diferencial, dos superfi-
cies seran indistinguibles si “tienen la misma métrica”. En la siguiente
definicion formalizamos esta idea.

DEFINICION 1.44. Sean (S1,{, )) v (Ss, ({, ))) dos superficies
riemannianas. Una transformacion f : Sy — S es una isometria
entre S; y Sy si y s6lo si f es un difeomorfismo tal que para todo
p € S1 y cualquier pareja de vectores &, 7 en el espacio tangente 7,5,
es valida la igualdad

{({dfo (&), dfp(n))) 15y = (& M-

Las superficies S; y S; son (globalmente) isométricas si y solo si
existe una isometria f : S; — Ss.

Definimos ahora el concepto de isometria local.

DEFINICION 1.45. Sean (S1,(, )) v (S, ({, ))) dos superficies
riemannianas. Una transformacion f : S; — S es una isometria
local en p € 57, si existe una vecindad U de p en S; de tal forma que
la restriccion f|y: U — f(U) es una isometria. Se dice que f es una
isometria local, si y solo si lo es en cada punto p € 5;.

Es facil ver que el concepto de isometria local no conduce, en ge-
neral, a una relaciéon de equivalencia. Por otro lado, en la seccion
3.2 de este trabajo mostraremos que cualesquiera dos superficies con
la misma curvatura gaussiana constante son localmente isométricas
(teorema de Minding).

OBSERVACION 1.46. Los conceptos métricos establecidos en la
definicion 1.41 son “invariantes bajo isometrias”. En el ejercicio 6 de
este capitulo se pide enunciar formalmente y demostrar tal invarianza.

OBSERVACION 1.47. Si (U, ¢) es una parametrizacién de un con-
junto abierto U en una superficie diferenciable S; y f : S; — 5
es un difeomorfismo con otra superficie Sy, entonces es facil ver que
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(f(U), f o) es una parametrizacion de un abierto en Ss. Si ademas
S1, 59 son riemannianas y f es una isometria, entonces los coeficientes
de las métricas correspondientes g;; y g;; satisfacen g;; = ;.

De este modo, la expresion de un concepto geométrico en Sy uti-
lizando los coeficientes de la métrica puede “traducirse” en un concepto
geométrico en S,. Podemos usar esta idea para definir el concepto de
curvatura en las superficies abstractas.

Recordemos que el concepto de curvatura para superficies en R? se
defini6 en términos de la variacion del vector normal a dicha superficie
(véase [16]). No obstante, para el caso de una superficie abstracta no se
puede hablar de vectores normales, pues no hay un “ambiente” donde
definirlos. Ademas, aunque se construyera una inmersiéon o un encaje
en algin espacio euclidiano (de acuerdo con el Teorema de Whitney
1.38), la dimensién complementaria de la superficie puede ser mayor
que 1, lo que complica la definiciéon de los campos normales.

Para obtener una expresion local de este concepto, usamos una
parametrizacion (U, ) de un abierto de una superficie S con coor-
denadas (u,v), obteniendo asi los coeficientes de la métrica g;;. En
términos de estos coeficientes se definieron las funciones Ffj llamadas
simbolos de Christoffel asociados a la superficie S. Los sistemas de
ecuaciones lineales que expresan los simbolos de Christoffel en térmi-
nos de los coeficientes de la métrica y sus derivadas aparecen en la
proposicion 3.32 de [16]. Los incluimos ahora para facil referencia:

{ gl + 92TH = 2(911)w, X

g2l + 92215 = (912)u — 3(911)ws

{ gllrig + ngF%Q - %(911)1;7 (15)
G2l + 92213 = 5(922)us

{ gulyy + 9123, = (1912)1) — 2(922) s
12039 + 92215, = 5(922)0-

Utilizando tales simbolos, obtuvimos la siguiente expresion para la
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curvatura gaussiana K de la superficie:
I+ (5o + THTS, — Pl — M)y — (I55)°
g1 '
Podemos usar esta expresion para definir la curvatura gaussiana de
una superficie abstracta.
Ya que las superficies en R? son nuestro principal punto de refe-
rencia, es importante saber cuando podemos “meter” una superficie

abstracta en éste u otro espacio euclidiano, respetando su métrica.
Formalizamos esta idea a continuacién.

DEFINICION 1.48. Si f : S — R” es una inmersion de una su-
perficie riemanniana (S, ( , )) en R™ tal que para todo p € S y para
cualesquiera §,n € T,,S se cumple que

(dfp(§), dfp(”))f(p) = (&, Mp>

donde el lado izquierdo se refiere a la métrica usual de R", diremos
que f es una inmersiéon isométrica de S en R".

EJEMPLO 1.49. Consideremos el encaje f : R?> — R?* del ejemplo
1.37 dado por

f(61,05) = (cos by,sen by, cos s, sen y).

K =

Como
df, 0,)(e1) = (—senby,cosb;,0,0)
y
df (o, 6,)(€2) = (0,0, —sen b, cos 6,),

donde {ej, es} es la base canénica de R?, tenemos que

(df61.0,)(€:), df 0,.05)(€5)) = (i, €5) = 4,

de donde es facil ver que f es una inmersion isométrica de R? en R*,
cuya imagen es un toro T2. Una simple inspeccion de los sistemas de
ecuaciones que definen a los simbolos de Christoffel nos muestra que
éstos se anulan: Ffj = 0, lo que prueba que la curvatura de este toro
también se anula, por lo que recibe el nombre del toro plano. >
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1.5. El plano de Lobachevsky

Las superficies inmersas en R?® adoptan una métrica heredada por el
producto escalar euclidiano de R?. Tal producto escalar viene inducido
por la forma cuadratica definida positiva

100
G)=1(010
00 1

Consideraremos ahora un producto escalar en R? dado por una for-
ma cuadratica que no es definida positiva. No obstante, le seguiremos
llamando métrica por fines précticos.

DEFINICION 1.50. A la métrica inducida en R? por

-1 0 0
0 01

se le llamara la métrica de Minkowski. Al espacio tridimensional
con esta métrica se le llamaré el espacio de Minkowski. Para evitar
confusiones con el caso euclidiano, lo denotaremos por R3.

En las coordenadas cartesianas z°, x!, 22, el elemento de longitud

correspondiente a la métrica de Minkowski viene dado por
ds* = —d(2°)? + d(2')* + d(2*)%

Dados los vectores &, € R? con coordenadas cartesianas & =
(€9,€1,.€2) yn = (n°,n*, n?), su producto escalar (asociado a la métrica
de Minkowski) se define como

(&ma=n"GE == + &'yt + .

Es evidente que para un vector arbitrario £ € R?, el escalar (£, &) g
puede ser positivo, cero o negativo.
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DEFINICION 1.51. Un vector & € R} es:
1. un vector espacial, si (£,£)¢ > 0.
2. un vector nulo, si (£,£)g = 0.
3. un vector temporal, si (£,&)g < 0.

En cualquier caso, se define la norma del vector &, denotada ||¢]]¢,

como
€lle = VIE E)al.

Continuando con la analogia con el caso euclidiano, definimos la
longitud /() de una curva ~y(t) = (z°(t), z'(t), 2%()) como

o) = / 5(6)]|dt = / VI— G2 T @) 1 @) dt.

EJEMPLO 1.52. Considérese una recta en R} definida por las ecua-
clones

() = ("t + 0’ 6+ 0" & +0?)
donde £ = (£°, &1, €2) es el vector director de la recta, y n = (n°,n', n?)
es un punto por donde pasa la recta.

Claramente (t) = (€%, &1, €2) cumple

(1), 4(1)a = —(€")* + (61)* + (€)= (&, e

de modo que si el dominio de 7 es [a, b], tenemos que la longitud de
esta dada por

ty) = —=a)l¢
Observemos que si € es nulo, ¢(y) =0 (!). >

EJEMPLO 1.53. Sea v la curva en R} dada por las ecuaciones

v(t) = (Rsenht, R, Rcosht),
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donde R > 0. Un célculo directo prueba que los vectores tangentes
A(t) = (Rcosht,0, Rsenht)
son temporales, pues
(3(1),5(t))a = —R?cosh®t + R*senh®*t = —R? < 0.

Asi, si t varia en [0, al, la longitud de la curva esta dada por

/ €]l dt = aR. >

Observemos que si (£2,£1,€?) son las coordenadas de un vector
nulo &, entonces se cumple

<€7§>G = _(50)2 + (51)2 + (62)2 = 07
que es la ecuacién de un cono circular recto con vértice en (0,0,0)
y que tiene como directriz el eje £V, llamado el cono de luz. No es
dificil ver que los vectores temporales estan contenidos en el interior

de la region encerrada por el cono de luz, debido a que dichos vectores
satisfacen la relacion

(€ €a=—()+ (&) + (&) <0.
Por otro lado, el exterior del cono esta constituido por los vectores

espaciales (véase la figura 1.14).

De forma similar que para el caso de métricas definidas positivas,
se tiene que si ¢ : R? — R? es un cambio de coordenadas de la forma

=2’ vt u?), i=0,1,2,
entonces los coeficientes de la métrica de Minkowski g;; cambian por

g;; mediante la relacion

9z  9x! Oz 0z%  9z° 92O

8u0 oud  oud 100 8u0 Oul 8u2
(i) = 9z0  Qdal 0z 01 0 dz'  9z' Ozl
9ij 8u1 oul  Oul Guo Oul 8u2
o dr 0w 00 1 or2 0w o2
Ou?  Ou? Ou? oul  oul  Ou?

B _8m0 ox° N ox! Oxt N Ox? 0z*\
N out Ouwl  Out Oul  Out Oud )’
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temporal

espacial

cono de luz

Figura 1.14: Caracterizacion de los vectores en R3.

si denotamos G = (g;) y A = (g—f;), podemos escribir lo anterior

matricialmente como

G =ATGA.

DEFINICION 1.54. Una métrica G de R3 obtenida de G' por un
cambio de coordenadas, se llamara también métrica de Minkowski.

De igual forma que en las superficies regulares de R?, podemos
“heredar” la métrica de Minkowski a cualquier superficie S C R3. Sin
embargo, debemos observar que dado que la métrica de Minkowski no
es definida positiva, podriamos obtener superficies donde la métrica
inducida fuese degenerada (el propio cono de luz es un ejemplo de
esta situacion). Describimos a continuaciéon un ejemplo importante de
superficie en R3.

EJEMPLO 1.55 (El plano de Lobachevsky L?). Consideremos la
hoja superior I.? del hiperboloide circular en R? definido por

—(:IZ'O)Q + (561)2 + <ZE2>2 — —RQ,
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llamada también la esfera de radio R en R3.

Tal superficie tiene una parametrizacion local mediante el sistema
de coordenadas pseudoesféricas (hiperbolicas) (6, ¢) dada por las
ecuaciones

2 = Rcosh,
z' = Rsenhfcos o,
> = Rsenhfsen ¢,

de modo que al calcular las diferenciales tenemos

dz® = Rsenhfdf
dz' = R(cosh®cosddf — senhdsen ¢ do)
dr* = R(cosh@sen ¢df + senhf cos ¢ do)

de modo que el elemento de longitud es
ds? = —d(2°)* 4+ d(z")* + d(2*)* = R*(df* + senh® 0 d¢?)  (1.6)

Asi, esta métrica se escribe en coordenadas pseudoesféricas (6, ¢) como

2
(gij (97 (b)) = ( RE] R2 Seonh2 0 )

y es conocida como la métrica de Lobachevsky en L. En capitulos
posteriores estudiaremos con mas detalle este espacio. >

1.6. El punto de vista conforme

El concepto de isometria es central en la geometria diferencial. Un
concepto mas débil, pero igualmente importante, es el de las transfor-
maciones que preservan angulos.

DEFINICION 1.56. Sean (51, {, )) v (Sa, ({, ))) dos superficies rie-

mannianas.
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1.6. EL PUNTO DE VISTA CONFORME

. Una transformaciéon f : S; — S, es una aplicacién conforme

entre las superficies S; y S si y s6lo si f es un difeomorfismo y
existe una funcion A : S; — R positiva y diferenciable tal que

(dfp(&1), dfp(€2)) 1) = AP) (€15 E2)

para todo p € 57 y cualesquiera &, & € 1,5].

. Las superficies S; y S2 son (globalmente) conformes o con-

formemente equivalentes si y solo si existe una aplicacion
conforme f :S; — Ss.

. Una transformaciéon f : S; — S, es una aplicaciéon conforme

local en p € Sy si y s6lo si existe una vecindad U de p en
Sy tal que fly : U — f(U) es una aplicacion conforme. f es
una aplicacién conforme local si y sélo si f es una aplicaciéon
conforme local en p para todo p € Sj.

. Las superficies S; y Sy son localmente conformes o local-

mente conformemente equivalentes si y so6lo si existen apli-
caciones conformes locales f: S — Sy y g: Sy — S5y.

Nuevamente, la relaciéon de conformidad global es una relacion de

equivalencia entre superficies.

De igual forma que para el caso de isometrias, si (U, ) es una

parametrizacion de un abierto U mediante las coordenadas (u,v) de
una superficie diferenciable S; y f : S; — S3 es un difeomorfismo
con otra superficie Sy, entonces, nuevamente usamos el hecho de que
(f(U), f o) es una parametrizaciéon de un abierto en Ss. Si ademas
S1, 59 son riemannianas y f es una aplicaciéon conforme, entonces los
coeficientes de las métricas correspondientes g;; y g;; satisfacen:

gi;(u,v) = Au,v) Gij(u,v).

como se muestra en el Lema 2.48 en [16].
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De entre todas las formas de conformidad entre métricas, la mas
importante es aquella en la cual la métrica de una superficie S es
conforme con la métrica plana:

gij(u, ’U) = >\(U, ’U) (5”-,
6 en notacién diferencial,
ds* = AN, v)(du® + dv?). (1.7)

En tal caso, se dice que la superficie S esta provista de coorde-
nadas isotermas (véase [16]).

Siguiendo paso a paso la demostracion del Teorema 3.37 (Bers-
Beltrami) en [16], podemos concluir que para una superficie abstracta
arbitraria se puede construir un sistema de coordenadas isotermas.

En un sistema de coordenadas isotermas, la curvatura gaussiana
se escribe como (ejercicio 13):

1
K(u,v) = —WAII]/\(U,U). (1.8)

Para ciertos célculos usaremos también la forma compleja de la
curvatura. Si sustituimos en (1.7) las identificaciones z = u + v, zZ =
u — iv, podemos escribir la métrica en la forma compleja

ds* = g(z, 2)dzdz = Mx(z, 2), y(2,2)) dzdz.
Y la expresion para la curvatura de una superficie en coordenadas
(2,2) es

1 Plng, 2 9?lng

K(z2) = 29(z,2) 020z (2, 2) = Cg(z,2) 020z (:2)

(1.9)

ya que el Laplaciano en las coordenadas (z, Z) se escribe
0? 0? 0?

A=z oz " Y50
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Desde el punto de vista complejo, el problema interesante consiste
en determinar las transformaciones (w,w) +— (z, z) definidas en una
region ) C C que preservan la forma conforme de la métrica en C,
esto es, que mantienen la forma

ds* = h(w, w)dw dw.

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza a tales transforma-
ciones.

PROPOSICION 1.57. Un cambio de coordenadas (w,w) +— (z, Z)
en 2 C C preserva la forma conforme de la métrica si y solo si es una
transformacion analitica, compuesta con la operacion de conjugacion.

Demostracion. Supdngase que la forma conforme de la métrica en €2 C
C en coordenadas z,z es ds® = ¢(z,2)dzdz y que z = z(w,w), es
analitica en w, esto es,

i _
dw
Entonces,
dz _dz
dz = %dw y dz = %dw
de donde
d dz
ar = g(Z, Z)dZdZ = (z(w, u_))7 2(w7 @))ﬁd’w £ dw
dz |?

- g(z(w,w),Z(w,w))

w

dwdw = h(w, w)dw dw

dz _ dz
do ~— dw’

En forma analoga, si z es analitica en w, entonces se conserva la
forma conforme de la métrica en 2 C C.

donde h(w, @) = g(z(w, w), z(w, @) |[LZ[* y

Dejaremos la afirmacion reciproca como ejercicio. [
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Por la proposiciéon 1.57, los tnicos cambios de coordenadas com-
plejas que preservan la forma conforme de una métrica son los analiti-
cos, compuestos con la operacion de conjugacion. Asi que al considerar
cambios de coordenadas complejos, supondremos que todos estos cam-
bios son analiticos.

EJEMPLO 1.58. Al utilizar la proyecciéon estereografica en S?, es
posible introducir coordenadas conformes (u,v) en la esfera (véase el
ejemplo 2.51 de [16]). La forma de la métrica en estas coordenadas es

4R

ds? =
T TR+

5 (du2 + va) )

Al pasar a las coordenadas complejas (z, Z), la métrica se escribe
como
4R* 4R4

2 2 2\ __ =
ds* = (R2—|—u2—|—v2)2(du +dv)—md2d2

Por un calculo directo se tiene que
Ing = In(4R") — 2 In(R?* + 22)

de donde,

9 (ing) =

2z 0 (Odlng L 2R?
0z B

CR24:z 0z \ 0z (R? 4 2z)?
lo que muestra que la curvatura de la esfera en el punto (z, z) es

K(z.2) = — 2 Plng(z2)  —2(R*+2z2)? 2R 1
U g(z,2) 020z 4R4 (R?2 +22)2  R?

>
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EJEMPLO 1.59. Introducimos una nueva superficie definiendo una
proyecciéon estereografica del plano de Lobachevsky L2 en ]R%W)
de la forma siguiente.

Consideremos la proyeccion desde el punto Ps = (—R,0,0) con-
tenido en la hoja inferior de IL?: Para cada punto (z°, z', 2?) de la hoja
superior tracemos la recta que lo une con Pg (véase la figura 1.15). Ya
que esta recta interseca al plano en un punto con coordenadas (u,v),
se tienen las relaciones de semejanza entre las variables (2%, x!, z?) y

(u,v) dadas por
() = Rx'  Ra?
o \a®+R 2®+R)

Figura 1.15: Proyeccion estereografica de L2 en R?.

De esta pareja de ecuaciones se tiene que
0 0
=+ R ’+ R
AR @A)
R R

lo que implica
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De esta manera, de la relacion —(z°%)% + (z')? + (22)*> = —R? se
obtiene la igualdad

(2° + R)?
(1‘0)2 _ RQ _ (U2 + UZ) 7
de la cual, al despejar 2°, se obtiene
R? +u? 402

Sustituyendo este valor de z° en las expresiones para x! y z? se
obtienen las relaciones inversas

R2 2 2
N — R +u +v’
R2 — 42 — 2
1 2R%u
r =
R2 — 2 — 02’
9 2R%v
X =

RQ_u2_U2'

Un calculo simple nos muestra que la imagen de L2 en R? bajo esta
proyeccion es el subconjunto del plano

D? = {(u,v) | u? +v* < R*}.
Otro calculo directo implica que el elemento de longitud en D? es

4R* (
(R? — w2 — v2)?

ds® = —d(2°)? + d(2")? + d(2*)* = du® + dv®).

Esto es, obtenemos una métrica para D? conforme con la métrica
euclidiana, con la funcién de conformidad dada por

4R*

AMu,v) = (=2 — oo
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Con esta métrica llamaremos a D? el disco de Poincaré.

La curvatura de D? se obtiene mediante la formula de Gauss (1.8) y
calculos anélogos a los realizados en el caso de la esfera S?. Obtenemos
que

1
K(u,v) = I
es la curvatura del disco de Poincaré en cada punto. >

Ejercicios

1. Complete la prueba de la proposicion 1.8 mostrando que todos
los elementos de U son compatibles entre si v que por lo tanto
U es un atlas maximal. Sugerencia: Utilice el Lema de Zorn o el
axioma de eleccion; véase [1], p. 94-95.

2. Demuestre que la definicién 1.14 no depende de la parametriza-
cion escogida alrededor del punto en la superficie.

3. Demuestre que la relaciéon ~ obtenida de la definicién 1.14 es
una relacion de equivalencia.

4. Demuestre las propiedades de la derivada direccional dadas en
la proposicion 1.18.

5. Demuestre que las operaciones en la proposicion 1.21 dan al
conjunto de derivaciones la estructura de espacio vectorial real.

6. Demuestre la primera parte de la proposicion 1.29.
7. Demuestre la proposicion 1.30.

8. Con base en el teorema de la funcién inversa para abiertos de
R2, demuestre el teorema 1.32.
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9.

10.

11.

12.

Enuncie y demuestre la invarianza bajo isometrias de los siguien-
tes conceptos métricos: longitud de arco, angulo entre curvas,
area, sfimbolos de Christoffel y curvatura.

Considere la aplicacion ¢ : R? — R, ¢ = (¢, t) definida por

x = (rcost+a)cosp, y=(rcost+ a)sena,

¢ ¢

z:rsentcos(i), w:rsentsen(g),

donde 0 < r < a.

a) Demuestre que ¢ es una inmersion.

b) Demuestre que ¢ (¢, t) = ¢ (¢+ 27k, 2wl —t) para cualquier
pareja de enteros k, [. Concluya que ¢ induce una aplicaciéon
@ : [0, 27] x [0,27] — R* tal que su imagen coincide con la
de .

c¢) Por el inciso anterior, la superficie K* C R* que se obtiene
al aplicar ¢ es la misma que se obtiene del rectangulo

Q={(g,t) |0<p<2m, 0<t<2r}

en el plano, al identificar los puntos (¢,0) con (2m — t,27)
y los puntos (0, ¢) con (27, ¢) y es llamada la botella de
Klein, como se muestra en la figura 1.16.

Considérense el cilindro C C R3 dado por 22 + y?> = 1 y la apli-
cacion antipoda f : C' — C dada por f(x,y,z) = —(z,y, 2). Sea
M?(00) el conjunto que se obtiene de identificar (z,y, z) con su
imagen f(x,y,z). Tal conjunto se llama la banda infinita de
Mobius. Demuestre que este conjunto es una superficie diferen-
ciable, construyendo un difeomorfismo local ¢ : C' — M?(c0).

Calcule el area y el perimetro de un disco de radio r en el plano
de Lobachevsky L%, con centro en el punto (R,0,0).
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N
Figura 1.16: Botella de Klein K2.
13. Demuestre que en un sistema de coordenadas isotermas, los sim-
bolos de Christoffel son
Au Ay
_F%2 = F%l = Ff2 = 2\ 1%2 = _F% = F%z = 2\
y que la curvatura gaussiana se escribe como
K (u, v) L AmA(u0)
u,v) = ——Aln A(u, v).
’ 2\ (u, v) ’
14. Demuestre la afirmacion reciproca de la proposicién 1.57.

Sea f : C* — C una funcién holomorfa en las variables (z,w).
El conjunto de puntos en C? tales que f(z,w) = 0 se llama una
superficie topologica de Riemann. El teorema de la funcion
implicita para este caso afirma que si en el punto (zg,wg) se
tiene que

of

f(z0,wo) =0, Em (z0,wp) # 0
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15.

16.

17.

entonces existe una vecindad V,, en C de tal forma que alrededor
de wy, la variable w es una funcién holomorfa de z € V., y

0= f(z,w(2))

En otras palabras, la superficie f = 0 alrededor de (zg,wp) es la
grafica de una funcién holomorfa y la coordenada z sirve para
parametrizarla localmente alrededor del punto. Ya que w = w(z)
es holomorfa, se dice que la superficie f = 0 es una superficie
analitica.

Sea f(z,w) = w?— P,(z), donde P,(z) es un polinomio complejo
de grado n. Demuestre que f(z,w) = 0 define una superficie
diferenciable inmersa en C? = R* Ademas, demuestre que si
P,(2) no tiene raices multiples entonces tal superficie es analitica
y orientable.

Consideremos el espacio complejo C? con las coordenadas com-
plejas (z,w) y el conjunto de rectas por el origen. A cada linea le
asociamos a un punto y a este conjunto de puntos le llamamos el
espacio proyectivo complejo de dimension uno, denotandolo
por CP'. De esta manera, este espacio se obtiene de identificar
los puntos que estan en una misma recta de la misma forma que
para el espacio proyectivo real de dimensién dos RP?, como se
hizo en el ejemplo 1.4.

Defina coordenadas homogéneas para CP' como en el ejemplo
1.4, sabiendo que si z # 0, los puntos (z,w) y (1,w/z) estan en la
misma clase, y que, andlogamente, los puntos (z,w) y (z/w,1)
estdn en la misma clase cuando w # 0. Construya las cartas
correspondientes a cada clase.

Demuestre que CP! es difeomorfo a la esfera S? utilizando los
cambios de coordenadas de las cartas encontradas al escribirlas
en coordenadas reales.
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18. Considere la esfera de dimensién 3 en C? con las coordenadas
complejas (z,w), definida por la ecuacion |z|? + |w|? = 1. De-
muestre que una recta compleja en C? por el origen interseca a tal
esfera en una circunferencia real de dimension uno S', mostran-
do el hecho de que dos puntos p y ¢ de CP' que estan en la
misma clase son multiplos por un elemento en S!. Concluya que
existe una aplicacién cubriente f : S* — CP' (= S?) tal que para
todo valor ¢ € CP' su preimagen es un conjunto que es topologi-
camente S!. Esta cubriente se llama aplicacién de Hopf. En
otras palabras, la esfera se puede dividir (“fibrar”) mediante la
aplicacion f por conjuntos que topologicamente equivalen a una
circunferencia.



CAPITULO 2

Transporte paralelo

En este capitulo iniciamos el estudio de las propiedades dindmicas
asociadas a la geometria intrinseca de una superficie, determinadas
mediante la métrica de la misma. Por ejemplo, definiremos un concepto
analogo al de aceleracion de una curva, lo que nos permitiré a su vez
determinar las curvas de aceleracion nula con respecto de la superficie,
similares a las rectas en el plano. Para esto requerimos un concepto
analogo al de “segunda derivada” la derivada covariante, que definimos
a continuacién, primero para superficies en R? y posteriormente para
superficies abstractas.

2.1. Derivada covariante

Sea S C R? una superficie diferenciable y v = «(t),t € (a,b), una
curva diferenciable en S. Si € = £(¢) es un campo vectorial tangente
a S alo largo de v = 7(t), queremos definir la derivada del campo &
“vista” desde la superficie S.

Puesto que el campo & es diferenciable, la derivada d€/dt esta bien
definida y sabemos que esta derivada mide la variacién del campo £.
Si observamos con detenimiento, esta variaciéon puede deberse a dos
factores: Como el campo vectorial tiene la restriccion de ser tangente
a S en todo punto, entonces £ debera variar o curvearse “siguiendo”

95
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a S. Por otro lado, aunque el campo sea tangente a S, habra algunos
campos que varien mas que otros (véase la figura 2.1).

Figura 2.1: Dos campos definidos a lo largo de una curva en la super-
ficie S. El campo &, parece curvearse mas que &;.

Podemos analizar formalmente estos dos comportamientos, des-
componiendo d¢/dt en dos partes, una tangente a S en p y la otra
normal a S en p. Primero analizaremos la parte tangente, a la que
damos un nombre especial.

DEFINICION 2.1. Sea & un campo vectorial tangente a S a lo largo
de una curva v en S. Se define la derivada covariante (D¢/dt) (0)
de € en t = 0 como la proyeccion de la derivada (d€/dt)(0) del campo
vectorial £ en el plano tangente 7},S; es decir,

2e 0 = provgs (0

como lo muestra la figura 2.2.

Veamos la expresion de la derivada covariante de un campo en un
sistema de coordenadas. Si (U, ¢) es una parametrizacion local de S en
una vecindad de p con coordenadas (u,v), entonces la curva - puede
escribirse como (t) = p(u(t),v(t)) y el plano tangente a S en cada
punto de la curva es generado por los vectores ¢, ¢,, de modo que el
campo vectorial se puede escribir como

§(t) = &1(t) eulu(t), v(t) +&(t) wu(u(t), v(t)),
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Figura 2.2: Derivada covariante de un campo vectorial.

donde las funciones £*(t) y £€%(¢) son diferenciables.

La derivada de & estd dada por lo siguiente, donde omitimos los
puntos donde se evaliia cada expresion.

d<

dt = 51@u+51¢u+52@v+€2¢v

= 10y + ENPuult + ©uu®) + E20y + EX(uutl + o)

donde el punto denota la derivada respecto al parametro ¢.
Si n es el campo unitario

_ [(plu 901)]
n=—"""m,
1[0 0]l
donde [, | denota el producto vectorial, tenemos que {@y, @, n} es

una base de R3 para cada punto en la imagen de la parametrizacion,
de modo que podemos escribir

Puu = Fh@pu + F%l@v + Ln,
Puv = F%QQ% + F%QSDU + Mna (21)
Pov = F%QQDu + F%z@v + Nn,
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aqui usamos la notacion de la seccion 3.5 de [16]. Entonces

d . .

d—§ = {lou+
+ & ([P1pu + Do + L @+ [Tiy0u + Ty + Mn) 0)
+ & ([Tlapu + Dopw + Mn] i+ [Tiopu + Tappp + N ) .

Reagrupando en términos de ¢, ¢, y n, nos fijamos en la parte tan-
gente a S; asi, la derivada covariante de £ tiene la siguiente expresion
en las coordenadas dadas con respecto de la base {@,, v, } del espacio
tangente:

BE0) = (&4 &'Thu+ T + T hu + ET5L,0)p,
+H(E2 + E' T+ ET0 + 2T hu + ET5,0)p,
donde cada funcién se evalua en ¢t = 0.

EJEMPLO 2.2. Sean S un plano en R3 v = ~(f) una curva con-
tenida en S y £ un campo tangente a S definido a lo largo de 7. Se
puede mostrar que d¢/dt se mantiene tangente a S, de modo que la
proyeccion de este vector en el plano tangente coincide con el propio
vector.

Veamos lo anterior en términos de coordenadas. En el ejemplo 2.32
de [16] se demostro que existe una parametrizacion tal que la métrica
en S toma la forma

(gz‘j(p))=<(1] (1))2(? g)

Al sustituir estos valores en el sistema de ecuaciones (1.5) para
los simbolos de Christoffel Ffj, se sigue que éstos se anulan para toda
1,7, k, y en consecuencia,

D¢

- =
lo cual indica que si la superficie es un plano, la derivada covariante
coincide con la derivada ordinaria. >

(2.2)

élgou + éQSova
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OBSERVACION 2.3. Supongamos que una curva 7 : [0,] — S es
la restriccion de una curva suave 74 : (—¢, £ + €) — S para un namero
€ > 0. En este caso, si £ = £(t) es un campo diferenciable a lo largo de
vy é es una extension de £ a 7, se define la derivada covariante de &
en p € v como la derivada covariante de é en p. Se puede mostrar que
esta derivada covariante no depende de la extension &.

Un ejemplo importante de un campo vectorial definido a lo largo
de una curva v = ~(t) contenida en una superficie S es el campo de
vectores tangentes £(t) = (). En tal caso, la derivada covariante de
& es

D¢ Dy

d — dt’
Puesto que la derivada usual d¥/dt de una curva en R? es su ace-
leracion, podemos interpretar a la derivada covariante del campo de
vectores tangentes como la aceleracion de la curva “vista desde la su-
perficie”.

EJEMPLO 2.4. Sean S = S? la esfera unitaria en R® y v € S? un
meridiano parametrizado por la longitud de arco s. Si £(s) = 7/(s) es
el campo de vectores tangentes a lo largo del meridiano, sabemos que
7" (s) es normal a S?, por lo que su proyeccion en el plano tangente se
anula:

D¢, .

En términos de la interpretacion anterior a este ejemplo, 7 es una
curva con aceleracion nula. >

2.2. 'Transporte paralelo

Iniciamos la discusién del transporte paralelo de un vector a lo
largo de una curva parametrizada.
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El quinto postulado de Euclides nos dice que dados una recta £ y
un punto p fuera de ella, existe una tnica recta paralela a £ pasando
por p.

En este caso, se puede construir un campo constante £(t) = &, a
lo largo de toda la recta £ y los puntos extremos conforman la recta
paralela pasando por p, como lo muestra la figura 2.3 a. Es evidente
que la derivada covariante de este campo se anula a lo largo de toda
la recta L.

Figura 2.3: Quinto postulado de Euclides y transporte paralelo.

De igual manera, si p y ¢ son dos puntos arbitrarios de R? y
v:10,1] — R? es una curva diferenciable arbitraria tal que v(0) = p
y 7(1) = g, al llevar paralelamente un vector &, posicionado en p me-
diante un campo vectorial constante £(t) = o, el proceso nos conforma
una curva paralela a v (Figura 2.3 b). En tal caso, el campo vectorial
&(t) construido a lo largo de 7 se llama paralelo a lo largo de tal curva.

Observemos que en este caso, no hay una distinciéon entre un vector
o € T,R? y su traslacion en T,R®. Observamos ademés que la derivada
del campo se anula:

dg

(1) 0.

t=0

Ahora, sean S C R? una superficie diferenciable y p, g € S dos puntos
arbitrarios. Al tratar de comparar a los vectores posicionados en p con
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los vectores posicionados en ¢, un proceso anélogo al realizado en la
discusion precedente nos lleva a la construccion de campos vectoriales
paralelos a lo largo de las curvas que unen a tales puntos.

Sip,ge Sy~vy=n(),t € [0,1] es una curva diferenciable que
une a p = y(0) con ¢ = (1), al considerar un vector § € 1,5, y
realizar su transporte paralelo de manera ordinaria en R? a lo largo de
v, obtenemos un vector posicionado en ¢, pero no necesariamente en
T,S. Para obtener un vector tangente a S en ¢ proyectamos tal vector
en 1,5, obteniendo & € 1,5 .

Claramente, este método puede generar que al trasladar un vector
&o # 0 hasta un vector &7, éste tltimo se anule, como ocurre al trasladar
de esta manera un vector &, tangente a la esfera S? en el polo norte
p a lo largo de un meridiano, como lo muestra la figura 2.4. En este
caso, el vector & es nulo. En general, esto podria ocurrir si los puntos
Py q en una superficie estan muy alejados.

Figura 2.4: Intento de construccién de un campo paralelo en S?.

El concepto de paralelismo para un campo vectorial £(¢) a lo largo
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de una curva v puede definirse mediante el proceso mencionado, si se
realiza de manera infinitesimal, es decir, si se supone que la proyeccién
del vector %(t) en el espacio tangente T, S se anule. De este modo,
el campo £ se considera como constante a lo largo de ~, visto desde
la superficie S. En otras palabras, para que esto suceda, es necesario
que la derivada covariante del campo dado se anule.

Esto da la pauta para la siguiente definicion de transporte paralelo
a lo largo de una curva parametrizada v contenida en una superficie.

DEFINICION 2.5. Sea v = 7(t) una curva en una superficie S C
R3. Un campo vectorial £(t) = (£1(¢),£%(t)) definido a lo largo de v es
paralelo si y s6lo si se cumple la igualdad

DE

0.
dt

OBSERVACION 2.6. La definicién de derivada covariante implica
que un campo vectorial & = £(t) a lo largo de v = 7(¢) es paralelo si y
solo si la derivada d¢/dt es un vector normal a la superficie S.

EJEMPLO 2.7. En el ejemplo 2.4 mostramos que la derivada del
campo de tangentes £(s) = 7/(s) a lo largo de un meridiano y(s) de
la esfera unitaria S* C R3 se anula; por lo tanto, £(s) es un campo
paralelo a lo largo de 7. >

Ahora veremos algunas propiedades generales de los campos para-
lelos a lo largo de una curva.

Sean £ = £(t), n = n(t) dos campos vectoriales tangentes a una
superficie S C R? a lo largo de una curva (). Si £ es paralelo a lo
largo de ~, entonces d¢/dt es normal a S y por lo tanto

(4 0 0.
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Anélogamente, si 7(t) es paralelo a lo largo de una curva (t), se

sigue que
dn
t = 0.

De esta manera, si ambos campos son paralelos, entonces

e = (o) + (0.5,

Asi, si ambos campos son paralelos a lo largo de v = 7(¢), entonces
el producto escalar entre ellos se preserva. Esto implica con facilidad
los dos tltimos incisos del siguiente lema.

LEMA 2.8. Si&(t), n(t) son campos vectoriales paralelos a lo largo
de una curva v = ~(t) contenida en una superficie inmersa en R3,
entonces

1. (&(t),n(t)) es constante a lo largo de ~(t).
2. €@, [In(t)]| son constantes a lo largo de ~(t).

3. El dngulo 0(t) entre £ y n es constante a lo largo de ~(t).
PROPOSICION 2.9. Sean v : [0,¢] — S una curva diferenciable,

v(0) = p y & un vector en T,S. Entonces existe un tnico campo
vectorial £ = £(t) paralelo a lo largo de ~y tal que £(0) = &.

Demostracion. Consideremos una parametrizacion de una vecindad de
p en S con coordenadas (u, v). Las ecuaciones que definen a un campo
paralelo & = (£%,£2) a lo largo de la curva y(t) = (u(t),v(t)) son

€4 €Tyt €Tk + €T €Thi = 0,
€2 4+ €T30 + E'T2,0 4 T30 + 15,0 = 0. '

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en
las variables &' y &2 sujeto a la condicion inicial £(0) = &. Por el
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teorema de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden con la condicion inicial dada (véase [5]), existe
un campo vectorial £(t) que es solucion del sistema. ]

DEFINICION 2.10. Sean v : [0,/¢] — S una curva diferenciable en
S, p=7(0) y & un vector tangente en p. Entonces el vector £(¢;) en
v(t1) obtenido mediante el campo vectorial paralelo de la proposicion
2.9 se llama el transporte paralelo de & a y(¢;) a lo largo de 7(t)
(véase la figura 2.5).

Figura 2.5: Transporte paralelo de un vector.

EJEMPLO 2.11. Debido a que en un plano S = P puede escogerse la
métrica como g;; = 0;;, se sigue que todos los coeficientes de Christoffel
se anulan y las ecuaciones del transporte paralelo son

51:07 5.2:07

lo que nos dice que el campo paralelo es constante £(t) = &, a lo largo
de cualquier curva.

EJEMPLO 2.12. Consideremos un cono circular vertical recto S
con angulo en el vértice igual a ¢, al cual se le quita tal vértice para
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hacerlo una superficie diferenciable. Sea p € S un punto arbitrario y
consideremos la curva circular por p obtenida al intersecar a S con un
plano horizontal. Denotemos por v tal curva, a la cual parametrizamos
por longitud de arco. Sea £ un vector tangente a S en p apuntando
en la direccion del vértice. Calculemos el angulo o de rotacion de & al
transportarlo paralelamente a lo largo de v (véase la figura 2.6 a).

Denotemos por r la distancia de p al vértice. Entonces, si R es el
radio de v en R? se tiene que sen(¢/2) = R/r, es decir

R =rsen(¢/2)
lo que nos dice que long (v) = 27 R = 27rsen(¢/2).

Cortando por la linea que une a p con el vértice tenemos una region
del cono isométrica a una region del plano complementaria a un sector
con angulo a;, como se muestra en la figura 2.6 b.

a.

Figura 2.6: a. Region en el cono. b. Region del cono isométrica a una
region plana.

Al transportar paralelamente el vector £ a lo largo de v se obtiene
el vector £ que forma un angulo « con la linea que une al punto ¢ con
el vértice (véase la figura 2.7). Procedamos a calcular el éngulo a, que
es el angulo de rotacion buscado.
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Figura 2.7: Transporte paralelo del vector £ a lo largo de un meridiano
del cono.

Si los puntos p y ¢ se obtienen al cortar el cono y I' es el circulo
con centro en el vértice que pasa por p y ¢, entonces

long (de p a ¢) = long (I') — long (v)

Como la distancia de p al vértice es r, long (de p a q) = ra, pues
a es el dngulo del sector.

Por otro lado, long (T') = 277, 1o que implica que

roa = 27r — 27r sen <§) = 27r (1 — sen g)

De esta forma, el angulo que rota el vector ¢ al ser transportado
en forma paralela dando toda una vuelta a lo largo de 7 en el cono es
o =21 (1 — sen%).

Notamos que el transporte paralelo en el cono se obtiene del trans-
porte en el plano debido a la isometria local entre ambas superficies.

>

OBSERVACION 2.13. Veamos como extender los conceptos de
derivada covariante y campo paralelo al caso de las superficies abs-
tractas. Observemos que la expresion (2.2) depende solo del vector
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tangente 4(0) y de los simbolos de Christoffel Ffj, los que a su vez
dependen solo de la métrica en S. De aqui se sigue que esta deriva-
da depende sélo de la métrica en S, lo que nos permite establecer la
siguiente definicion.

DEFINICION 2.14. Sean (S, (, )) una superficie riemanniana, +
una curva diferenciable en S y £ un campo diferenciable a lo largo
de 7. Sea (U, ¢) una parametrizacion de una vecindad de p € S con
coordenadas (u,v), de modo que () = (u(t),v(t)). Si £, &% son las
coordenadas del campo & con respecto de la base {p,,¢,} de T,S
determinada por ¢, entonces la derivada covariante de £ en 0 esta
dada por la ecuacion (2.2), donde I'}; son los simbolos de Christoffel
asociados a la métrica en S.

Esto nos permite extender los conceptos de campo y transporte
paralelos. A continuaciéon veremos un ejemplo de estos conceptos en
una superficie abstracta.

EJEMPLO 2.15. Definimos el semiplano superior como el con-
junto
H2 ={ (w,v) ER* |v>0}
dotado de la métrica
,  du®+ dv?
ds® = ———.
v

En términos de los coeficientes de la métrica, E = G = 1/v? y F = 0,
por lo que al sustituir estas funciones en el sistema (1.5), tenemos que
los simbolos de Christoffel asociados a la métrica son

1 1
M2 == Tlh=T%=—
11 U’ 12 22 U?

y Ffj = 0 para los demas indices.
Supongamos ahora que queremos transportar el vector & = (0, 1
en forma paralela a lo largo de la curva u(t) = t,v(t) = 1. Si {(¢) =
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(€1(t),£2(t)) son las coordenadas del transporte paralelo, las ecua-
ciones (2.3) para estas coordenadas estan dadas en este caso por

dg' dg?
d—i +I,62 =0, d—i + I3 =0.
O bien, como v(t) =1,
gt 5 ag? | _
ST g re s

La forma de estas ecuaciones sugiere que £'(t) = cosf(t) y £2(t) =
sen d(t), donde 0(t) mide el angulo del vector con la direccién horizon-
tal positiva. Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones anteriores,
tenemos que df/dt = —1, de modo que 0(t) = —t + C, siendo C una
constante. Como la condicion inicial se traduce en 0(0) = 7/2, se
tiene que el transporte paralelo £(t) de (0,1) a lo largo de la curva
en cuestion forma el angulo 0(t) = 7/2 — t con la direcciéon horizontal

positiva (véase la figura 2.8). >
N
SAIINS0
/e,
7(t)
-

Figura 2.8: Transporte paralelo en el semiplano superior.

OBSERVACION 2.16. Veamos qué ocurre con la derivada cova-
riante al cambiar la parametrizacion de la curva. Si ¢t = ¢(s) es un
cambio de pardmetro tal que dt/ds # 0, la regla de la cadena implica
que

D¢ D¢ dt

ds — dt ds’
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Consecuentemente, el hecho de que un campo sea paralelo no depende
de la parametrizacion. En efecto, DE/dt = 0 si y solo si DE/ds = 0
(con la condicion dt/ds # 0, por supuesto).

En otras palabras, si £ es un campo paralelo a lo largo de una
curva con el parametro ¢, entonces ¢ también es paralelo a lo largo de
la misma curva con el parametro s.

OBSERVACION 2.17. Dada una curva (t) tal que y(0) = p, defi-

nimos una transformacion
P:T,S — TS

asociando a cada vector § € T,S el vector {(t) € TS obtenido
bajo el transporte paralelo de este vector a lo largo de . El Lema 2.8
implica que esta transformacién es una isometria entre los espacios
tangentes 1,5 y TS (véase la figura 2.9).

Figura 2.9: Isometria definida mediante el transporte paralelo.
OBSERVACION 2.18. Sean S; y S, dos superficies diferenciables
en R? tangentes a lo largo de una curva ~; es decir,

Ty(t)Sl = Tw(t)S% para toda t.
Entonces el transporte paralelo en ambas superficies coincide. De esto

se sigue que un campo vectorial £(t) es paralelo a lo largo de v en S
si y solo si el campo es paralelo a lo largo de v en S,.
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Figura 2.10: Cono y esfera tangentes en el paralelo I'.

EJEMPLO 2.19. Sea I" un paralelo en S2. Si S es un cono tangente
a'S? a lo largo de I, entonces el transporte paralelo de cualquier vector
€ alo largo de I" en S? se reduce al transporte paralelo a lo largo de I'
en el cono (véase la figura 2.10).

El cono S y S? son tangentes en I' cuando se cumple la relacion
¢ = 5 — 0, donde ¢ y 6 son los angulos indicados en la figura 2.10.
En vista de la discusion del ejemplo 2.12, un vector ¢ apuntando en
direcciéon al polo norte gira un angulo

o =27 (1—sen§) =27 (1—sen(%—g))

cuando es transportado hasta el vector & a lo largo de I'. >
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2.3. Orientacion

En esta seccion generalizamos el concepto de superficie diferencia-
ble orientada, desarrollado en la primera parte de esta obra [16] para
superficies en R3.

Sean S una superficie diferenciable y p un punto en S. Decimos que
dos bases {¢,n} v {f .7} del espacio T,,S tienen la misma orientacion
si y solo si existe un isomorfismo A : 7,,S — 71,5 de tal forma que

AL =¢, An =1

y det A > 0. Es facil ver que esto define una relaciéon de equivalencia
entre bases. De hecho, para cada p € S existen s6lo dos clases de
equivalencia bajo esta relacion. Una orientacion en 7,5 consiste en
la eleccion de una de estas clases de equivalencia.

Si (U, ¢) es una parametrizacion de una vecindad de p en S con
coordenadas (u, v), podemos orientar a cada plano tangente 7,5, q €
U, eligiendo la orientacion de la base {p,, ¢, } inducida por la parame-
trizacion. Como en la Seccion 3.2 de [16], esto define una orientacion
en una vecindad V,, de p en S (véase la figura 2.11).

Figura 2.11: Orientacién en una vecindad de un punto.



72 2.3. ORIENTACION

Sea (U, ¢) otra parametrizacion con coordenadas (@, ). El plano
tangente 7,5 esta generado por las bases

{Spua 9011} y {@ﬂ, 9517}
Usando la transformacion ¢! o @, de modo que
(u,v) = (u(@, v), v(w,v)),

se tiene que estas bases estan relacionadas mediante la ecuaciéon ma-
tricial

N du D
va \ _ | Ou Ou o
(Z)-{ o))
ov  0v
Consecuentemente, si el Jacobiano de la funciéon de transicion
ou Ov

D(u,v) ou  0u
D(@7) | du ov
0v  0v
es positivo, entonces las bases {¢u, ¥, } v {Pa, @5} tendran la misma
orientacion.

DEFINICION 2.20. Sea S una superficie diferenciable abstracta. S
es orientable si y solo si existe una estructura diferenciable {(U;, ;) }
de S tal que para cada i, j tal que U; N U; # @, ocurre que el Jaco-
biano de ;' o ¢; es positivo. La familia {(U;, ¢;)} se llamara una
orientaciéon para S. En caso de no existir tal estructura, S se lla-
maré no orientable .

El siguiente resultado para superficies diferenciables abstractas
tiene una prueba completamente aniloga al Lema 3.4 en [16].

LEMA 2.21. Sea S una superficie diferenciable que puede ser cu-
bierta con dos parametrizaciones (U, ) y (U,). SiUNU C S es un
conjunto conexo en S, entonces S es una superficie orientable.
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Damos otra definicion de orientabilidad utilizando los llamados
sistemas de referencia.

DEFINICION 2.22. Si p € S, un sistema de referencia en una
vecindad U de p es una pareja de campos vectoriales {&, n} de tal
manera que en cada punto ¢ € U, {£(q),n(q)} es una base de T,S.

OBSERVACION 2.23. Los campos ¢ y 7 son diferenciables en U,
por tanto continuos. Podemos decir entonces que la clase de equiva-
lencia de orientaciéon de tal sistema de referencia varia continuamente

en U.

DEFINICION 2.24. Una superficie S es orientable si y solo si
puede elegirse una clase de equivalencia de orientaciéon de los sistemas
de referencia en todo S. En caso contrario, S es no orientable.

Una orientacion en una superficie orientable S consiste en la elec-
cion de una clase de equivalencia de un sistema de referencia definido

en S.

El lector puede ver facilmente que la definicion 2.20 es equivalente
a la definicion 2.24.

Supondremos en lo que resta de esta secciéon que la superficie S es
conexa.

Sea 7 : [0,1] — S una curva regular parametrizada de tal forma
que ¥(0) = p y consideremos una base {£(0),7(0)} de Tp)S. Trans-
portemos paralelamente los vectores de esta base a lo largo de v hasta
el punto v(1), obteniendo asi una base {£(1),n(1)} (véase la figura
2.12).

Tenemos el siguiente resultado que nos ayuda a identificar cuando
una superficie S es orientable.

TEOREMA 2.25. Una superficie conexa S es orientable si y solo si
para toda curva cerrada 7y : [0,1] — S con v(0) = (1) = p, la clase de
equivalencia de orientacion de una base {£(0),7(0)} de T,S coincide
con la clase de su transporte paralelo {£(1),n(1)}.
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Figura 2.12: Transporte paralelo de una orientaciéon a lo largo de ~.

Demostracion. Si la superficie es orientable, existe una clase de equi-
valencia de orientacion definida en toda la superficie. Supongamos que
existe una curva cerrada « : [0,1] — S con y(0) = (1) = p tal que
las clases de equivalencia de la base {£(0),7(0)} y de su transporte
paralelo {{(1),n(1)} difieran. Entonces a lo largo de 7, la clase de
equivalencia del transporte {£(t),n(t)} debe cambiar, o dicho de otra
forma, si consideramos bases positivas (de acuerdo con la orientacion
de S), existe un punto de la curva donde el determinante de cambio de
base entre estas bases positivas y {£(t),n(t)} debe cambiar de signo,
lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, podemos dar una orientaciéon de S como sigue:
Fijamos un punto p € Sy una base {{y, 7m0} de T,,S. Para cada ¢ € S
definimos una clase de equivalencia de orientaciéon en ¢ como la clase
del transporte paralelo de {£y, 70} mediante una curva ~. Si existiera
otra curva 7 que llevara la clase de orientacion en p en una clase
de orientacion distinta en ¢, la clase de orientacion de {&y,n0} no
coincidiria con la de su transporte paralelo a lo largo de la curva
cerrada y~1 - 7, lo que contradice nuestra hipétesis. O

EJEMPLO 2.26. Consideremos a la superficie M? que se obtiene del
rectangulo

Q={(pt)|0<p<2m, —1<t<1}

en el plano, identificando (pegando) los puntos (0,t) con (27, —t). Esta
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superficie es llamada la banda de Mobius y se muestra en la figura
2.13 (para maés detalles, véase el ejemplo 3.10 de [16]).

A 0

Figura 2.13: Banda de M&bius M2,

Consideremos la circunferencia central I' en M? dada por los puntos
con coordenadas (¢,0) y un punto p € I'. Al deslizar un sistema de
referencia en I iniciando en p y cerrar el circuito, vemos que la clase
de orientacion del sistema de referencia inicial cambia, de modo que
la banda de Md&bius no es orientable. >

EJEMPLO 2.27. En el ejemplo 1.4 definimos al espacio proyectivo
real RP? como el espacio obtenido al identificar los puntos antipodas
de la frontera S! de un disco. Consideremos un diametro arbitrario del
disco como se muestra en la figura 2.14.

Figura 2.14: Banda de Mébius contenida en RP?.
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Si se considera una vecindad de los extremos de este diametro en
la frontera, dada la forma de identificar los puntos en tales vecindades,
existe una banda de Mé&bius contenida en el espacio proyectivo RP2.
Si RP? fuese orientable, entonces es claro que cualquier subconjun-
to abierto también lo seria; en particular, la banda de Mobius seria
orientable, lo que contradice lo establecido en el ejemplo anterior. >

2.4. Geodésicas

Sean S C R? una superficie diferenciable y v : (—¢,€¢) — S una
curva diferenciable tales que v(0) = p € Sy 4(0) = & Podemos
determinar una tnica curva 7 : (—¢,€) — T,S que se proyecte ortogo-
nalmente sobre 7 = ~(t), de modo que el vector tangente a 7 sea &.
Para construir tal curva 7 utilizamos las rectas normales a la superficie
S que pasan por los puntos de v y consideramos su intersecciéon con
el plano 7,5 (véase la figura 2.15).

7,9

Figura 2.15: Curva y en S y curva 7y en 7,,S.

Si k es la curvatura de v en p y k; es la curvatura de 7 en 0,
entonces, por el Teorema de Euler (Teorema 3.14 de [16]) se tiene que

kg =k cos 0
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donde @ es el angulo formado por los vectores normales principales m
de v en py m de~ en 0.

Sean n el vector normal a la superficie S en py v = /||| el vector
unitario tangente a . Por el Teorema de Serret-Frenet (Teorema 1.41
en [16]), si s es el parametro por longitud de arco, se tiene que 7" (s) =
km(s) y el vector [v(s),n] es paralelo al normal principal m.

En virtud de que el vector normal n es unitario se tiene entonces
que

ky =k cos® = (7", ,n),

donde (’) denota la derivada respecto a s y (, , ) denota el triple
producto escalar (véase la seccion 1.7 de [16]).

Si se utiliza un parametro arbitrario ¢, al reparametrizar la curva
~ mediante y(t) = v(s(t)) se tienen las igualdades

dy _ dydt
ds  dtds’
Py &y [ dt 2+d7d2t
ds2  dt® \ds dt ds?’
Ya que
a _ 1
(R

obtenemos la siguiente expresion para k, con respecto de ¢:

s~ \ar \as) Tardss aras ) T RpE "

Para obtener la segunda igualdad se han utilizado las propiedades
del triple producto escalar.

DEFINICION 2.28. A la curvatura k4 de la curva 7 en 0 se le llama
la curvatura geodésica de 7 en p (véase la definicion 3.15 de [16]).
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De la expresion de la curvatura geodésica

1
ky = —(7a77n)
IR

se sigue que si se cambia la orientacion de la superficie o de la curva,
cambia el signo de k.

Ahora daremos una expresion en coordenadas para la curvatura
geodésica de una curva en una superficie. Sea (U, ¢) una parametriza-
cion de S con coordenadas (u,v) alrededor de p, de tal forma que la
curva 7 = y(t) se escribe como y(t) = ¢(u(t),v(t)). Entonces

Al utilizar las expresiones (2.1) de las segundas derivadas de ¢ en la
base {¢u, v, n} de T,R? se tiene que

Y = Apy + Bp, + Cn,

donde

B = 0+ T%4? + 2T%00 4 ['5,0? (2.4)
C = Lu?+2Muv + Nv?,

de modo que la curvatura geodésica en las coordenadas (u,v) toma la
forma

1

kg = = (39.n)
T AP

1

= EIE (Agy + Bo, + Cn, 0,0+ ©,0,m)
1

= W (A@<90u7 gpv,n) - Bu(gou, 2% n))

(Pus Qo) , . .
= T _7(Ap — Bau
T )

VEG = F? (
(B2 + 2Fui + Gi?)3/?

Ab — Bir).
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EJEMPLO 2.29. Ahora calcularemos la expresion de la curvatura
geodésica para curvas en superficies parametrizadas con coordenadas

ortogonales.
Como F' = 0, podemos utilizar el sistema (1.5) para obtener

Eu EU Gu
F%l :ﬁa Fb:ﬁa §2:_ﬁ7
' E G G
F%l = _ﬁa F%Q = ﬁv FgZ = fé
Al sustituir en las expresiones (2.4) se tiene que
Eu . UV o« » U -
A = iH—ﬁuQ%—Euv— ﬁyQ,
Ev 2 Gu v .9

En este caso, la expresion para la curvatura geodésica queda

VEG

Y = Fa@ 1 Gy

(Av — B).

Si s es el parametro por longitud de arco, la férmula anterior se
reduce a la expresion

ky, = VEG(Av — Bu'). (2.5)
Utilizaremos esta expresion mas adelante. >

Consideremos una recta en R? dada por () = p+t£, pasando por
el punto p y en direccion del vector £ = 4(t). Entonces

il

0.
dt ’
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por lo tanto, la derivada covariante a lo largo de 7(t) se anula, es decir,

D~y
’ (t)

0;

Por otro lado, la curvatura geodésica k, también se anula en cada
punto. Si utilizamos coordenadas cartesianas para escribir

Y(8) = (u(t), v(t)) = (pr + L€', po +17)

entonces 4 =0, =0y EF =G =1, F =0, de donde se sigue nuestra
afirmacion. De esta forma, una “geodésica’ clasica de R? (es decir, una
linea recta) satisface que la derivada covariante de su campo vectorial
tangente se anula o bien que su curvatura geodésica se anula. Esto da
la pauta para definir lo que es una geodésica para el caso general de
una superficie S.

DEFINICION 2.30. Una curva vy = 7(t) contenida en una superficie
S es una geodésica si la derivada covariante de su campo vectorial
tangente se anula; es decir, si

Dy
—(t) =0
o (t)
para todo t € I.

En un sistema de coordenadas definido por una parametrizacion
(U, ), esto se escribe

Dy

dt

donde A, B estan dados en (2.4).
Si la curva v es una geodésica, entonces

(t) = Apy + By,

_Dy

0= t) = Aw, + Bo,
ﬁ() u + By



CAPITULO 2. TRANSPORTE PARALELO 81

implica que A = B = 0, y consecuentemente, la curvatura geodésica

ky = 0.

El siguiente resultado caracteriza una curva geodésica de diversas
formas.

TEOREMA 2.31. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La curva vy es una geodésica en S.
2. El campo vectorial £(t) = A(t) es paralelo a lo largo de 7.

3. Dado un sistema de coordenadas, la curva vy(t) = (u(t),v(t))
satisface el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de se-
gundo orden

i + T u? + 2000 + Tio? = 0,

2.6
0+ 3402 + 200 + T30 = 0. (26)

Demostracion. La equivalencia entre los incisos (1) y (2) se sigue di-
rectamente de la definicion.

Para ver que (1) y (3) son equivalentes basta observar que para
una parametrizacion (U, ¢),

'y
d—z = (@4 D0 + 200 + TLi?) g,
+(0 4 T2 02 + 21,200 + T2,0%) @,
= Agpu + B‘Pw
por lo que A = B =0 siy solo si D¥/dt = 0. O

OBSERVACION 2.32. Observemos que el hecho de que el campo
4 sea paralelo implica que la rapidez ||§(t)|| de la curva sea constante,
lo cual ocurre si y solo si el parametro ¢ es proporcional a la longitud
de arco s. Si ||¥(t)|| se anula idénticamente, la curva es constante; en
caso contrario, la curva ~ es regular.
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COROLARIO 2.33. Sea S una superficie en R®. Una curva reqular
v :[0,€] — S parametrizada por longitud de arco es una geodésica si y
sdlo si v"(s) estd en la direccion del vector normal a la superficie en
cada punto. En otras palabras, una curva geodésica en S cumple que
su normal principal m en cada punto estd en la direccion del normal
a la superficie (véase la figura 2.16).

Demostracion. Si 7 es una geodésica entonces D7 /dt = 0, lo que
implica que
dry
Pro — =0.
YTPS dt

Asi, el vector dj/dt = 4 esta en la direccion del normal n, ya que
por el Teorema de Serret-Frenet, % es paralelo al normal principal. En
otras palabras, (¥,7,n) se anula si y solamente si el normal principal
es paralelo al normal de la superficie, siempre que la curvatura k # 0.
Esto prueba el corolario. n

Figura 2.16: Curvas geodésicas en una superficie en R3.

COROLARIO 2.34. Dado un punto p en la superficie S y un vector
¢ € T,S, existe un nimero € > 0 y una unica curva v : (—e,€) — S
geodésica que pasa por p = v(0) y tal que ¥(0) = &.

Demostracion. Por el inciso (3) del Teorema 2.31, dado un sistema
de coordenadas (u, v), una curva geodésica v = 7(t) debe satisfacer el
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sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden
i+ I + 200 + Thyt? = 0,
b+ THu? + 2T 500 + Ta0* = 0,

sujeto a las condiciones iniciales (u(0), v(0)) = p y (@(0), v(0)) = &.
El teorema de existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones
diferenciales de este tipo garantiza la afirmacion (véase [5]). O

El siguiente resultado nos muestra qué ocurre con la imagen de las
curvas geodésicas bajo una isometria.

PROPOSICION 2.35. Sea f : S; — Sy una isometria entre las
superficies diferenciables Sy y Sy. Sty es una geodésica en Sy, entonces
f o~ es una geodésica en Ss.

Demostracion. Sea f(p) un punto de f oy, con p € S;. Si ¢ es una
parametrizacion de una vecindad de p, sabemos que f o ¢ es una
parametrizacion de una vecindad de f(p). Segtn la discusion posterior
a la observacion 1.47, los coeficientes de las métricas de Sy y S5 coin-
ciden, lo que implica que los coeficientes de Christoffel con respecto
de estas parametrizaciones son idénticos para ambas superficies y por
lo tanto las ecuaciones de las geodésicas coinciden. Esto termina la
demostracion. O

EJEMPLO 2.36. Consideremos la esfera de radio R con centro en
el origen en R?, definida por

Sh={ (z,y,2) eR’ | 2? +y* +2*=R* }.

Si utilizamos la parametrizacion (ortogonal) con coordenadas co-
geograficas (¢, ), tenemos que los coeficientes de la métrica para S%
son

aato.0n = (0 R ).
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Figura 2.17: Geodésicas de una esfera de radio R.

Un calculo directo similar al usado en el ejemplo 2.29 nos muestra que
M, =ry,=I%=I% =0, Ii,=I) =cotf, TI? = —senfcosd,

lo que implica que las ecuaciones para las geodésicas v(t) = (¢(t), 0(t))
de S% vienen dadas por

g'25+ (2 cot 0)¢9 =0, 0 — (sen 6 cos 9)&2 = 0.

Sean p € S% y C' C S% un meridiano v(s) = (¢, s), parametrizado
por la longitud de arco s € [0,27]. Una sencilla sustitucion muestra
que ~y(s) satisface las ecuaciones anteriores, lo que implica que C' es
una geodésica de S%.

Dado otro circulo méximo C' C S%, sabemos que existe una rota-
cién (es decir, una isometria A € SO(3)) tal que A(C) = C. Por la
Proposicion 2.35, se sigue que C es una geodésica. De esta forma, todo
circulo maximo en S% es una geodésica.
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Por otro lado, sea I' C S% una geodésica pasando por el punto
p € S% tal que € es el vector tangente a I' en p. Consideremos el
circulo maximo pasando por p, parametrizado en forma proporcional
a la longitud de arco, de modo que su vector tangente coincida con &
(véase la figura 2.17). Por la parte de unicidad del Corolario 2.34, este
circulo maximo y la geodésica I' coinciden. Esto muestra que

PROPOSICION 2.37. Las geodésicas en la esfera S% son precisa-

mente sus circulos mdrimos.

Sabemos que dados dos puntos cualesquiera en un plano, existe un
tnico segmento de geodésica que los une. En contraste, si consideramos
dos puntos antipodas en la esfera, existe una infinidad de geodésicas
que los une (véase la figura 2.18). >

g

Figura 2.18: Algunas geodésicas en S? que unen dos puntos antipodas.

EJEMPLO 2.38. Sea C el cilindro circular recto en R3, definido por
la ecuacion x? + y? = 1.

Dado un circulo obtenido al cortar a C' con un plano horizontal,
observamos que los normales principales a este circulo estan en la
direccion de los normales al cilindro. Esto dice que esta curva es una
geodésica. Un caso mas sencillo es el de una recta vertical contenida
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en ', que también es una geodésica. Ahora daremos un argumento
para determinar el resto de las geodésicas de C.

Sean p € C' y I una geodésica en C' que pasa por p. Sabemos que el
cilindro C' y el plano R? son localmente isométricos (véase el ejemplo
2.45 de [16]), lo que implica que existen una vecindad U de p en C,
una vecindad V' de 0 en el plano y una isometria local f : V — U
tal que f(0) = p. Sabemos entonces que existe una recta (geodésica
en el plano) ' que pasa por 0 tal que f(f) = I'. Si utilizamos las
coordenadas (u,v) en el plano, podemos parametrizar a T como

wu=uas, v==bs, a®+0b"=1.

Si usamos las coordenadas correspondientes (u,v) para parametrizar
al cilindro, de modo que (u,v) +— (cosu,senw,v), la curva 7 se puede
parametrizar como

x(s) = cos(as), y(s) =sen(as), =z(s)=bs,

lo que describe una hélice en el cilindro. Claramente, de la unicidad
de una geodésica por un punto con direcciéon dada y la proposicion
2.35, se sigue que todas las hélices en el cilindro de la forma anterior
son geodésicas y, reciprocamente, si una geodésica no es un circulo
horizontal ni una recta vertical, entonces debe ser una hélice (véase la
figura 2.19). >

EJEMPLO 2.39 (Geodésicas en una superficie de revolucion). Con-
sideremos una superficie de revolucion S C R? generada al hacer girar
alrededor del eje z la curva diferenciable I' parametrizada por

v =fv), z=g(v),

donde v € (a,b) (para mas detalles, véase el ejemplo 2.22 de [16]).
Entonces la parametrizacion local de S esta dada por

p(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senwu, g(v))
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E — geodésica

—_—-

5 geodésica

-

-

geodésica

Figura 2.19: Geodésicas en el cilindro y en el plano.

donde (u,v) € (0,27) X (a,b). Los coeficientes de la métrica en estas
coordenadas son

E=f% F=0y G=[f({)+d{)?

de modo que usando el sistema (1.5) para los simbolos de Christoffel,
se tiene

/
F%l =0, F%Q = ];_57 F%Z =0,
_ff’ ) ) f/f// =+ g/g//
2 = — I'7, =0, I'{y="—"—""—.
Mg P 22+ (9)?

De esta forma, las geodésicas y(t) = p(u(t), v(t)) en la superficie de
revolucién S satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

/!
U+ 2?—{@ = 0,

. ff/ = f/f//+g/g// 9 _
Tt Tt T

donde el punto denota esta vez la derivada respecto al parametro s.
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Consideremos un meridiano 7(s) =
por longitud de arco s. Entonces u(s)
que 7 satisface la primera ecuacion.

(ug,v(s)) en S, parametrizado
= ( ) = 0, lo que nos indica

Como |[4(s)|[* = g;5(0,9) = 1y
R . f2 O O o N2 N21 -2
=gy ) =0 (1 (el gp ) (1) =107+ @
se sigue que para el meridiano 7(s) se cumple la igualdad
»? !

(P9
Derivando esta tultima igualdad respecto a s y usando el hecho que

f(v) = f(v(s)) se obtiene

(21 "0 +24'9"0)
[(F7 + (9P

200 = —

lo que implica
B f/f// —I'_g/g// 1 _ f/f/l +glgll U
F2+@2U>?+@)2 ()P +9)?
Esto demuestra que v(s) satisface también la segunda ecuacion dife-

rencial, de modo que todo meridiano de una superficie de revolucion
es una geodésica.

Consideremos ahora un paralelo arbitrario y(s) = (u(s),vp). En
este caso, 0(s) = ¥(s) = 0. Asi, para que 7y sea una geodésica se deben
cumplir las ecuaciones diferenciales

o gF
(f)? +(g')?

Suponiendo que u # 0, la primera ecuaciéon dice que u debe tener la

forma wu(s) = £s + g, lo cual se cumple por estar parametrizada por

i=0 vy (u)? = 0.
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la longitud de arco. En cuanto a la segunda ecuacion, como f(v) # 0
y el denominador no se anula, entonces esta ecuaciéon se cumple para
un punto p(u,v) siy solo si f'(v) = 0.

De esta forma, para que un paralelo v sea una geodésica es nece-
sario que en cada punto ¢(u,v) € 7, se tenga que v sea un punto
critico de f (véase la figura 2.20).

Considérese y(s) = p(u(s),v(s)) una geodésica de S diferente de
un meridiano y de un paralelo. Aunque no es facil determinar una
forma explicita de v, veremos que las geodésicas de este tipo satisfacen
una relaciéon interesante.

Si se considera el campo vectorial ¢, (s) a lo largo de y(s) y se
denota por ¢ al angulo entre los vectores % y ¢, entonces

cosgp = ) _ {pu )

a1 llepull

Meridiano

Geodésica
-’ Geodésica
= No geodésica

Geodésica

Figura 2.20: Geodésicas de una superficie de revolucion.



90 2.4. GEODESICAS

Como (s) = p,u+¢,0 y la parametrizacion es ortogonal, se tiene

(Pu, Pult +000) W, o) . B
= =1 =uf
|| ull ||l VE

Al utilizar la primera ecuacion de las geodésicas, se obtiene

cos ¢ =

0= i+ (27 f'5)i = (%)

lo que nos dice que f?u es constante.

De esta forma, fcos¢ = f(uf) = uf? es constante. Si denotamos
por f(v) = r al radio de un paralelo, entonces concluimos el siguiente
resultado.

LEMA 2.40 (Relacion de Clairaut). Si una geodésica en una superfi-
cie de revolucion interseca a un paralelo de radio r > 0 con un dngulo
¢, entonces

r cos ¢ = cte.

OBSERVACION 2.41. Como en el caso de la derivada covariante,
la expresion para la curvatura geodésica dada en (2.5) s6lo depende
de la métrica y de los simbolos de Christoffel. De este modo, podemos
definir la curvatura geodésica para una curva contenida en una super-
ficie diferenciable abstracta, usando una parametrizacion (U, ) con
coordenadas (u, v), como

L VEG — F? (
I (Bu? + 2Fu0 + Go2)3/2

Ab — Bu)

donde A, B, C' estan dados en (2.4). Es facil ver que la definicion de
curvatura geodésica en una superficie no depende de la parametriza-
ciéon elegida. Analogamente, podemos extender el concepto de curva
geodésica a estas superficies, definiéndolas como aquellas curvas que
satisfacen las ecuaciones (2.6) en un sistema de coordenadas (u,v).
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EJEMPLO 2.42. Describiremos ahora las geodésicas del semiplano
superior. Recordemos del ejemplo 2.15 que los simbolos de Christoffel
asociados a la métrica correspondiente son

rl——l FQ—l FQ——l
12 — ) 11— > 22 — )
) Y
y Ffj = 0 para los demas indices. De esta manera, las ecuaciones

diferenciales de las geodésicas en el semiplano superior estan dadas
por el sistema

Supongamos que y = y(x). Se tiene entonces que

dy dt g Ay i — iy

dv~ Ydz T @ da? T
lo que implica
2—i? . 2y - .
dz? a3 y \ 22

1 dy 2
= —= - 1].
y ((dflf) ! )
De esta forma, al denotar la derivada respecto a x mediante (') se

tiene ]
y'=—=((y)"+1)
Y
lo que implica yy” + (y')? = —1. Esto equivale a (yy') = —1, es decir,

yy = —x +c.
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Al integrar esta tltima ecuacion, se tiene al fin y al cabo la relacion
(z—c)+y*=c+k

la cual corresponde a una circunferencia de radio v/¢ + k con centro
en el punto (¢, 0), que interseca ortogonalmente al eje . Notamos que
cuando y = 0 (eje x) la métrica toma valores infinitos, de modo que
este eje puede pensarse como una frontera ideal.

Existe otro tipo de geodésicas en el semiplano superior que se ob-
tiene de suponer que x = cte. En tal caso, la ecuacion diferencial
que define la geodésica es § = */y, que al ser integrada nos da una
solucion y(t) = AeM. De esta forma, una recta vertical es una geodési-
ca; parametrizada mediante t — (cte, Ae), converge al eje x cuando
t — —oo y diverge a oo cuando t — oo.

AT A

a. b.

Figura 2.21: Geodésicas y geodésicas asintoticas en H2.

Notamos que una linea geodésica vertical que converge a un punto
(29,0) del eje x es tangente a una infinidad de semicircunferencias
ortogonales al eje = (vease figura 2.21). Esto no contradice el teorema
de unicidad de las geodésicas ya que la tangencia de esta infinidad de
geodésicas se realiza en la frontera ideal y = 0. >

TEOREMA 2.43. Las geodésicas del semiplano superior son semi-
circunferencias superiores ortogonales al eje y = 0 o rectas verticales.
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De la teoria de funciones holomorfas, sabemos que existe una trans-
formacion analitica del plano complejo C en si mismo que lleva el disco
D? en el semiplano superior H2. De hecho, tal transformacion esta da-
da por

1+ww
c= ) =1,
(véase la figura 2.22).
B
HT
0
C o A éf
D2 o) 5B S0

Figura 2.22: Disco de Poincaré y semiplano superior.

Esta transformacion resulta ser una isometria entre el disco de
Poincaré¢ D? y Hi (véase el ejercicio 17). Ya que esta transformacion
analitica preserva angulos llevando circunferencias y rectas en circun-
ferencias y rectas, se sigue el siguiente resultado.

COROLARIO 2.44. Las geodésicas del disco de Poincaré son las
partes interiores de circunferencias ortogonales a la frontera de D?, o
bien didmetros de este disco como se muestra en la figura 2.23.

Para finalizar este capitulo obtendremos dos expresiones de la cur-
vatura geodésica, como consecuencia del ejemplo 2.29.

PROPOSICION 2.45. Sea S una superficie dotada de una parame-
trizacion ortogonal, con coordenadas (u,v). Si v(s) = p(u(s),v(s)) es
una curva diferenciable en la superficie S, donde s es el pardmetro por
longitud de arco, se tiene que

1 dv du do
hy= —— (G2 - B, %) + 22
9 9 JEG (G ds ds) + ds
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Po

Figura 2.23: Geodésicas en el disco de Poincaré D?.

donde ¢ es el dngulo entre el vector 4(t) y el vector ¢,.

Demostracion. Como {¢y, ¢,,n} es base de TS, tenemos que
vV =dp+vo, ¥y " =Apy+ By, +Cn,

donde A, B, C estan dados en (2.4). Por otro lado, como 7y esta para-
metrizada por longitud de arco, 1 = ||[¥'[|*> y (v",7') = 0, de modo
que

1=FEu?+Gv* y 0= AFEJ + BGv. (2.7)

Si ¢ es el angulo formado por el vector ¢, y 7/(t), entonces

/ !/ /
cosgp= Fw) _Apweu V)

Iy llleull VE

Al derivar tenemos

d¢_ " 1 / NS
sen gb% = VEuU" + ﬁ(Euu + Eu")u.

Observemos que

seng = /1 —cos?2¢ =1 — Eu? = VG,

por la primera ecuacion de (2.7), lo que indica que

d¢ \/E (u// E u 2

E, ,,
%—E +ﬁu +ﬁuv>.
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Recordando la expresion para el coeficiente A en (2.4), tenemos que

do vVE E G E
T = A— i —u 2 v
ds \/@)/( E"" T3g’ +2E““)
VE 1
= A+ (Gu@ — Evd_u) .
VG 2V EG ds ds
Para terminar la demostraciéon debemos mostrar que la curvatura geo-

désica k4 es igual al primer término de la altima expresion; en vista
de la ecuacion (2.5), debemos ver que

VE

VEG(AY — Bu') = N A;
/U/

o, en forma equivalente, que
G(Av? — Bu'v') = A.
Pero
G(Av”? — Bu'v') = AGv"? — BGu'v' = AGv™? + AEW? = A,
donde hemos usado las ecuaciones (2.7). Esto concluye la prueba. [

De la proposicion 2.45 se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 2.46 (Formula de Liouville). Con las hipdtesis de la
proposicion 2.45 se tiene la siguiente igualdad:
do
kg = (kg)ucos ¢+ (ky), sen ¢ + e
donde (k,). es la curvatura geodésica de las lineas asociadas al campo
vectorial ¢, y (kg), es la curvatura geodésica de las lineas asociadas
al campo vectorial p,.



96 2.4. GEODESICAS

Demostracion. Sea 7,(s) = (u(s),vp) una curva integral del campo
vectorial ¢,. Entonces dv/ds = 0 y u/(s) = 1/v/E, lo que implica que
la curvatura geodésica (k,), de v,(s) es

E,
2EVG’

ya que ¢ = 0. De igual forma, se tiene que la curvatura geodésica de
la curva coordenada 7,(s) = (ug, v(s)) es

G,
2GVE’

Al utilizar la féormula de la proposicion 2.45 se tiene que

du dv do
ky(s) = (k'g)u\/E£ + (kg)v GE + Is

Por otro lado, de la definiciéon del producto escalar obtenemos

E— = "(s), == ) = ||17/(s —
e = (Yo = e |2
dv ©u P
v = (V0.5 =Ivel |2
De esta manera, al sustituir en la ultima igualdad se llega a la

expresion
dg

ky(s) = (kg)ucos ¢+ (ky),sen ¢ + o

(kg>u - -

(kg)v =

COS ¢ = oS @,

sen ¢ = sen ¢.

lo que termina la prueba del corolario. [l

Ejercicios

1. Sean S una superficie diferenciable en R? y £ = £(¢) un campo
vectorial diferenciable unitario a lo largo de una curva suave
v :[a,b] — S, t € la,b].
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a) Demuestre que para cada punto () existe un nimero real
A = A(t) tal que

D¢
_— )\
o = Al ¢
donde n = n(t) es el vector normal a S en 7(t) y los

corchetes indican el producto vectorial.
b) Demuestre que \(t) = ky(t) en el punto y(t).

2. Demuestre que la curvatura geodésica en cada punto de una linea
asintotica es igual a su curvatura (véase la seccion 3.7 de [16]).

3. Demuestre que la derivada covariante de un campo vectorial a
lo largo de una curva parametrizada no depende de la extension
del campo (véase la observacion 2.3).

4. Sean S una superficie diferenciable y £(t), n(t) campos vectoria-
les diferenciables a lo largo de la curva v : [a,b] — S, t € [a,b].
Demuestre que

& o) = (G ) + (s, 51,

5. Demuestre que el lema 2.8 es vélido para superficies abstractas.

6. Demuestre que la definicion 2.20 es equivalente a la definicion
2.24.

7. Demuestre que la botella de Klein K? no es orientable (véase el
ejercicio 10¢ del capitulo 1).

8. Demuestre que la banda de Mébius infinita M?(cc0) no es orien-
table (véase el ejercicio 11 del capitulo 1).

9. Demuestre que el proyectivo CP' es orientable (véase el ejercicio
16 del capitulo 1).
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10. Calcule la curvatura geodésica de las siguientes curvas.

a) Una circunferencia de radio r contenida en una esfera de

radio R.
b) Una hélice u = cte. del helicoide

o(u,v) = (ucosv, usenv, av)

donde a > 0.

c¢) Los meridianos y paralelos de la superficie
o(u,v) = (ucosv, usenv, f(v)).

d) Los paralelos del toro de revoluciéon T? generados al hacer
girar alrededor del eje z los puntos (a + R,0) y (a, R).

11. Demuestre que la definicién de curvatura geodésica en una su-
perficie abstracta dada en la observacion 2.41 no depende de la
parametrizacion elegida.

12. Demuestre que dada una superficie inmersa en R3, una curva -y
en S es geodésica si y solo si la curvatura geodésica de v se anula
en cada punto: k,(t) = 0.

13. Halle las curvas geodésicas de las siguientes superficies:

a) Del helicoide dado en el ejercicio 10b.

b) Del cono circular recto (sin vértice) parametrizado por

o(r, @) = (rcos ¢sen p, rsen gsen pu, rcos )

donde r > 0, pu € (O, g)
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14.

15.

16.

17.

18.

Considere la superficie de revolucion del ejemplo 2.39. Usando el
hecho de que uf? = cte = ¢, demuestre que el sistema de ecua-
ciones diferenciales que define a las geodésicas en tal superficie
puede integrarse localmente para obtener la relacion

[ [rereer,
Flo) = /f(v)\/ flp - e

donde u = F(v).

Utilice la parametrizacion del paraboloide de revolucion z =
2? + 9% dada por

¢(u,v) = (veosu, vsenu, v?)

donde (u,v) € (0,27) x (0,00), la relacion de Clairaut y el ejer-
cicio 14, para demostrar que una geodésica de este paraboloide
se autointerseca una infinidad de veces.

Sean S una superficie en R* y V,, C S una vecindad conexa del
punto p € S. Demuestre que si el transporte paralelo no depende
de la curva que une a dos puntos arbitrarios ¢ y ¢ € V,, entonces
la curvatura gaussiana en tal vecindad se anula.

Demuestre que la transformacion
1+w
1—dw

2 = f(w)

es una isometrfa entre el disco de Poincaré D? y H2.

Demuestre que si todas las geodésicas de una superficie conexa
S se obtienen de su interseccién con algin plano, entonces toda
geodésica es linea de curvatura. Muestre ademés que todos los
puntos de la superficie son umbilicos, lo que prueba que tal su-
perficie es parte de un plano o de una esfera (véase la proposicion
3.4 en [7]).
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Figura 2.24: Geodésicas asintoticas en un hiperboloide.

19. Sean S el hiperboloide circular de una hoja 2% + y? — 2% = 1,
un punto p = (Zo, Yo, 20) € S tal que zg > 0y r = /22 + .
Considere la geodésica v = (t) que pasa por el punto p y hace
un angulo ¢ con el meridiano por p, de tal forma que la relacién
de Clairaut es r cos ¢ = 1. Demuestre que si se toma la direcciéon
tangente hacia abajo en tal geodésica, entonces (t) converge
asintoticamente a la geodésica a(t) = (cost,sent,0), como se
muestra en la figura.



CAPITULO 3

Superficies completas

En este capitulo definiremos la aplicacion exponencial asociada
a un punto p de una superficie S. Veremos que esta transformacion
establece una correspondencia biunivoca entre una vecindad de 0 en
el plano tangente 7,5 y una vecindad de p en S.

En particular, esta correspondencia nos permitira trasladar las
coordenadas usuales en el plano tangente (es decir, las coordenadas
cartesianas y las polares) a los puntos cercanos a p. Utilizaremos es-
tos sistemas de coordenadas para mostrar algunas propiedades de las
geodésicas de una superficie.

La aplicaciéon exponencial también nos permitird definir el con-
cepto de superficie geodésicamente completa. Basicamente, esto se re-
fiere a la posibilidad de extender cualquier geodésica indefinidamente.
Podemos decir entonces que éste es un concepto de completez desde
el punto de vista geométrico.

Por otro lado, mas adelante dotaremos a una superficie S de un
concepto de distancia intrinseca, con el fin de dar a S una estructura de
espacio métrico. Diremos entonces que S es completa si es un espacio
métrico completo relativo a esta distancia (véase el apéndice B).

El resultado principal de este capitulo, el Teorema de Hopf-Rinow,
mostrard la equivalencia entre los hechos de que una superficie sea
geodésicamente completa y de que sea completa como espacio métrico.

101
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3.1. La aplicacién exponencial

La aplicacion exponencial, que denotaremos por exp,, transforma
una vecindad de 0 € 7,5 en una vecindad de p en S. Intuitivamente,
el valor de exp,, en un vector § se obtiene tendiendo al vector sobre S.
Para esto, se considera una geodésica que parte de p en la direcciéon
de £ y se mide sobre ésta un segmento de longitud igual a ||£]| (véase
la figura 3.1).

Figura 3.1: La aplicaciéon exponencial.

Para formalizar esta idea necesitamos algunos resultados de la
teorfa de ecuaciones diferenciales. En ese sentido, esta seccion y la
siguiente contienen algunas afirmaciones cuya demostraciéon no sera
incluida aqui. Una magnifica referencia es [7].

Hasta ahora, hemos considerado a cada geodésica de manera in-
dividual. El primer resultado que analizaremos nos dice que dado un
punto p € S podemos coleccionar todas las geodésicas que pasan por
puntos cercanos a p en una sola aplicacion.

TEOREMA 3.1 ([7], Teorema la, pagina 300). Sea S una superficie
yp € S. Entonces existen niumeros €,0 > 0, una vecindad W de p en
S y una transformacion diferenciable

[': (=€) xU— S,

donde
U={ (38 |qeW, £€T,S, [£]l<d}
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de modo que para cada (q,&) € U, la curva I'(t,q,&) es la (unica)
geodésica que pasa por q con velocidad & en el instante t = 0. En
simbolos,

or D or

L0089 =9 5 0¢8)=¢ vy 5-1(¢8=0.

La transformacion I se llama el flujo geodésico en torno de p. Co-
mo su nombre lo indica, la existencia de I" es consecuencia del teorema
de existencia del flujo asociado a una ecuaciéon diferencial.

Intuitivamente, si recorremos una geodésica con menor velocidad,
podemos lograr que su intervalo de definicién sea mayor, y viceversa.
Establecemos esto formalmente como sigue.

PROPOSICION 3.2. Dado un mimeroa > 0, seanT : (—¢, e)xU —
S la transformacion dada en el Teorema 3.1 y (q,&) € U fijo. Entonces
la curva o : (—€/a,e/a) — S dada por

a(t) = T(at, q,¢)

es la unica geodésica tal que

a(0)=q¢ vy a(0)=a
Demostracion. Las igualdades a(0) = py o/(0) = a& son consecuencia
directa de la definicién de I' y de la regla de la cadena. Para mostrar
que « es una curva geodésica, vemos que

Do/ Dor

7 aaa(at,q,f’) =0.

]

En adelante utilizaremos la notacion (¢, ¢, ) para la geodésica que
pasa por un punto ¢ con vector velocidad & en el instante ¢ = 0. Con
esta notacion, la proposicion anterior dice que

v(t, q,a€) = ~(at, q,§).
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DEFINICION 3.3. Supongamos que (q,€) es tal que la geodésica
v(t,q,&) esta definida para t = 1. La imagen de £ bajo la aplicacién
exponencial en ¢, denotada por equ(ﬁ), es el punto en S dado por

exp,(§) = (1, ¢,%).

Observemos que

exp, (€) = _ (el ):( i)
p,(&) = v(1,4,¢) 7<“5” .§) =~ ||§||,q,||€|| :

La dltima expresion denota una geodésica con velocidad unitaria, de
modo que la longitud recorrida por dicha curva en el intervalo [0, [|£]]]
es precisamente ||£|| (véase de nuevo la figura 3.1).

OBSERVACION 3.4. Los resultados anteriores garantizan que para
cada p € S existe una vecindad de p en S y un numero ¢ > 0 tal
que para todo ¢ en dicha vecindad exp, esta definida al menos para
los vectores 7 tales que ||n|| < ¢’. En efecto, si en la proposicion 3.2
elegimos a < €, sabemos que la curva « correspondiente esta definida
parat = 1. Como «a(t) = v(t, q, af), tenemos que la geodésica y(t, q,n)
estd definida parat = 1si ¢ € Wy [[n|| < ad = 0. Ademas, exp, es
diferenciable en una vecindad de 0 € TS5, pues la transformacién I'
dada en la proposicion 3.1 lo es.

EJEMPLO 3.5. Consideremos el cono de la figura 3.2. En este caso,
las generatrices del cono son geodésicas que no pueden extenderse mas
alla del vértice, lo cual indica que para cada p la aplicaciéon exponencial
no esté definida en todo 7},S. >

El ejemplo anterior sugiere una definicion.
DEFINICION 3.6. Sea S una superficie y p € S. Entonces

1. S es geodésicamente completa en p si y solo si exp, esta
definida para cada £ € T),S.
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Figura 3.2: El cono y su aplicaciéon exponencial.

2. S es geodésicamente completa si y solo si es geodésicamente
completa en p para todo p € S.

Podemos parafrasear la definicion diciendo que una superficie S
es geodésicamente completa en p si y solo si toda geodésica que pase
por p se puede extender indefinidamente; es decir, tiene por dominio
a todo R.

EJEMPLO 3.7. Para R? provisto de la métrica g;;(z,y) = d;;, la
curvatura gaussiana es K(x,y) = 0 y los simbolos de Christoffel se
anulan, lo que implica que las curvas geodésicas del plano son las
rectas. Asi, el plano resulta ser un espacio geodésicamente completo,
ya que una recta parametrizada por longitud de arco esta definida
para todo valor del parametro. >

EJEMPLO 3.8. De acuerdo a la proposicion 2.37, las geodésicas
de la esfera coinciden con sus circulos maximos, lo que le hace una
superficie geodésicamente completa. >

EJEMPLO 3.9. En el ejemplo 2.15 presentamos al semiplano su-
perior H2. Al integrar las ecuaciones diferenciales de las geodésicas
(véase el ejemplo 2.42) y hacer y = y(x) se obtuvo la relacion

(x—c) 4y = +k

la cual corresponde a una circunferencia de radio v/¢2 + k con centro en
el punto (¢, 0) y que interseca ortogonalmente al eje z. Al parametrizar
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por longitud de arco, esta curva estd definida en R y converge a la
frontera ideal.

Podemos obtener otras geodésicas en este espacio haciendo x = cte.
En tal caso, al ser integrada la ecuacion diferencial correspondiente nos
da una solucion y(t) = Ae* que converge al eje x cuando t — —oo y
diverge a oo cuando t — oo.

Podemos resumir este analisis en el siguiente resultado.

TEOREMA 3.10. H? es geodésicamente completo.

COROLARIO 3.11. Tanto el disco de Poincaré D? como el plano
de Lobachevsky IL? son geodésicamente completos.

A continuacion estudiaremos con detalle las propiedades de la apli-
cacion exponencial.

PROPOSICION 3.12. Para cada p existe una vecindad W tal que
para todo ¢ € W, la aplicacion exponencial exp, es invertible en una
vecindad de 0 € T,S.

OBSERVACION 3.13. Observemos que para demostrar que cada
aplicacion exp,, es invertible podemos aplicar el teorema de la funcién
inversa. Formalmente, d(exp,)o : To(1,S) — 1S, aunque es claro
que podemos identificar Ty(7},S) con T,S. Bajo esta identificacion, si
n € 1,5, entonces

d d
dexpglo(n) = —expy(tn)| = —(1,q,t)
t=0 t=0
d
e _— t e
dtv( . ;1) » n,

lo cual muestra que d(exp,)o es la identidad. Usamos el teorema de
la funcién inversa para concluir que exp, es invertible localmente. Sin
embargo, la afirmaciéon de la proposiciéon es un poco mas fuerte, pues
garantiza la existencia de toda una vecindad de cada punto p € §
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donde la exponencial es invertible. La demostracion de este hecho de-
pende nuevamente del teorema de la funciéon inversa, esta vez aplicado
a la transformacion

exp:U — S x S, exp(q,§) = (¢q,exp,(§)),

donde U es la vecindad dada en el Teorema 3.1. El tnico detalle a
observar es que U es un conjunto de parejas (¢,§), donde ¢ € Sy
¢ € T,S. Necesitamos una versiéon del teorema de la funcion inversa
para espacios con dimension mayor que 2. Esta version del teorema
existe y puede aplicarse en este caso, pues la diferencial de exp )
(donde (0,0) € T,S x T,S) es de nuevo la identidad. Los detalles de
este argumento aparecen en [7].

EJEMPLO 3.14. En el caso de la esfera S, la aplicaciéon exponencial
exp,, esté definida para todo § € T,S?, aunque es claro que no puede
ser un difeomorfismo global. >

DEFINICION 3.15. Una vecindad W de p € S tal que exp, :
exp, YW) — W es un difeomorfismo se llamara una vecindad nor-
mal de p.

Con esta definicion, podemos parafrasear la proposicion 3.12 como
sigue.

PROPOSICION 3.16. Para todo p € S existe un abierto W tal que
es una vecindad normal de cada uno de sus puntos.

El hecho de la existencia de vecindades normales nos permite uti-
lizar a la aplicacion exponencial como una parametrizaciéon en torno
de un punto y definir algunos sistemas de coordenadas especiales.

DEFINICION 3.17. Sea W una vecindad normal dep € Sy W’ =
exp, ' (W). Entonces

1. Las coordenadas normales en W son las correspondientes a
las coordenadas cartesianas en W’.
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2. Sean § € W\{0}, A" = {t§& € W[t > 0} y A = exp,(A').
Las coordenadas polares geodésicas en I\ A son las corres-
pondientes a las coordenadas polares en W'\ A" (véase la figura

3.3).
S S
T,S
A\ . épp T @pp
p
Yy T
> ¢

a. b.

Figura 3.3: a. Coordenadas normales. b. Coordenadas polares geodé-
sicas.

También podemos utilizar la aplicaciéon exponencial para definir
ciertos subconjuntos de S en analogia con algunos subconjuntos del
plano.

DEFINICION 3.18. Sea W una vecindad normal de p € Sy (r, ¢)
el sistema de coordenadas polares geodésicas correspondiente. Una
geodésica radial que parte de p es la restriccion v : [0,e) — S
de una geodésica que pasa por p, representada en este sistema por
¢ = constante. Un circulo geodésico de radio r con centro en p es
la imagen bajo exp, de un circulo de radio r con centro en 0 € T,,S
y contenido en W, representada en este sistema por r = constante
(véase la figura 3.4).
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7,8

>

Figura 3.4: Geodésicas radiales y circulos geodésicos.

Consideremos un circulo geodésico C' de radio r con centro en p.
Observemos que debido a la definicion de la exponencial, la distancia
de p a cualquier punto de C' es precisamente r. Esto justifica el nombre
de circulo geodésico.

Sea W una vecindad normal de p; es decir, exp,, : exp, w) —-w
es una parametrizacion. Sean (r, ¢) las coordenadas polares geodésicas
con centro en p € S. Entonces es facil convencerse de que el coeficiente

0 0
0= (Lon, Lo,

de la primera forma fundamental en este sistema de coordenadas es
constante e igual a 1, pues este coeficiente mide la longitud de los
vectores tangentes a las curvas ¢ = constante, es decir, las geodésicas
con rapidez unitaria. De mayor interés es el siguiente resultado, que
puede interpretarse como el hecho de que los circulos geodésicos son
ortogonales a las geodésicas radiales.

PROPOSICION 3.19 (Lema de Gauss). Con la notacidn anterior,
se satisface

0 0
F(r,¢) = < exp,, ¢ 90 expp> =0.
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Demostracion. En la demostracion denotaremos ¢ = exp,. Como ya
hemos senalado, las curvas ¢ = constante son geodésicas con rapidez
unitaria, de modo que

E={pr, o) =1

Si derivamos esta expresion con respecto de ¢, tenemos que

(¢r,rg) = 0.

Por otro lado, como cada una de estas curvas es geodésica, tenemos
que su derivada covariante con respecto de r se anula:

D
—¢, = 0.
87’SO

Ahora, si derivamos F' = (g, ps) con respecto de r, tenemos

oF D
o <§0rr790¢> + <90rv‘:07’¢> = <§907“7§0¢> =0.

Esto nos dice que F' no depende de r. Recordando la definicién de ¢,
tenemos que

lim p(r, ) = p, por lo que lir% vy = 0.

r—0
De este modo,
HII(l) F(r,¢) = Hr%<g0r, ) = 0.

Como F no depende de r, tenemos que F' = 0.
O

Mas adelante utilizaremos el Lema de Gauss junto con la siguiente
propiedad de los coeficientes de la métrica en coordenadas polares.
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PROPOSICION 3.20. Sea W una vecindad normal y (r, ) las coor-
denadas polares geodésicas con centro en p. Sea

9, 0
G(’f’, ¢) = <8_¢ €XPp; 0_¢ epr> :

Entonces G satisface las condiciones

IimvG =0, lim VG _ 1.

r—0 r—0 8')“

Demostracion. Denotaremos ¢ = exp,. Si hacemos el cambio usual de
coordenadas polares a cartesianas (normales) x = rcos ¢, y = rsen ¢,
entonces

Or = COSP Py +SENP Py, Y Py = —TSend P, + 1 COS P P,
de modo que
G = (pg, py) = r*(Esen® ¢ + G cos® ¢ — 2F sen ¢ cos ¢),

donde E, F,G son los coeficientes de la métrica en coordenadas nor-
males. Como sen ¢, cos ¢ son funciones acotadas yenp, E=G =1y

F =0, se tiene que
lim VG = 0.

r—0
Usando de nuevo la expresion anterior para G se tiene la segunda
afirmacion de la proposicion. O]

3.2. El Teorema de Minding

El Teorema egregio de Gauss (Teorema 3.33 de [16]) prueba que
si dos superficies en R? son localmente isométricas, entonces tienen
la misma curvatura en los puntos correspondientes. El ejemplo a con-
tinuacion muestra que la afirmacion reciproca no es valida. Esto es,
que dos superficies tengan la misma curvatura alrededor de puntos
correspondientes no implica que sean localmente isométricas.
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EJEMPLO 3.21. Sea S; la superficie de revolucién logaritmica en
R3, obtenida al girar la curva z = u, z = Inu alrededor del eje z, y
cuya parametrizacion local estéd dada por

©1(u,v) = (ucosv,usenv, Inu)
definida en (u,v) € (0,00) x (0, 27).
Tenemos entonces que

1
(p1)u = <cosv,senv,—) vy (p1)y = (—usenv,ucosv,0),
u

lo que nos dice que la métrica en Sy es

ey = (15F % ).

u

El campo normal a S; se calcula directamente:

n = [(21)u: (1), _ ! (—cosv, —senw, u)

1[(p1)us ()]l V1 + 02

1
(wl)uu = (07 07 _E) )

(p1)uww = (—senwv,cosv,0),
(

(¢1)oe = (—ucosv,—usenv,0),

y ademas,

lo que implica que la segunda forma fundamental de S; es

((bnij(u,v))—(‘%m \ )

V14+u?

Consecuentemente, la curvatura en un punto (u,v) de Sy es

det(by)  —ma 1

B det(gi;) w2 (1+ %) T (14 w?)?

K(u,v)
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Por otro lado, consideremos la helicoide S, C R? parametrizada
mediante
o (U, ) = (ucosv,usenv,v).

No es dificil ver, mediante un calculo directo, que

(o@D = (o 4 )

es la métrica riemanniana de Sy en cada punto (@, v) y que la cur-
vatura esta dada por

1

K(@0) =~

De esta manera, S7 y Sy tienen la misma curvatura en los puntos
correspondientes bajo un cambio de coordenadas

u = u(u,v) u = u(u,v)
v ="v(u,v), v =1v(u,v)

Afirmamos que ni este cambio de coordenadas, ni cualquier otra
aplicacion de S7 en S, produce una isometria entre ellas (véase el
Teorema 2.43 y el Corolario 2.44 de [16]).

Una aplicaciéon entre S; y Sa que preserva la curvatura entre los
puntos correspondientes debera satisfacer la condicion

. N 1
_H:ﬁ?:Kmm:Kmmz—aqu

es decir,
1+ = £(1+u?)

2 son positivas, entonces

Ya que ambas cantidades 1 4+ 22 y 1 + u
1+ u? =1+ u?, lo que implica que @ = +u.
Por otro lado, la segunda coordenada v seria de la forma v =

(u, v), donde necesariamente %2 # 0, pues % £ 0.
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De esto obtenemos que la métrica (gs);; en Ss toma la forma

o= (L 0 N_(1 0
Pii= o 1+a )"\ 0 14+

de donde, el elemento de longitud de tal superficie seria

ds* = dw® + (1 +@*)dv* = du® + (1 + u?) ((%du + @dz)

ou Jv
~\ 2
— (1 + (1 +u?) (%) ) du® +2(1+u )?%dudv

o\’
+ (1 +u?) (%) dv*

De esta forma, para que la relacion dada fuera una isometria serfa nece-
sario que ds? = ds?, donde ds* = (1 + %) du?+u*dv? es el elemento de
longitud en Sy; es decir, es necesario que se cumplan simultaneamente
las igualdades

~\ 2
1+(1+u2)(%) = 1+%,

ov 0v

Au Ov

(1+u? (g;) = u’

Debido a que 7£ 0, se seguiria de la segunda ecuacion que 5°
Esto contradiria la primera de estas ecuaciones. Por lo tanto no es
posible definir una aplicaciéon de S; en S; tal que sea una isometria
local, atin cuando las superficies tengan la misma curvatura. >

L=0

El ejemplo precedente muestra que la afirmacion reciproca del Teo-
rema egregio de Gauss no se cumple en general; sin embargo, existe
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un caso importante donde es valida tal proposicion, las superficies con
curvatura gaussiana constante. El resultado se conoce como el Teore-
ma de isometria local 6 Teorema de Minding.

TEOREMA 3.22 (Minding). Una superficie diferenciable con cur-
vatura constante K es localmente isométrica:

1. al plano si K = 0.
2. a la esfera si K > 0.
3. al disco de Poincaré si K < 0.

Demostracion. Basta demostrar que cualesquiera dos superficies con
la misma curvatura constante K son localmente isométricas. Sean Sy
S dos superficies con curvatura constante K en los puntos p € Sy p S
S. Escojamos ahora bases ortonormales {ey, e;} C 1,5, {€1, e} CTj S
y consideremos una isometria lineal arbitraria L : T,,S — T5 S tal que
L(e1) = €1, L(ezy) = €3. Tomemos un sistema de coordenadas polares
en T,S con eje A"y definamos A = exp,(A’), A= expz(L(A’)), como
se muestra en la figura 3.5.

Definamos ademas la aplicacion f : V,, — V5 entre las vecindades
normales correspondientes V), y V5 alrededor de tales puntos, mediante

J =expzoLo (3}(ij1

Claramente, f sera una isometria local si y s6lo si los coeficientes de
la métricas de S y S en los puntos p y p son los mismos en ambos
sistemas de coordenadas polares (r,¢). Esto implicaria también que
dfp<€1) = 51, dfp(eg) = gg. _
Observemos que f esta definido solamente en V,,\ A y V5\ A, pero
por continuidad se puede extender a las vecindades dadas.
Procedamos entonces a determinar los coeficientes de la métrica
en las coordenadas (7, ¢). Para ello, utilizaremos el hecho de que los
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1,8 S
o 7,5
G > K

l €XDPp exp;

-

Figura 3.5: Construccion de la isometria local alrededor de p y p.

coeficientes de la métrica en coordenadas polares (r, ¢) satisfacen las
condiciones

E=1 F=0, 111%\/5:0, h’ma\/azl;

r—0 87”

(véase el Lema de Gauss 3.19 y la proposicion 3.20).
Por otro lado, la curvatura gaussiana se escribe en términos de
estas coordenadas como (véase el ejercicio 2 de este capitulo)

1 VG
VG Or?

= 0. Tenemos los siguientes
Casos.

1. K =0.

VG _
62

%é = h(¢), donde h es una funcion de ¢. Usando las condiciones

En este caso la ecuaciéon es

= 0, que al integrar nos da
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sobre los coeficientes de la métrica, se tiene que h(¢) = 1. De
esta forma, VG = r + g(¢), donde g(¢) es una funcion de ¢.

Esto implica que g(¢) = lim, o VG = 0 y consecuentemente
G =2

De esta manera, si K = 0, los coeficientes de la métrica son
E=1 F=0, G=r?
como en el caso plano.

2. K>0.

En tal caso, la soluciéon general de la ecuacion de curvatura es

VG = h(g) cos(VEr) + g() sen(vVEr)

De acuerdo a las condiciones sobre los coeficientes, mediante
un proceso analogo al del primer caso, se puede comprobar que

h¢) =0y g(¢) =1/VK.

De esta manera los coeficientes de la métrica quedan

1
E=1 F=0 G=——sen*(VKr
Vi VR

como en el caso de una esfera.

3. K <.

En este caso, la solucion general de la ecuacion de curvatura es
VG = h() cosh(vV—Kr) + g(¢) senh(vV—Kr)

y usando las condiciones sobre los coeficientes de la métrica,
tenemos que

Ezl, F:O’ G:

1 2
N senh?(v/—Kr).

de igual forma que en un hiperboloide.
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Ya que los coeficientes son invariantes bajo f (debido a que L es
una isometria lineal), se sigue de la observacion 1.47 que f es una
isometria local, lo que termina la prueba. [l

3.3. Geodésicas y curvas minimizantes

DEFINICION 3.23. Sea a : I — S una curva diferenciable por
partes. a es una curva minimizante si para cada ty,t; € I, la longi-
tud de a es menor o igual que la longitud de cualquier otra curva que
una «a(ty) con a(ts).

En esta secciéon analizaremos la relacion entre los conceptos de cur-
va geodésica y curva minimizante. En el siguiente resultado utilizare-
mos el sistema de coordenadas polares geodésicas para establecer que,
al menos localmente, las geodésicas son minimizantes.

PROPOSICION 3.24. Sea S una superficie y p € S. Entonces exis-
te una vecindad W de p tal que para cada pareja q,q € W existe una
geodésica v en W que une q con q tal que

((y) < (),

donde a es cualquier otra curva que une q con . La igualdad vale si
y solo si v es una reparametrizacion de . En otras palabras, ((7y) =
d(q,q)-
Demostracion. Dado p € S, la proposicion 3.16 garantiza la existencia
de una vecindad W de p en S que es una vecindad normal de cada
uno de sus puntos. Podemos suponer que W contiene a la cerradura
de una bola geodésica B = B(q, ) para cada ¢ € W. Observemos que
B es estrellada; es decir, para cada ¢ € B existe un segmento de
geodésica radial v que une ¢ con ¢ y que esta totalmente contenido
en B. En este contexto, sean (r, ¢) las coordenadas polares geodésicas
definidas en W'\ 7.

Analizaremos qué ocurre con las curvas a que unen q con ¢, clasi-
ficandolas en tres casos.
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1. Supongamos primero que la imagen de « esta contenida en W\ 7.
Entonces a : (0,a) — S queda parametrizada por (r(t), ¢(t))
(véase la figura 3.6 a). Sean € > 0 y «, la restriccion de « al
intervalo [0+ €,a — €.

a(to) 4

a. b. C.

Figura 3.6: Existencia de geodésicas minimizantes.

Se cumple entonces que

o) = / \/f2+Gq52dt2/ 7| dt
O+e€ O+e
2/ rdt =r(a—e)—r(0+e).
O+e€

Al hacer tender € a 0, tenemos que

) = r(a) = 7r(0) = £(7)-

La igualdad ocurre si y s6lo si ¢ = 0y 7 > 0; es decir, si ¢ es
constante (de hecho, ¢ = 0) y r(t) es una funcion creciente, de
modo que a no es mas que una reparametrizacion de .

2. Supongamos ahora que la imagen de « esté contenida en W, pero
que « puede cortar varias veces a y (véase la figura 3.6 b). Si la
imagen de a no coincide con la imagen de v, entonces podemos
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aplicar el argumento anterior a cada uno de los subintervalos de
[0, a] donde las imagenes difieran. En este caso, £(«) > £(7).

3. Finalmente, supongamos que la imagen de « sale de W, de modo
que « sale de la bola B por primera vez en «(tg) (véase la figura
3.6 ¢). Denotamos por a; el segmento de o que va de p a a(ty).
Por la primera parte de la demostracion, para el punto a(ty)
existe una geodésica radial minimizante ~;. Entonces

() > (o) = U(m) = 6 = £(7).

Esto concluye la prueba. O]

OBSERVACION 3.25. En general, no ocurre que las geodésicas
sean minimizantes en todo su dominio. Por ejemplo, las geodésicas
que parten de un punto p de una esfera sélo minimizan la longitud de
arco antes del punto antipoda —p.

Ahora veremos una especie de reciproco de la proposicion ante-
rior; a saber, que cualquier curva minimizante es necesariamente una
geodésica.

PROPOSICION 3.26. Sea o : [0,a] — S una curva regular, dife-
renciable por partes y parametrizada por longitud de arco. Si « es una
curva minimizante, entonces a es una geodésica.

Demostracion. Supongamos primero que « es diferenciable en todo
0, a]. Mostraremos que para cada punto p = «a(sg), so € (0,a), existe
e > 0 tal que « es geodésica en (sg — €, g + €).

Sea W una vecindad normal de py ¢ = a(s) € W. Si v es la geodé-
sica radial que une p con ¢, entonces ¢(«) = ¢(7) y por la proposicion
3.24 las imagenes de « y  coinciden en el intervalo (sg,s). Como «
esta parametrizada por longitud de arco, « es geodésica en (s, s). Por
continuidad, « es geodésica en [sy, .
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Ahora supongamos que existe una particion 0 =ty < t; < -+ <
t, = a de [0, a] tal que « es diferenciable en cada subintervalo (¢;_1, ;).
Mostraremos que « no tiene “picos” en los puntos ¢;, 2 =1,..., k — 1.

Sea W una vecindad de p = a(t;) que es vecindad normal de cada
uno de sus puntos y sea € > 0 tal que los puntos ¢ = «(t; —€) y
G = a(t; +€) estén en W. Sea v la geodésica radial (minimizante) que
une g con §. Entonces /() < ¢(«) en (t; — €,t; + €); pero por hipotesis
se cumple la desigualdad ¢(a) < ¢(v), de modo que la proposiciéon
3.24 implica que las imégenes de « y 7 coinciden y que « es regular
en t;. ]

3.4. Las superficies como espacios métricos

En esta seccion estudiaremos a las superficies desde el punto de
vista de los espacios métricos'; es decir, definiremos una distancia
intrinseca en una superficie S.

Recordemos que dados dos puntos p, g en R? el segmento de recta
que los une tiene la menor entre todas las longitudes de las curvas
que unen estos dos puntos y ademés dicha longitud es la distancia
(euclidiana) entre p y q.

Podemos aprovechar esta idea para una superficie conexa S. Dados
dos puntos p,q € S, consideremos el conjunto de todas las curvas
« diferenciables por partes que unen p con ¢. Podemos calcular la
longitud de cada una de estas curvas, que denotamos por £(c).

DEFINICION 3.27. La distancia intrinseca entre dos puntos p, ¢
de una superficie S es el infimo de las longitudes de las curvas dife-
renciables por partes que unen p con ¢; en simbolos,

d(p,q) = inf{ ¢(a) | & une p con q }.

'En el apéndice B al final de esta obra incluimos las definiciones y propiedades
basicas de los espacios métricos.
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LEMA 3.28. La distancia intrinseca arriba definida es realmente una
distancia; es decir, satisface las propiedades establecidas en la defini-
cion B.4.

Demostracion. Es claro que d satisface las dos primeras propiedades de
la definicion, por lo que basta demostrar la desigualdad del tridngulo,

d(p,r) < d(p,q) +d(q,r).

Sean oy, una curva que une p con g y ¢y, Una curva que une ¢ con 7.
Denotamos por oy, a la curva definida al recorrer primero oy, y luego
agr. Es claro que

d(p, ) < U apr) = Lapg) + ag),

de donde
d(p,r) — g(aqr) < é(apq)-

Como «a,, es una curva arbitraria que une p con ¢, esto implica que
d(p,r) — l(ag) < d(p,q).

Anélogamente, como ay, es arbitraria, obtenemos que

d(p, T) - d(Q: T) < d(pa Q>7

de donde se sigue la desigualdad del triangulo. O]

OBSERVACION 3.29. Si una curva « que une p con ¢ satisface
((a) = d(p, q), la proposicion 3.26 implica que « es una geodésica.

DEFINICION 3.30. Una superficie S es completa si lo es con
respecto de la distancia intrinseca; es decir, si (S,d) es un espacio
métrico completo.

Antes de enunciar y demostrar el resultado principal del capitulo,
destacaremos en el siguiente lema el paso crucial de la demostracion.
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LEMA 3.31. Dada una superficie S, si existe p tal que S es geodési-
camente completa en p, entonces para todo q € S existe una geodésica
v que une p con q tal que

d(p, q) = £(7).

Demostracion. La demostracion consiste en una “buena” eleccion de
la direccion inicial de una geodésica que parte de p con la intenciéon
de pasar por ¢g. Sea B(p,d) una bola con centro en p contenida en
una vecindad normal de p y supongamos que ¢ &€ B(p, ), pues de lo
contrario basta elegir una geodésica radial. Si S(p, d) denota la frontera
de B(p, ), entonces la funcion f : S(p,0) — R dada por f(s) = d(s,q)
es continua y S(p,d) es compacta, de modo que f alcanza su valor
minimo en algin punto r € S(p, ). Sea ~(t) la geodésica con rapidez
unitaria que pasa por r. Probaremos que

d(p,q) = d(p,r) +d(r,q).

La desigualdad del tridngulo garantiza que el lado izquierdo es menor
o igual que el lado derecho. Para mostrar la otra desigualdad, observe-
mos que si (v es una curva que une p con ¢, ésta corta a S(p,d) en algin
punto que descompone a « en dos partes a; y as. Tenemos entonces
que

Ua) =l(ay) + l(ag) > 0 +d(r,q) = d(p,7) + d(r,q).

Al considerar el infimo del lado izquierdo obtenemos la desigualdad
requerida.

Afirmamos que 7 es la geodésica minimizante que une p con gq.
Para mostrar esto, veremos que el conjunto

A={tel0,dpq)]|dr(1),q) =dp,q —1t}

contiene al ntimero d(p, q), de modo que y(d(p,q)) = g. Observemos
que A es no vacio (0 € A) y que por definicion esté acotado superior-
mente, de modo que t, = sup A existe. Como las funciones implicadas
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en la definicién de A son continuas, A es cerrado y por tanto ¢, € A.
Supondremos que ty < d(p,q) y llegaremos a una contradiccion.

Sea p' = 7(tp). Como en el caso de p, sea B(p',4") una bola con
centro en p’ contenida en una vecindad normal de p'. Si S(p', ') denota
a la frontera de B(p', "), entonces la funcion f: S(p',d") — R, f(s) =
d(s,q), alcanza su minimo en un punto ’ € S(p', d’). Sea o la geodésica
con rapidez unitaria que une y(ty) con 1’ (véase la figura 3.7).

Figura 3.7: Busqueda de una geodésica minimizante.

Con un razonamiento analogo al realizado para p,
d(p',q) = d(p',r') + d(r',q) = &' +d(r', ).
Por otro lado, como ty € A,
d(p',q) = d(p, q) — to.
De estas ecuaciones obtenemos que
d(p.q) — d(r',q) = &' + to.
Al aplicar la desigualdad del tridngulo, obtenemos que
d(p,r") > 8 +ty.

Pero el lado derecho es precisamente la longitud de la curva 7| 4
unida a ol g]. Asi, esta curva minimiza la distancia entre p y ', por
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lo que no puede quebrarse (proposicion 3.26). Esto dice que podemos
extender el dominio de 7y a [0, %y + ¢']. Pero entonces r’' = y(ty +d') y

d(y(to+9"),q) = d(r',q) = d(p,q) — d(p,7") = d(p,q) — (to + '),

de modo que ty+ ¢’ € A, lo que contradice la eleccion de tg y concluye
la demostracion. O

TEOREMA 3.32 (Hopf-Rinow). Sea S una superficie coneza en R3.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. S es completa (como espacio métrico).
2. S es geodésicamente completa.
3. Existe p tal que S es geodésicamente completa en p.

4. (Condiciéon de Heine-Borel) Todo conjunto cerrado y acotado
en S es compacto.

Demostracion. Supongamos que S es completa. Sea 7y : [0,b) — S una
geodésica. Queremos demostrar que 7 se puede extender a b. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ||7/|| = 1. Si {t;} es una
sucesion en [0,b) tal que t; — b, entonces la sucesion {v(t;)} es de
Cauchy en (S, d), pues

d(y(ti),v(t5)) < [ti — ;]

y {t:} es convergente. Como (5,d) es un espacio métrico completo,
{~7(t;)} converge a algin punto p € S. Es claro que si {t;} es otra
sucesion en [0, b) tal que t; — b, {~(#;)} también converge a p, pues

d(y(t:),7(t) < [t — ]

Esto nos dice que v se puede extender como 7y(b) = p.
La segunda implicacion es clara. Supongamos ahora que S es geo-
désicamente completa en p y sea A un conjunto cerrado y acotado
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en S. Por el Lema 3.31, sabemos que para cada ¢ € A existe una
geodésica minimizante 7, que une p con ¢, tal que ¢(v,) = d(p, q). Por
otro lado, como A esta acotado, existe r € S tal que d(r,q) < ¢ para
algtin niamero § > 0. La desigualdad del triangulo implica que

d(p,q) < d(p,r)+6 =10

para todo ¢ € A. Esto dice que A esta contenido en una bola B(p, d’).
Pero entonces

A Cexp,(B(0,4)),
donde B(0,¢") es la bola con centro en 0 y radio ¢’ en 7,S. Como

B(0,¢’) es un conjunto compacto y la aplicacion exp, es continua,

K = exp,(B(0,0")) es un conjunto compacto. Como A es cerrado y
A C K, A es compacto. L

Finalmente, sea {p;} una sucesion de Cauchy en S. Entonces {p;}
es un conjunto cerrado y acotado, por tanto compacto. Esto implica
que la sucesion debe tener una subsucesion convergente a un punto
p € S. Como la sucesion es de Cauchy, es facil ver que toda la sucesion
converge a p. [

COROLARIO 3.33. Una superficie compacta es completa.

Demostracion. Es claro que la condiciéon de Heine-Borel se satisface
en este caso. [

Ejercicios

1. Demuestre que en una superficie con curvatura constante, los
circulos geodésicos tienen curvatura geodésica constante.

2. Demuestre que la expresion para la curvatura gaussiana K en
coordenadas polares geodésicas esta dada por

\/57‘7‘

K:_ y
VG
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donde G(r, ¢) es el tercer coeficiente de la primera forma funda-
mental.

3. Muestre que las ecuaciones de las geodésicas en coordenadas
polares geodésicas estan dadas por

r”—%Gr(gb’)z — 07
¢+ G + 1R = .

4. Muestre que en un sistema de coordenadas normales con centro
en p € S, todos los simbolos de Christoffel se anulan en p.

5. Un difeomorfismo F': S; — S5 es una aplicaciéon geodésica si
y sOlo si para cada curva y geodésica en S; se tiene que la curva
imagen F' o~y es una geodésica en Sy. Muestre que si F' es una
aplicacion geodésica conforme, entonces existe A constante tal
que para todo p € S, ,n € T,,S; se tiene que

(€& mp = MdFy(8), de(n»F(p)'

6. Considere el semiplano superior H2 = {(z,y) € R*|y > 0}
dotado con la métrica

Demuestre que la longitud de los vectores es arbitrariamente
grande cuando estan proximos de la frontera de H2 . Demuestre
que este espacio no es completo probando el hecho de que la
longitud del segmento de recta vertical (0,¢), con 0 < t < 1,
tiende a 2 si t — 0.

aate.) = ( o

<= O

7. Sea S una superficie completa y p € S. Muestre que S\ {p} no
es completa. En general, sea K un subconjunto no vacio, cerrado
de S tal que S\ K es conexo. Muestre que S\ K no es completa.
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8. Un rayo geodésico en S desde un punto p € S es una geodé-
sica v : [0,00) — S tal que 4(0) = p con la propiedad de que
para todo t € [0,00), la restriccion de v a [0, 1] es la geodésica
minimizante entre p y 7y(t). Muestre que si S es una superficie
completa conexa y no compacta, entonces para cada p € S existe
un rayo desde p.

9. La energia E de una curva « : [a,b] — S esta dada por

b
B(@)= [ la'(0)]F

a) Muestre que £(a)? < (b —a)E(a) y que la igualdad vale si
y solo si « estd parametrizada de forma proporcional a la
longitud de arco.

b) Si v es una geodésica minimizante que une p = y(a) con
q = 7v(b) y a es cualquier otra curva que une estos puntos,
muestre que E(v) < E(a) y que la igualdad vale si y solo
si a es una geodésica minimizante.



CAPITULO 4

Isometrias de formas espaciales

Una forma espacial de dimension 2 es una superficie conexa con
curvatura gaussiana constante. El Teorema de Minding obtenido en
el capitulo anterior (Teorema 3.22) garantiza que una forma espacial
es localmente isométrica al plano, a la esfera S? o bien al disco de
Poincaré, dependiendo de que la curvatura sea nula, positiva o nega-
tiva, respectivamente.!

En los capitulos anteriores analizamos estos “modelos” de super-
ficies con detalle; ahora queremos estudiar las transformaciones que
llevan cada una de estas superficies en si misma y que preservan la
métrica correspondiente; es decir, analizaremos las isometrias de estas
formas espaciales.

Primero veremos qué ocurre con estas transformaciones en R”,
para luego analizar el caso en que el espacio en cuestion admite cierta
estructura compleja.

En el caso del disco de Poincaré, utilizaremos con frecuencia sus
similares isométricos, el semiplano superior y el hiperboloide LL2.

1Un resultado fundamental de la geometria muestra que el plano, la esfera y
el disco de Poincaré son las tnicas formas espaciales simplemente conexas. La
demostracion de este hecho puede consultarse en [2].

129
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4.1. Difeomorfismos de R"

Comencemos con el caso K = 0, estableciendo algunas definiciones
en el caso general de R™. Dadas dos regiones (2,25 C R", un difeo-
morfismo entre ellas es una transformacion ¢ : €2y — €y diferenciable
con inversa ¢! : Qy — Q; diferenciable.

EJEMPLO 4.1. Considérense dos copias del plano R?, una de las
cuales esta provista con coordenadas polares (r, ¢) y la otra con coor-
denadas cartesianas (z,y). Definamos los conjuntos

0 = {(r,d)) ‘ O<r<R,O<¢<g }
QW = {(zy) |0<®+y" <R z,y>0 }.
Entonces la relacién de cambio de coordenadas

T=7rcos¢ y y=rsenqo

es un difeomorfismo de 2; en €2y, con una inversa definida mediante

las reglas
r=+\r>4+y> y ¢= arctan 2.
x

Esta transformacion lleva el rectangulo €2; en el sector circular §2,
(véase la figura 4.1). Los segmentos horizontales ¢ en Q; son llevados
en radios £ contenidos en (25 que parten del origen. >

Observemos que un difeomorfismo ¢ : 2 — €2 de una regién en
sf misma es simplemente un cambio de coordenadas en 2. Definimos
ahora el conjunto de transformaciones de una regiéon €2 por

Dif(Q2) = {¢:Q— Q| ¢ esun difeomorfismo }

= {¢:92— Q] ¢ esun cambio de coordenadas en ( }

LEMA 4.2. Dada una region Q C R", el conjunto Dif(2) es un grupo
no conmutativo bajo la composicion de transformaciones.
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Figura 4.1: Geometria de las coordenadas polares.

Demostracion. Es claro que la composicion de difeomorfismos es de
nuevo un difeomorfismo, lo cual implica que Dif(£2) es cerrado bajo la
composicion. Ademas, la identidad I : 2 — € pertenece a Dif(£2) y
cada ¢ € Dif() tiene su inverso, a saber, ! Las demés propiedades
de grupo pueden verificarse facilmente. En general, ®if({2) no es con-
mutativo, pues la composicion de transformaciones no es conmutati-
va. O

Dada una region 2 C R”, existen ciertas transformaciones en (2
que en conjunto resultan ser subgrupos de Dif(£2).

De hecho, uno de los problemas mas interesantes en las matema-
ticas consiste en estudiar los subgrupos de transformaciones de una
region € e identificarlos (mediante isomorfismos de grupos) con grupos
que podemos reconocer rapidamente. Esta identificacion se llama una
representacion del subgrupo de transformaciones. A continuaciéon
daremos algunos ejemplos de esta situacion.

EJEMPLO 4.3. Sean u',...,u" un sistema de coordenadas carte-
sianas en R" y £ € R™ un vector fijo con coordenadas (£,...,&").
Definimos una transformacion 7 como

Tg(ul,...,u”) = (ul—i—fl,...,u”—i—fn);

esta transformacion es una traslacion de R"™ mediante el vector &.
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Sea T(R") = { Tz : R® — R" | £ € R™ } el conjunto de trasla-
ciones de R". Si T; y T, son dos traslaciones, podemos considerar su
composicion, dada por

(Te o Ty)(u) = Te(Ty(u) = Te(u+n)
= (u+n)+&=u+n+& =The(u)

donde u = (u',...,u"). Esto es, si T, T,, € T(R™), entonces
TeoTy =Thre =Tery =Ty o T

es decir, la composiciéon corresponde a una suma de vectores en R™.
Para calcular el inverso de cualquier traslacion se procede de la
manera siguiente. Tenemos que T¢ o1, = I = Tj siy s6lo si Tei, = Tp,
lo que a su vez ocurre si y so6lo si & +7n =0, con lo que n = —¢§ y por
tanto
Tgl =T, o Tgl(u) =u—¢.

De las relaciones Tz o T, = T, 1¢, Tgl = T_¢ se tiene que el grupo
T(R™) es isomorfo al grupo aditivo de vectores R™.

El isomorfismo

¢ : T(R") — R"
estda dado por ¢(T) = &. >

En el ejemplo 4.3 fue explicito el isomorfismo entre el subgrupo
de transformaciones y el grupo que lo representa, siendo este tltimo
méas comodo y practico. En los siguientes ejemplos se puede seguir el
mismo procedimiento.

EJEMPLO 4.4. Sea A € R un numero real diferente de cero; con-
sidere la transformacion T : R™ — R", definida por

r=T\(u) = \u.
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Para cada nimero real A # 0, T\ define una homotecia de R".

Sea
HR")={T\:R" — R" | T\ es homotecia }.

Es claro que H(R™) es un grupo bajo la composicion. De hecho, si
Ty, T, € H(R"), entonces su composicion es

(Th o To)(y) = TM(Tu(y) = Ta(ny) = Ay
Esto claramente implica la igualdad
T)\OTPL:TA#: 75 :T#OT)\;

es decir, H(R™) es un grupo abeliano (conmutativo).

Para calcular la inversa de T}, se tiene que
T)\ O TM =] = Tl

si y s6lo si
Th=T\, o Ap=1,

lo que equivale a que p = 1/, es decir,
T =T

Ya que cada ntmero real distinto de cero define una homotecia en
R™ y se cumplen las igualdades

T)\OTM:T)\H y T;lZTl/)\,

se tiene un isomorfismo entre los grupos H(R™) y R\ {0} (provisto del
producto de nimeros reales) definido mediante la regla

T)\l—>)\.
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EJEMPLO 4.5. Si L, : R? — R? es una transformacion lineal en
R? y consideramos las coordenadas respecto de la base canodnica, L 4
esta dada por las reglas

' = au' 4 bu?
2?2 = cu' + du?

o matricialmente,
'\ [ a b ul
22 ) \ec d u? )
Es decir, L4 tiene asociada la siguiente matriz con respecto de la base

canonica de R?:
a b
A ( o b ) |

Si Ly : R?2 — R? es otra transformacion lineal que se escribe con
respecto de la base candnica como

es decir, L4 tiene asociada la matriz

a/ b/
A= ( J o d ) )
entonces la composicion L4 o Ly : R? — R? esta dada por
' = (ad + b )yt + (ab' + bd')y?
z? = (ca' + dd)y' + (b + dd')y?

y tal transformacion tiene asociada la matriz producto

, [ a b a v
AA_(C d><c’ d’>
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es decir
LaoLa = Laa

De esta forma, si se define el grupo
LR*) ={ Ly : R? = R?*| Ly es lineal e invertible },
se tiene que L£(R?) es isomorfo al grupo de matrices invertibles
GL(2,R) = {A € M(2,R)| det A # 0}.

El isomorfismo

¢ : L(R?*) — GL(2,R)

asocia a cada L4 la matriz invertible A que representa a L4 con res-
pecto de la base candnica. De las relaciones

LA o} LA/ = LAA’ y LAjl = LA—I

se concluye la prueba de la afirmacion.

El grupo de matrices invertibles GL(2,R) se llama el grupo lineal
general real a dimension 2. En general, el grupo de isomorfismos
lineales

LR")={ Ls:R" —R"| Ly es isomorfismo }
se representa con el grupo lineal general real a dimensiéon n
GL(n,R)={ Ae M(n,R) | det A#0}. >

Otro grupo importante es el formado por transformaciones que son
una composicion de un isomorfismo lineal y de una traslacion.

EJEMPLO 4.6. Scan A € GL(n,R) una matriz invertible y £ € R”

un vector arbitrario. Denotemos por

L(A@ . Rn — Rn
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la transformacion dada por L4 ¢)(z) = Az + .

Si (B,n) es otra pareja de una matriz invertible y un vector, que
caracteriza a la transformacion Lp,)(y) = By + n, entonces la com-
posicion de ambas estéd dada por

Ly © Liag(u) = Lpy(Au+§) = B(Au+&) +1
= BAu+ (B§+1n) = L(a,Betn) (W0);
en otras palabras, tal composiciéon genera una operaciéon producto en

el conjunto
G ={(A,€)| A € GL(n,R), ¢ € ")

mediante la regla
(B,n)(A,§) = (BA, BS +1).

El conjunto G junto con este producto recibe el nombre de produc-
to semidirecto. Es claro que el elemento identidad en tal producto G
esta dado por (7,0), donde I es la matriz identidad. Asi, para calcular
el inverso del elemento (A, &), denotado por (B,7) es necesario que

(1,0) = (B,n)(A,§) = (BA, BE + 1)

o de manera equivalente BA = I, B¢ +n = 0, lo que nos lleva a que
B = A"! y n = —B£. En consecuencia,

(Avf)_l = (A_lv _A_lg)'

Por esto, para la transformacion L4 ¢) se tiene que su inversa esta
definida mediante

-1
L(A,g) = Lia-1-a-1¢)

De esta manera, el grupo de transformaciones de R"
F={Lg(x)=Az+&|AeGL(n,R), € R"}

cuyos elementos son composiciéon de un isomorfismo y una traslacion,
es isomorfo al grupo G provisto con la operaciéon mencionada. >
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Los ejemplos aqui mencionados son sencillos. En general, el proble-
ma de representar a un grupo particular de transformaciones de una
region es dificil. Nos ocuparemos mas adelante de este tipo de proble-
mas para grupos de transformaciones que preservan ciertas caracteris-
ticas geométricas de una region.

4.2. Isometrias de R"

Caracterizamos en esta parte al grupo de transformaciones que
preservan la longitud (distancia) en el espacio euclidiano R™.

DEFINICION 4.7. Sea L : R" — R™ una transformacion lineal.

1. L es una isometria lineal de R" si y s6lo si preserva la norma
de los vectores; esto es, para todo & € R" se tiene que

LI = TI¢]l

2. L preserva el producto escalar euclidiano si y sélo si para
toda pareja de vectores &1, & € R™ se tiene que

(L(&1), L(&)) = (&1, &) (4.1)

LEMA 4.8. Una isometria lineal L preserva el producto escalar eucli-
diano. Reciprocamente, si una transformacion lineal preserva el pro-
ducto escalar euclidiano entonces es una isometria lineal.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de las igualdades

2(L(&), L(&)) = (L(&) — L(&), L(&) — L(&))
—(L(&1), L(&1)) — (L(&2), L(&2))
= [IL(&) = LI = LI = [1L(&)I*
= [IL(& = &I = [ILE)II* = [|L(&)IP?
= [l& =&l = [1&ll”* = &l
= (& — &4 — &) — (6.&) — (&,8)
= 2(6,&)
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La otra afirmacién es inmediata. O

Sea L : R" — R" una transformacion lineal que preserva el pro-
ducto escalar euclidiano, que se escribe como L(§) = A¢. Entonces la
relacion (L(§), L(n)) = (£,n) se cumple para toda pareja de vectores
en R” si y solamente si

'€ = (An)T AL = nT ATAE = (AT A)¢
Por lo tanto, L es una isometria de R™ si
IT=ATA=AAT,

La matriz A cumple que det(ATA) = 1, es decir, (det A)?> =1, lo
que implica que det A = +1. En particular, A es invertible; es decir,

A € GL(n,R).
DEFINICION 4.9. Una matriz A € GL(n,R) tal que
ATA=1
se llamara ortogonal. Al conjunto de matrices
O(n) = {A € GL(n,R) | ATA =1}

se le llama el grupo ortogonal a dimension n.

Una matriz A € O(n) es propia si y solo si det A = 1. El conjunto
de matrices ortogonales propias se llama el grupo especial ortogo-
nal a dimensiéon n y se le denota por SO(n); esto es,

SO(n) ={A € O(n)| det A = 1}.
OBSERVACION 4.10. SO(n) es un subgrupo normal de Q(n).

OBSERVACION 4.11. La condicién AT A = I implica que los vec-
tores columna de la matriz A conforman una base ortonormal de R".
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Si consideramos el epimorfismo entre los grupos O(n) y Zs =
{—1,1} definido por el determinante

det : O(n) — Zs,

entonces su nucleo es ker(det) = SO(n). Por el primer teorema de
isomorfismo de grupos se tiene

O(n)
SO(n)

= ZQ)

lo que nos dice que Q(n) es topologicamente una unién disconexa de
dos copias de SO(n). Ademas, ya que SO(n) es conexo, entonces

dim SO(n) = dim O(n).

Pasamos ahora a la definicion general formal de una isometria del
espacio euclidiano R" imponiendo la condicion (4.1) sobre la derivada
de la transformacion en cada punto. Conviene que el lector compare
esto con la definicion anterior de isometria para superficies (véase la
definicion 1.44).

DEFINICION 4.12. Un difeomorfismo ¢ : © — Q de la region
Q C R", se llamara una isometria de {2, cuando para cada punto
p € ) se cumpla que

{depp(€), dpp(n)) = (& m)- (4.2)

para cualesquiera &, € R".

En términos de coordenadas, si la transformacion ¢ tiene la forma
i (g1 _
r=a'(u'y.. . u"),i=1,...,ny

ox’
4= (m)
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es la matriz Jacobiana de la transformaciéon ¢ en el punto p, entonces
¢ es una isometria en Q si y solo si I = AT A para cada p € Q; es

decir,
"L (02" ozt
6:) = <8u1> Oke (%) ;
k=1 P P

donde (0;;) = I es la matriz identidad.

Un resultado importante y evidente es el siguiente.

LEMA 4.13. Dada una region 2 C R™ provista con el producto es-
calar euclidiano, el conjunto de isometrias de £ es un grupo bajo la
operacion de composicion.

El siguiente lema nos dice que las isometrias de R™ que dejan fijo
al origen son necesariamente lineales.

LEMA 4.14. Si ¢ : R" — R"™ es una isometria tal que p(0) = 0,
entonces es una transformacion lineal.

Demostracion. Sea & = (£',...,€") un vector arbitrario en la base
ortonormal {eq, ..., e,}; esto es,

= Zfzez = Z £>ez> €
=1

Asi, si f; = p(e;), entonces {f;}7, es una base ortonormal de R”, ya
que @ es una isometria.
De aqui que las coordenadas de ¢(§) con respecto de esta base sean

90(5)2 = (p(&), f;). Pero
(p(&), fi) = (p(§), p(e:)) = (& €i),

pues ¢ es isometria. Por lo tanto,

(&) =D (p(€), fif = D (& e, Zﬁf,

(2
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es decir, las coordenadas de ¢(&) respecto a la base {f;} son iguales a
las coordenadas de £ en la base {e;}.

Sean A\, u € R, £, € R"; entonces la i-ésima coordenada de An—+ué
es A\n' + p€l, con lo que

PAn+pg) = (Mg +pg') fi = AZnifﬁuZéifi = Ap(n)+pp(§)

]

lo que prueba la linealidad de . O

El siguiente resultado simplifica el célculo del grupo de isometrias
de R™.

TEOREMA 4.15. Si ¢ : R" — R" es una isometria, entonces exis-
ten una traslacion Ty : R™ — R"™ y una transformacion lineal ortogonal
L :R™ — R" tales que

@Y = Tf olL.

Demostracion. Sea Tg : R™ — R™ una traslacion tal que Tgl(gp(())) =
0, entonces L = Tgl o ¢ es una isometria, pues T¢ es una isometria,
y ¢ lo es también. Pero L(0) = (Tg1 0 )(0) = T *(p(0)) = 0, lo que

§
nos dice que L es una isometria lineal por el Lema 4.14. Esto concluye
la prueba, pues la matriz de L ha de ser ortogonal. O

De esta forma, una isometria ¢ de R" tiene la forma
p(u) = Au+ &,

donde A € O(n) y £ € R™
Caracterizamos ahora las isometrias del plano R? utilizando los
resultados anteriores.

Una isometria lineal del plano L : R? — R? tiene una matriz

asociada del tipo
a b
A= ( - d) € 0(2).
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La condicién de ortogonalidad de A es que ATA = I, o en forma

equivalente,
a4+ ab+ced) (10
ab+cd B*+d* )\ 0 1

Esto es, la matriz A estd asociada a una isometria de R? si y solo si
sus coeficientes satisfacen las condiciones de ortonormalidad

a?+F =1
ab+ecd = 0
V4+d =1

Ya que a® + ¢® = 1, hacemos a = cos ¢, ¢ = sen ¢, y tenemos dos
posibilidades para la pareja b, d:

d = cos¢
b = —sen¢
o)
d = —coso
b = sen¢
En otras palabras, la matriz A tiene la forma
cos¢ —seno
sen ¢ coSs @
o bien

cos¢  seno
sen¢ —cos¢

donde el determinante de la primera matriz es 1, mientras que el de
la segunda es —1.

Mas atn, la segunda se puede obtener de la primera mediante la
igualdad

coS @ seng \ [ cos¢ —seno 1 0
sen¢p —cos¢ | \ sen¢  coso 0 —1
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donde la segunda matriz del lado derecho corresponde a la transforma-
cion lineal de reflexion respecto al primer eje de coordenadas, definida

por

(Ul,UZ) — («Il,xz), donde SL’l = ’l,Ll’ ;U2 = —u2_

De esta manera tenemos caracterizadas a las isometrias lineales del
plano.

PROPOSICION 4.16. Sea L : R? — R? una isometria lineal con

una matriz asociada A € O(2).

1. Si det(A) =1, entonces L es una rotacion del plano con dngulo

o.

2. Sidet(A) = —1, entonces L es una reflexion respecto a un eje,
sequida de una rotacion del plano con dngulo ¢.

Demostracion. La matriz

cos¢p —senqo
sen ¢ cos ¢

es una rotacion del plano con angulo ¢. ]

El siguiente resultado caracteriza las isometrias del plano segtn el
determinante de la matriz ortogonal asociada a tal isometria.

TEOREMA 4.17. Sea ¢ : R? — R? una isometria del plano. En-
tonces:

1. Si ¢ es propia, entonces es una rotacion alrededor de un punto
con dngulo ¢, o es una traslacion.

2. Si @ no es propia, entonces es una composicion de una rotacion
con una reflexion respecto a una recta y una traslacion a lo largo
de esa recta.
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Demostracion. Analizaremos los casos por separado.

1. Por el Teorema 4.15 una isometria propia tiene la forma p(u) =
Au+¢, A € SO(2), donde A es del tipo

[ cos¢ —sen¢
A_(serub Cosgb)

Cuando el angulo ¢ = 0, entonces A = [ y por lo tanto ¢ es una
traslacion.

Si A1, (¢ # 0) entonces buscamos un punto fijo ug del plano
tal que sea el centro de la rotacion, p(ug) = uyg, es decir, bus-
camos resolver la ecuacion uy = Aug + &.

Esta ecuacion equivale a (I — A)ug = £ y tal sistema de ecua-
ciones tiene solucion

Ug = (I — A)_lf
en virtud de que

det(I — A) = L gefl(;f ¢ 1__8228¢¢ = (1 — cos¢)® +sen® ¢

= 2—2cos¢p=2(1—cosg)#0
pues ¢ € (0,27), lo que nos indica que (I — A) es invertible.

Asi pues, el centro de la rotacion existe y es ug = (I — A)71¢, lo
que prueba la primera afirmacion.

2. Ahora considere una isometria del plano que no sea propia. Al
rotar con un angulo ¢ puede suponerse que la matriz es de la

forma
1 0
A_(O —1)'
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Esto es, la matriz A representa una reflexion a lo largo del nuevo
eje de las abscisas.

Con esto, puede suponerse que en tales coordenadas la isometria

se escribe como
ul B ul €
w2 _u? + €2

y al realizar el cambio de coordenadas en el plano, dado por

ul = oy
{u2 = 2t

se tiene que la transformacion final se escribe

2l = gyl
22 = 2

que corresponde a una transformacion que recibe el nombre de
reflexion deslizante a lo largo del eje y'. La figura 4.2 ilustra
este resultado.

]

o) _—

\

¢ 94N

S
7

1
Yy x!

v

Figura 4.2: Reflexion deslizante en R2.

La proposicion 4.16 y el Teorema 4.17 implican que el grupo de
isometrias propias del plano que dejan fijo el origen es precisamente

SO(2).
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4.3. Isometrias de C

Ahora desarrollamos un analisis similar al de la seccién anterior,
pero desde el punto de vista complejo. Introducimos algunas defini-
ciones que nos seran de utilidad.

DEFINICION 4.18. El grupo general lineal complejo es el con-
junto

GL(1,C) ={L\:C— C|Lx(z) = Az, A # 0},
con la operacion de composicion.

EJEMPLO 4.19. Como en el ejemplo 4.4, se puede ver que existe
una representacion de GL(1, C) en el grupo multiplicativo C\ {0} (con
la operacion de multiplicacion usual de niimeros complejos). >

EJEMPLO 4.20 (Transformaciones de Mébius). Considérese el con-

junto de matrices
a b
()

donde a,b,d, ¢ € C y det A = ad — bc = 1. Las propiedades usuales
del determinante muestran que este conjunto es un grupo bajo la ope-
racion de multiplicaciéon de matrices, denotado por

SL(Q,C):{A: <‘CL Z)

y llamado el grupo especial lineal complejo a dimension 2. A cada
matriz A € SL(2, C) le asociamos una transformacion dada por

ad—bc:l}

_az—i—b

Talz) = cz+d

Claramente Ty : (C — {—2}) — C es analitica en z y su derivada
respecto a esta variable es

0T, d ad — be 1

0z dz T (cz+d)?  (cz+d)>?
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(véase el apéndice A).

Sea 7 (C) el conjunto de tales transformaciones. Dadas dos trans-
formaciones T4, T € T (C), su composicion se calcula mediante

dz+ 0\ _a(gEy) +b
o) () v
(ad" +bc)z + (ab + dbY)

— = T /
(ca’ 4+ dc')z + (cb + dd) an(2)

TAOTA/(Z) == TA(

Un célculo directo prueba también que para Ty € 7(C) se cumple
Ty =Ty . Esto es,

donde

es la matriz inversa de A.

De esta manera, el conjunto 7 (C) es un grupo bajo la composicion,
llamado el grupo de Mdobius.

Las relaciones T'yoTar = Tan vy le = T 41 implican la existencia
de un homomorfismo de grupos

¢ :SL(2,C) — T(C)

definido por ¢(A) = Ty; es claro que ¢ es suprayectiva, por construc-
cion. Ahora, calculemos su nticleo ker ¢. Tenemos que ¢(A) es igual a
la identidad I € 7(C) si y sélo si para todo complejo z se cumple que

az+b_
cz+d

2y

lo que equivale a az + b = cz% + dz, o bien, cz*> + (d — a)z — b= 0.
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Ya que la tltima condicién debe cumplirse para todo z en una
region de C, entonces necesariamente

c=0, b=0, y d=a
Pero como ademas ad — be = 1, entonces ad = aa = a®> = 1, de donde
a==+1=d.

De lo anterior, las matrices de SIL(2,C) en el ntucleo de ¢ son £1,

es decir
10
kergb—{j:(o 1 )}

Por el primer teorema de isomorfismo de grupos se tiene entonces
que los grupos

T7(C) y SL(2,C)/{£I}

son isomorfos. >

Usaremos las transformaciones complejas para simplificar las prue-
bas de algunos resultados. Para una discusién més amplia sobre trans-
formaciones en el plano complejo C, el lector es referido a [14].

La identificacion de R? con C dada por las relaciones z = x + iy y
z = x — iy, donde (z,y) es el sistema coordenado cartesiano y (z, 2)

son las coordenadas en C, permite introducir un concepto de longitud
en C.

Al identificar un punto p = (z,y) € R? con el punto z = z+iy € C,
se tiene que la norma ||p|| del punto se puede escribir en términos
complejos como

f= (v tiy)(r —iy) = 22,

2 2
Ip[” = 2" +y
Por eso, es natural definir la norma de z € C como

1] = |2]* = 22
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donde | - | denota el médulo del nimero complejo z.

Podemos generalizar lo anterior y definir el producto escalar de
dos vectores £,n € C como

<57 77>(C = 677]

Tal producto se denomina producto escalar hermitiano y toma
en general valores en el campo C.

No es dificil ver que el producto hermitiano goza de las propiedades
de un producto escalar sobre C, con las condiciones adicionales de que
siAeCy& neC, entonces son validas las formulas

Ahora determinaremos el subgrupo de GL(1, C) que deja invariante
el producto escalar hermitiano de C (véase el ejemplo 4.20).

Claramente, A € GL(1,C) deja invariante el producto escalar si
para &, n € C se tiene que

<A$7 A77>(C = <€777>(C

lo que equivale a

(An)AE = nAAE = €.
Esto nos dice que A € GL(1,C) (realmente un nimero complejo)
debe satisfacer la condicion

1=AA=|A]
Al grupo de matrices complejas

U(l)={ AeGL(1,C) | AA=1}
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se le llamara el grupo unitario complejo a dimension (compleja) 1.

Observamos que la condicién |A|> = 1 implica necesariamente que
AcSt={e?|¢pecl0,2n] }.

Por otro lado, ya que ¢ puede identificarse con la matriz (de
rotacion propia)

( cos ¢ sengb)eg@(2)

—sen¢ coso
mediante un isomorfismo de grupos, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.21. Los grupos SO(2), U(1) y S* (provisto con el pro-
ducto usual de los nimeros complejos) son isomorfos.

De esta manera, utilizando el Teorema 4.17, tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 4.22. El grupo de isometrias de C, provisto con el pro-
ducto escalar hermitiano { , )¢, es el conjunto de transformaciones de
la forma

z—=T(z)=Az+¢

donde A € St y £ € C.

Por otro lado, la matriz de reflexion

(o)

aplicada en el plano R? de la forma (z,y) — (z, —y), induce la trans-
formacion en C (analitica en z) dada por la conjugacion:

2= HIY—— T — 1y =2
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La otra manera (compleja) de obtener una matriz de rotacion (no
propia) de la forma

cos¢ —sen¢ 1 0

sen ¢ cos ¢ 0 —1
consiste en utilizar un elemento A € U(1) y componer con la operacion
de conjugacion en C.

4.4. Isometrias de la esfera S?

Denotaremos por Jso0(S?) al grupo de isometrias de S?. Es claro el
siguiente resultado, por lo que omitiremos su demostracion.

LEMA 4.23. O(3) C Jso(S?).

Dado un punto p € S?, definimos el conjunto

H(p) ={f:$* > S*| f € Tso(S?), f(p) = p},

llamado el estabilizador de p. Es claro que H(p) es un subgrupo de
Js0(S?).

Si f € H(p), entonces f(p) = p, lo que implica que la diferencial df,
es un isomorfismo de 7,S* en si mismo. De esta manera, df, € £ (R?)
(véase el ejemplo 4.5). Mediante una rotacion (es decir, un cambio de
coordenadas alrededor de p), podemos suponer que la métrica en p
esta dada por g;;(p) = d;;. Esto dice que si f es una isometria que fija
a p, la matriz de df, esta en el grupo ortogonal Q(2). Identificando df,
con su matriz y abusando de la notacion escribiremos df, € O(2).

Sea p : H(p) — O(2) una aplicacion de grupos definida mediante
la regla u(f) = df,.

LEMA 4.24. La aplicacion p es un monomorfismo del grupo H(p)
en O(2).
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Demostracion. La cadena de igualdades

u(fog)=d(fog),=dfyp odg,=df,odg, = p(f)ulg)

muestra que y es un homomorfismo, en virtud de que f y g dejan fijo
ap.

Si E es el elemento identidad de O(2), supongase que f € H(p) es
tal que u(f) = df, = E. Afirmamos que f(¢) = Id(¢) = ¢ para todo
q € S?%, es decir f es la identidad en S%.

Sea ¢ € S? un punto arbitrario. Ya que, por el ejemplo 3.8, S?
es una superficie completa, existe una geodésica « : [0,¢) — S* que
une a y(0) = p con y(¢) = q. Si f es la isometria escogida, entonces
fovy:[0,0] — S* es una geodésica que une p = f(p) con f(v(£)).
Como pu(f) = df, = E, se tiene que el vector ¥(0) = £ tangente a vy
en p es aplicado en si mismo; es decir, df,(§) = £. De esta forma,
y f(7) tienen el mismo vector tangente. Por el Corolario 2.34, estas
geodésicas coinciden, de modo que f(y(t)) = 7(t) para toda t¢; en
particular, f(v(¢)) = g; es decir, f(q) = q (véase la figura 4.3).

L ¢
f(v)

ATCT0)

Figura 4.3: Curvas vy f(7).
Como ¢ es un punto arbitrario, se sigue que la isometria f es la

identidad de S?. En consecuencia, ker(u) = Ids2, lo que concluye la
prueba. O
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Del Lema 4.24 se concluye que dim H(p) < dimOQ(2) = 1. De
hecho, tenemos un resultado més fuerte.

PROPOSICION 4.25. dim(Js0(S?)) < 3.

Demostracion. Sea f € Jso(S?). Afirmamos que f queda comple-
tamente definido por los valores de la correspondencia Jso(S?) —
S? x O(2) dada por

f = (f(p), dfy)

es decir, por su valor f(p) y el de su diferencial df,, : T,S* — T}, S>.

En efecto, sean f,g € Jso(S?) de tal manera que (f(p), df,) =
(9(p),dg,) y definamos h = f~1og € Js0(S?). Entonces, para el punto
p € S? se tiene

hp)=(ftog)p)=f"(9(p)=E
ya que f(p) = g(p) y consecuentemente h € H(p).

Por otro lado,
dh, =d(ftog),= dfg_(;) odgy, =p

debido a que df, = dg, y g(p) = f(p). De la demostracion del Lema
4.24 se sigue que h(p) = p para todo p € S?, lo que prueba nuestra
afirmacion.

De esta manera, para que un elemento f € Jso0(S?) esté bien
definido, se necesitan a lo més dos variables (en S?) mas otra (en
0(2)), lo que termina la prueba. O

El ejercicio 5¢ de este capitulo implica que toda rotacion A € O(3)
esté definida por tres variables (Teorema de Euler), lo que significa
que

dim O(3) = dim SO(3) = dim Js0(S?) = 3.

Combinando el Lema 4.23 y estos resultados se tiene el siguiente
Teorema.
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TEOREMA 4.26. La componente conexa del grupo de isometrias de
S? que contiene a la identidad Ids: es el grupo SO(3).

El grupo completo de isometrias de la esfera, Q(3), se obtiene de
agregar a SO(3) los elementos de determinante negativo del grupo
ortogonal.

Ahora analizaremos el grupo de isometrias de S?, pero desde el
punto de vista complejo. Recordemos que la métrica en S? se puede
llevar al plano complejo C mediante la proyeccion estereografica (véase
el ejemplo 1.58). Asi obtenemos la métrica dada en forma compleja

por
4dzdz

1+ 2>
Consideremos una transformacion de Mdbius (véase el ejemplo 4.20)
de la forma

ds® =

aw + b
z:f(w):cw—i-d

donde a,b,c,d € C y ad — bc = 1. Veamos qué ocurre con la métrica
al aplicar una transformacion de este tipo. Se tiene que

p dw . dw
2=—- Z=———

(cw +d)?’ (cw +d)?
lo que implica que
P ddzdz  4dzdz 1 dw dw

(1422?1422 (1 aw+b|2)2 lcw + d|?
|cw—+d|?
4 dw dw

[(|b]2 + |d|?) + (de + ba)w + (de + ba)w + (|a|? + |d|?)|w]?]?

Ya que una isometria debe preservar los coeficientes en la métrica,
entonces f(w) es una isometria si y solo si se cumplen las ecuaciones

b2+ |d)? = 1, de+ba = 0,

lal?> + |¢|* = 1, dc+ba = 0. (4.3)
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Recordemos que el grupo especial lineal complejo a dimension
2, denotado SIL(2,C), es el grupo formado por las matrices A de la

forma
a b
a=(0u)

donde ad —bc = 1. Consideremos el subgrupo de SIL(2, C) definido por
SU(2) = {A € SL(2,C) | ATA =1},

llamado el grupo unitario a dimensién 2 (véase el ejercicio 6d
de este capitulo). Entonces A € SU(2) si y solo si se cumplen las
igualdades matriciales

L oY _(ace\(a b\ _[(la+][] ab+ecd
01) \bd c d) \ ab+dc |bP+1d? )’

Observamos que al igualar las entradas de las matrices primera y
tercera se obtiene el sistema (4.3), lo que nos dice que una transfor-
macion de Mébius z = f(w) representa una isometria de S? si y sélo
si su matriz asociada esta en SU(2) (véase el ejemplo 4.20). Ya que las
transformaciones fraccionales lineales se corresponden con el espacio
de matrices SL(2,C)/{%1} segin el mencionado ejemplo, se tiene el
siguiente resultado.

LEMA 4.27. EI grupo SU(2)/{£I} estd contenido en Jso(S?).

Notamos que la segunda y tercera ecuaciones de (4.3) son las mis-
mas, ya que dc + ba = dc + ab, lo que reduce el sistema a tres ecua-
ciones.

Por otro lado, de la relacion ad—bc = 1y del sistema (4.3) reducido
se tiene la cadena de igualdades

d = add — bed = a|d|* — b(—ba) = a|d|* + a|b]* = a(|d|* + [b]*) = a

lo que nos dice que d = a.
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De manera anéaloga, utilizando las mismas relaciones, se demuestra
que ¢ = —b.

Consecuentemente, una matriz A € SU(2) debe tener la forma

sujeta a la relacion |a|* + |b]?> = 1.

Si asociamos a cada matriz

-(4%)

la pareja de ntimeros complejos (a,b) € C? sujeta a la relacion |al? +
|b|? = 1, entonces ésta define una esfera de radio 1 en R* = C2.

Ya que la mencionada relacion es una biyeccion continua, se sigue
que SU(2) es homeomorfo a la esfera S®. Esto implica necesariamente
que dim SU(2) = 3 y ademés que es un conjunto conexo en Jso(S?).

Hemos obtenido el siguiente resultado.

TEOREMA 4.28. La componente conexa del grupo de isometrias
propias de la esfera S? que contiene a la transformacion de Mébius
f(w) =w es el subgrupo SU(2)/{£I}.

Para completar el grupo de isometrias Jso(S?) es necesario, de igual
forma que en el caso plano C, componer los elementos de SU(2)/{£1}
con la operaciéon de conjugaciéon z — Z, cuya matriz asociada es

(b))

Un resultado que se obtiene de los Teoremas 4.26 y 4.28 es el
siguiente.

COROLARIO 4.29. SO(3) y SU(2)/{£1} son isomorfos.
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Denotamos por RP? al espacio proyectivo real de dimension 3
que se obtiene de identificar los puntos antipodas de la esfera S* c C?,
generalizando el ejemplo 1.4. Los puntos (a,b) y —(a,b) en S? corres-
ponden a las matrices A y —A € SU(2), que a su vez corresponden
a la misma isometria de S?. De esta forma, al identificar los puntos
correspondientes en S* y en SU(2) se obtiene el siguiente resultado.

COROLARIO 4.30. SO(3) es un espacio homeomorfo al espacio
proyectivo real RP3.

4.5. Isometrias del plano de Lobachevsky

Para identificar el grupo de isometrias de R? con la métrica de
Minkowski G, seguiremos un camino analogo al euclidiano. Como en
ese caso (véase el Lema 4.14), las isometrias que dejan fijo el origen de
coordenadas son isometrias lineales, de modo que primero analizare-
mos a las transformaciones de este tipo.

Si L : R} — R? es una transformacion lineal cuya matriz en base
canoénica es A, entonces L es una isometria de R? si para cada par de
vectores £,1 € R3 se tiene que

<A§7 An>G = <§7 77>G

(véase la seccion 4.3). Lo anterior se escribe matricialmente como
" ATGAE=nTG¢

lo que implica que L es una isometria de R? si y s6lo si para la matriz
A se cumple la ecuacién matricial

ATGA =G

Distinguimos a tal clase de matrices.
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DEFINICION 4.31. Al conjunto de matrices reales denotado por
0(1,2) ={ A€ GL(3,R) | A"GA = G}

se le llama el grupo ortocrénico asociado a R}. Un elemento A €
0O(1,2) se llama una rotacion ortocrénica. Al subgrupo de O(1,2)
de matrices propias

SO(1,2) ={ A€ O(1,2) | detA=1}
se le llama el grupo especial ortocrénico asociado a R3.

No daremos una descripcion de este grupo de transformaciones
como lo hicimos para el caso de R?. Sélo mencionamos que la descrip-
cion es mas dificil, atin para el caso del plano R?, donde se obtiene el
llamado grupo de Lorentz (véase el ejercicio 11 de este capitulo).

Este grupo es muy importante en la teoria de la relatividad
especial. Si el lector esta interesado en este topico, puede referirse al
trabajo seminal [10], a [13] 6 a et al. [§8], [9], donde encontrara mayor
informacion.

Recordemos que la métrica en el plano de Lobachevsky L2 se hereda
de la métrica de Minkowski en R?. Asi, como toda isometria lineal de
este dltimo espacio deja invariante a I (pues preserva la norma), se
sigue que la métrica de IL? es invariante bajo cualquier elemento del
grupo O(1,2); es decir, se tiene el siguiente resultado.

LEMA 4.32. O(1,2) estd contenido en el grupo Jso(IL?). En parti-
cular, SO(1,2) C Jso(LL?).

La geometria del plano de Lobachevsky L? es similar a la de la
esfera S?, como se muestra a continuacion.

LEMA 4.33. Las curvas geodésicas de > se obtienen al intersecar
IL? con planos que pasan por el origen de R3 (véase la figura 4.4).
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Figura 4.4: Geodésicas del plano de Lobachevsky.

Demostracion. Recordemos (véase la ecuacion (1.6)) que los coefi-
cientes de la métrica de L? en las coordenadas (6, ¢) son

FE=R?) F=0 y G=R%senh®0,

de donde se sigue que los coeficientes de Christoffel correspondientes
son

Fh = Ffl = I‘%Q = F§2 =0, I‘%Z = coth @, F;z = —senh 6 cosh 0.

De esta manera, las ecuaciones de las geodésicas en L2 vienen dadas
por la pareja de ecuaciones diferenciales de segundo orden

¢+ (2cothf)dd = 0,
0 — (senh@coshf)p?> = 0

Un meridiano en L2 es la curva que se obtiene al intersecar L2 con
un plano vertical ¢ = cte. que pasa por el origen. Es claro que este
meridiano se puede parametrizar por 0(t) = at + b, ¢ = cte y que
satisface la pareja de ecuaciones diferenciales anteriores; por lo tanto,
es una geodésica de IL2. De igual forma que en el caso de la esfera,
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cualquier curva obtenida de intersecar un plano por el origen con 12
se puede realizar mediante la rotacién ortocroénica (es decir, usando
un elemento de O(1,2)) de un meridiano de L2 (véase el ejercicio
11d de este capitulo). En virtud de que las isometrias preservan las
geodésicas, entonces tales curvas son geodésicas.

Por otro lado, sea v una geodésica por p € IL? con vector tangente
¢ y considérese el tnico plano P que pasa por el origen y por p, tal
que la recta de su intersecciéon con 7,5 contiene a £ (véase la figura
4.5).

Figura 4.5: Unicidad de geodésicas en L2

Entonces PNIL? es una geodésica + por p en direccion del vector €.
Por el Corolario 2.34, las geodésicas I' y v coinciden en una vecindad
de p. Esto termina la prueba del Lema. O

Ya que dos puntos de L.? pueden unirse mediante una geodésica,
debido a que este espacio es geodésicamente completo, podemos seguir
paso a paso la demostracion de la proposicion 4.25 para obtener el
siguiente resultado.

PROPOSICION 4.34. Sea Jso(IL?) el grupo de isometrias del plano
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de Lobachevsky. Entonces
dim(Js0(LL?)) < 3.
Definimos p : O(1,2) — Zgy X Zg como
u(A) = (det A, signo(es, Aes))

donde ej3 es el vector que genera el eje z en R3. No es dificil ver (ejercicio
12) que p es un epimorfismo de grupos. Ya que ker(u) = SO(1,2), se

sigue que 0(1.2)

1,2

SO(1,2) — L2 X e

lo que nos dice que O(1,2) tiene cuatro componentes conexas que son
copias de SO(1,2). Consecuentemente, se tiene que dim SO(1,2) =
dim O(1,2). Ya que una rotacién ortocronica A € O(1,2) esta defini-
da por tres variables, se sigue que dimSQ(1,2) = 3. Esto implica el
siguiente resultado.

TEOREMA 4.35. La componente conexa del grupo de isometrias
Jso(IL?) que contiene a la identidad Idy2 es el grupo SO(1,2).

De igual manera que en el caso de la esfera, podemos dar otra
caracterizacion de las isometrias del plano de Lobachevsky, usando la
proyeccion estereografica para traducir el problema al anéalisis de las
isometrias del disco de Poincaré D?, desde el punto de vista complejo.
Asi, analizaremos las transformaciones de Mdbius

aw +b

Z:f(w):cw—l—d

donde nuevamente a,b,c,d € Cy ad — bc = 1.

En este caso,

P ddzdz  4dzdz 4 _ dwdw
(I—121%)?  (1—22?2 (1 —|aw+bP2)* |cw+d|?
4 dw dw

[([BI* = d]?) + (de = ba)w + (de — ba)w + (|c|* — |a]*)|w|*]?
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De esta forma, f es una isometria si y s6lo si se cumplen las ecua-
ciones siguientes para los coeficientes a, b, c y d:

|cl|2 - |b|2 =1, de—ba=0, |a|2 — |c|2 =1.

Solo obtenemos tres ecuaciones en virtud de que dc — ba = d¢ — ba.
Definimos el grupo unitario ortocrénico a dimensiéon 2 como

U(1,1) = {A e GL(2,C) | A"GA =G},

10
o= (5 );

ademés, el subgrupo especial unitario ortocroénico esta dado por

donde

SU(1,1) = {A € U(1,1) |det A = 1} .

Entonces ;
a
A= ( . d) € SU(1,1)

si y s6lo si se cumple la cadena de igualdades matriciales

10 _ a 1 0 a b

0 1 N b 0 —1 c d
ja|* —|c[*  ab—cd
ab—cd |b]? — |d|?

En otras palabras, la transformacion de Mobius f es una isometria
si y solo si la matriz asociada A pertenece a SU(1,1).

ISHESY

Ya que las matrices A y —A € SU(1, 1) definen la misma transfor-
macion de Mobius, tenemos el siguiente resultado.

LEMA 4.36. EIl grupo SU(1,1)/{x1} estd contenido en el grupo de
isometrias Jso(IL?).
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Del sistema de ecuaciones que define a un elemento A € SU(1, 1)
y mediante un calculo directo se puede obtener que c=ay d = b, es
decir, tal matriz tiene la forma

a
e
sujeta a la relacion |al? — |b]* = 1.

De esta manera, al asociar a cada matriz A de SU(1, 1) una pareja
de nimeros complejos (a,b) € C?, sujeta a la relacion |a|> — [b* =
1, tenemos una inmersién del grupo SU(1,1) en C? = R?* como un
hiperboloide tridimensional de dos hojas; es decir, dim(SU(1,1)) = 3.

Ya que SU(1,1) no es un conjunto conexo, tenemos el siguiente
resultado.

QA

TEOREMA 4.37. La componente conexa del grupo de isometrias
propias del disco de Poincaré D? que contiene a la identidad Idp2 es
el grupo

SU(1,1)/{£I}.

Para completar el grupo de isometrias del disco de Poincaré D? es
necesario componer los elementos de SU(1,1)/{£I} con la operacion
de conjugaciéon z — Z cuya matriz asociada es

1 0
0 -1/
Para concluir este capitulo haremos un anélisis similar a los ante-

riores para determinar el grupo de isometrias del semiplano superior
2
HZ .
Como antes, buscamos las isometrias de Hi entre las transforma-

ciones de Mobius de la forma

aw + b
cw+d

2= flw) =
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donde a,b,c,d € Cy ad — bc=1.

Una transformacion de este tipo debe aplicar el semiplano superior
Hi en si mismo. En consecuencia, la primera condiciéon es que el eje
real sea aplicado en el eje real. Por el ejercicio 8d de este capitulo, tal
condicion es equivalente a que los coeficientes a, b, c y d sean reales.
De esta forma, f es una isometria de HZ si la matriz asociada

(24)

es un elemento de SL(2,R). En virtud de que A y —A definen la
misma transformacion, podemos utilizar argumentos similares a los
ya desarrollados en este capitulo para demostrar lo siguiente.

TEOREMA 4.38. La componente conexa del grupo de isometrias del
semiplano superior que contiene a Idgz es el grupo SL(2,R)/{+£I}.

Para obtener todo el grupo de isometrias de HZ es necesario com-
poner los elementos de SL(2,R)/{%£I} con la operacion compleja z —
—Z cuya matriz correspondiente es

-1 0
01 )"
A continuacion resumimos los resultados relativos a los grupos de

isometrias propias del espacio de Lobachevsky, el disco de Poincaré y
el semiplano superior.

COROLARIO 4.39. Los grupos SL(2,R)/{£I}, SU(1,1)/{xl} y
el grupo formado por la componente conexa de SO(1,2) que contiene
a la identidad son isomorfos.

Ejercicios

1. Complete la prueba del Lema 4.2.
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2. Demuestre el Lema 4.13.

3. Represente a los siguientes grupos de transformaciones de R"
mediante un homomorfismo de grupos.

a) Li(R™) = {Lpg(x) = Az + £ X e R\ {0}, { e R}
b) Loy(R™) = {Liaxre(z) = Mz + &}, donde A € GL(n,R),
AeR\ {0}y £ eR™

4. Identifique el grupo de matrices al que pertenece cada una de
las siguientes matrices.

_3 _4 _1 V3
5 5 2 2
(_é é)’ o1
5 5 2 2
_ 1 11
V3 V3 V2 NCEEE
2 T2 0 —=2 L
_v3 _1 | V6 V3
2 2 1 11
V2 V6 V3

5. Sea L : R3 — R? una isometria lineal.

a) Demuestre que L deja invariante al menos un subespacio
R, de R3 de dimensién uno. Los puntos de tal subespacio
R, quedan fijos o son reflejados simétricamente bajo L.

b) Sea R3 el subespacio ortogonal complementario a R,. De-
muestre que R3 también es invariante bajo L.

¢) Concluya que una isometria lineal L : R* — R? es de alguna
de las siguientes formas:

» Una rotacion con angulo ¢ en el plano R3 con eje de
rotacion R3.
» Una rotacion con 4ngulo ¢ con reflexion en el plano R3,

eje de rotacién R, con una reflexién simétrica en tal
A
j *
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» Una rotacion con édngulo ¢ en R3 con eje de rotacion
R, y con una reflexion simétrica en R.

» La composicion de una reflexion en R3 con una rotacion
en torno de R,.

6. Sea C™ el espacio vectorial complejo a dimension n sobre C.
Claramente C" se puede identificar con R?" mediante las rela-

ciones
2 =a! 4 iy’ 2l = 1(2 + 7
2 19
Z=a! — iy y' =5 (2 —7)
Es decir, el sistema de coordenadas zt,--- , 2", y', -+ ,y" en R?*"
induce el sistema de coordenadas z',---,z" z! --- 2" en C.

Definamos el producto escalar hermitiano en C" por

n

<§7n>(c - ijﬁja 577] eC

j=i

donde, por ejemplo, un vector £ € C” tiene las coordenadas
complejas

f: (§17£27"' 7§n)

a) Demuestre que para cualquier pareja de vectores &, en C"
o en R?", se cumple

<£7 77>IR = Re <§7 77>(C

b) Utilice el inciso anterior para concluir que si || - |[c v || - ||r
representan a las normas respectivas en C* y R?", entonces
para cualquier vector,

161 = lIg]IE-
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¢) Demuestre que si M(n,C) es el conjunto de matrices de
n X n con entradas complejas, el subconjunto

GL(n,C) ={A € M(n,C)| det A # 0}

es un grupo bajo la multiplicaciéon de matrices. Se le llama el
grupo lineal complejo a dimension n. Demuestre ademéas
que el conjunto

SL(n,C) = {A € GL(n,C)| det A =1}

es un subgrupo normal de GL(n,C), llamado el grupo es-
pecial lineal complejo a dimension 1.

d) Demuestre que una transformacion lineal Ly : C* — C”
preserva el producto escalar hermitiano (, )¢ si y solo si
la matriz asociada compleja A es un elemento del grupo
unitario a dimension n.

Al subgrupo de U(n) definido por
SU(n) = {A € U(n)| det A =1}
se le llama el grupo unitario especial a dimension n.

7. Identifique el grupo de matrices complejas al que pertenece cada

una de las siguientes matrices.
3 1—1
1+i V2 )

(53)

14+ 1—i 1o 14¢5
l—i 144 ) | 120 2
5 —i 7

8. a) Dada la transformacion de M&bius
z—1

£2) =

obtenga las imagenes del circulo unitario y del eje real.
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Realice lo mismo para la transformacion

zZ—1
241

f(z) =

Calcule la imagen del eje imaginario bajo la transformacion

z—1
241

f(z) =

Demuestre que una transformacion de Mobius

az+b
cz+d

f(z) =

lleva el eje real en el eje real si y solo si a,b,c y d son
numeros reales.

Dada la isometria de C,

34

V10

calcule la isometria correspondiente de R? y clasifiquela de
acuerdo al Teorema 4.17.

f(2)

24 (2 —1)

Dada la isometria del plano

f(x,y) = (_y+2ax_1)

calcule la isometria que induce en C.

10. Sea M (n,R) el conjunto de matrices n X n con entradas reales.

a)

Demuestre que M(n,R) es un espacio vectorial isomorfo a
2
R™.
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b)

Para una matriz A = (a}) € M(n,R) se define el nimero

real .
1A= (a))
0,j=1
Demuestre que || - || es una norma en M (n,R). Esto hace

. . . 2
de M(n,R) un espacio vectorial isomorfo a R™ con una
distancia dada por

n

d(A,B) =||[A=B|[= | ) (ai—b})? con B=(b).

j
ij=1

Demuestre que GL(n,R) es una region de M(n,R) y con-

cluya que su dimension es n?.

De igual forma definimos una norma en el espacio vectorial
de matrices complejas M (n,C) como
n
2 12
AP =) lajf?,
1,3
donde \a§| es el modulo del ntimero complejo aﬁ. Con esto
obtenemos que M (n, C) es un espacio vectorial con una dis-
tancia e isomorfo a C*. Concluya que GL(n, C) es también
una region de M (n,C).

11. Dada una transformacion A € O(1, 1) cuya matriz asociada tiene
la forma

)

a b
a=(0u)

Demuestre que si hacemos § = ¢/a, entonces A se puede
escribir de la forma

1 :t J¢]
A=z | V7 VLo
\/1-52 :t\/l—B?
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b) Verifique que si 8 = tanh y, entonces la matriz anterior se
escribe como

B cosh y =+senh y
A_j:(senhx icoshx)
¢) Calcule el determinante de una matriz A € Q(1,2).

d) Demuestre que cualquier linea obtenida al intersecar un
plano P con L? se puede obtener al aplicar una rotacién
ortocronica A en O(1, 2) a alguna linea vertical (meridiano)
dada como la interseccién de IL? con un plano vertical.

12. Sea u: O(1,2) — Zsy X Zs un homomorfismo de grupos dado por
N(A) = (det A7 Sign0<€3, A(63>>)

donde el vector e; genera el eje z en R}. Demuestre que p es un
epimorfismo.

13. Considere la transformaciéon de Mébius L : C — C dada por
14w

Z:L(w)_l—iw

a) Demuestre que L lleva el disco de Poincaré D? de radio 1
en la parte superior del plano complejo

H? ={zeC|lmz>0}.

b) Demuestre que la métrica en D? dada por

dz? + dy?
ds® = 4—x + 4y
(1— 22— 2)2
es llevada bajo esta transformacion en la métrica en H?
dada por
dz? + dy?

y2



CAPITULO 5

El Teorema de Gauss-Bonnet

Recordemos uno de los principales teoremas de la geometria di-
ferencial, el Teorema egregio de Gauss (véase, por ejemplo, nuestra
discusion en [16]). Este resultado nos dice que la curvatura gaussiana
K de una superficie S, aunque definida en términos del entorno R3,
es en realidad una propiedad intrinseca de S.

Pero, jqué ocurre con la distribucion global de los valores de la
curvatura? Pareceria que esta distribucién es tan arbitraria, que po-
driamos deformar a la superficie S y modificar los valores de K a
nuestro antojo. Sin embargo, en este capitulo mostraremos que K
tiene algunas restricciones dictadas por la forma de S, es decir, la
topologia de S determina a K en forma global.

Este resultado, conocido como el Teorema de Gauss-Bonnet,
es sin duda uno de los mas importantes no solo de la geometria dife-
rencial, sino de la matemaética en general, pues establece una relaciéon
precisa entre conceptos de dos ramas de las matematicas, la geometria
diferencial y la topologia.

Para establecer y demostrar este teorema, necesitaremos construir
herramientas como la caracteristica de Euler-Poincaré de una su-
perficie y la teoria de indice para curvas y campos vectoriales. Des-
pués de mostrar el Teorema de Gauss-Bonnet desarrollaremos varias
aplicaciones, algunas bastante sorprendentes.

171
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Como podré verse, en este capitulo utilizaremos conceptos y re-
sultados de varias ramas de las matematicas, por lo que en algunos
casos sOlo enunciaremos algunos resultados, sin demostrarlos, propor-
cionando las referencias adecuadas para los lectores interesados en esos
temas.

5.1. La caracteristica de Euler-Poincaré

Dentro del vasto legado matemético de L. Euler aparece una for-
mula relativa a un poliedro formado por un niimero V' de vértices, una
cantidad A de aristas (segmentos de un vértice a otro) y C caras. Euler
observo que para cualquier poliedro convexo se cumple la formula

V-A+C=2.

Este resultado fue generalizado posteriormente, no sélo para poliedros
sino para superficies y objetos de mayor dimension, dando lugar a la
llamada caracteristica de Euler-Poincaré, que definimos a continuacion
para el caso de una superficie compacta S.

Para ver a S como un “poliedro”, supongamos que podemos des-
componerla en una unién finita de subconjuntos | J7; C S, cada uno
de ellos homeomorfo a un triangulo en el plano.

DEFINICION 5.1. Una descomposiciéon de S del tipo anterior es
una triangulacion de S. Denotaremos a tal descomposicion por 7 =

{T:}.

Dada una triangulacion 7 de la superficie .S, denotaremos por V}
al nimero de vértices, por V] al namero de aristas o lados y por V5
al namero de triangulos o caras de 7.

Para evitar problemas en el conteo de los elementos de una trian-
gulacion 7, pediremos una condicién técnica.
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DEFINICION 5.2. Una triangulacion 7 de la superficie S se llama
admisible si y sélo si para cada dos triangulos T;,7; € 7 con inter-
seccién no vacia ocurre que 7; N7} es todo el tridangulo, toda una arista
o un vértice.

La figura 5.1 muestra algunos casos a evitar en este contexto. En
adelante nos interesaran sélo triangulaciones admisibles.

Figura 5.1: Ejemplos de triangulaciones no admisibles.

DEFINICION 5.3. Sea 7 una triangulacion admisible de la super-
ficie S. El ntimero
Vo=Vi+ Vs

se llama la caracteristica de Euler—Poincaré de la triangulacion
7.

Es sorprendente que el nimero anterior no dependa de la trian-
gulacion especifica de S, sino s6lo de su forma. Este hecho (que no
demostraremos aqui, aunque el lector interesado puede consultar [2])
nos permite establecer la siguiente definicion.

DEFINICION 5.4. Dada cualquier triangulacion admisible de S, el
niamero Vo — Vi + V; se llama la caracteristica de Euler-Poincaré
de la superficie S y se denota x/(.5).

EJEMPLO 5.5. Es claro que la caracteristica de Euler-Poincaré de
un triangulo es igual a 1. Ya que topologicamente un tridngulo es un
disco, se sigue que la caracteristica de Euler-Poincaré de cualquier
region homeomorfa a un disco D también es igual a 1.
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EJEMPLO 5.6. Calculemos la caracteristica de Euler-Poincaré de
la esfera S?. Podemos lograr esto de varias formas, una de las cuales
consiste en pensar la esfera como un tetraedro “inflado”, como se ob-
serva en la figura 5.2 a. En este caso, tenemos cuatro vértices, seis
aristas y cuatro caras o triangulos, de modo que x(S?) = 2.

EJEMPLO 5.7. Sea C' un cilindro “sin tapas”, como en la figura 5.2
b. Entonces podemos triangular a C' como se muestra en dicha figura,
mostrando que x(C) = 0. >

&

a.

Figura 5.2: Triangulaciones de la esfera y del cilindro.

EJEMPLO 5.8. Calculemos la caracteristica de Euler-Poincaré de
un toro T?. En lugar de triangular directamente, mostraremos una
manera de “pegar” superficies para obtener un toro y calcular la ca-
racteristica de T? en términos de las caracteristicas de las superficies
utilizadas en el pegado. Observemos que es posible construir un toro
recortando dos discos en la esfera y pegando un cilindro al conjunto
resultante, como se muestra en la figura 5.3 a. A este procedimiento
le llamaremos agregar un asa.

Triangulemos ahora a la esfera y al cilindro. Podemos suponer que
cada uno de los triangulos T} y T» recortados a la esfera es un elemento
de su triangulacion (véase la figura 5.3 b). De este modo,

X(S*\ (11U T)) = x(S%) =2 =0.
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s

a. b.

Figura 5.3: a. Agregando un asa a una esfera. b. Triangulaciones.

Por otro lado, también podemos suponer que los vértices del cilin-
dro coincidiran con los vértices en los huecos anteriores de T y Ts
(véase la figura 5.3 b). Asi, este procedimiento no agrega vértices, pero
agrega tantas aristas como caras. Esto muestra que la caracteristica
del toro esta dada por

X(T?) = x(S*\ (D1 U Dy)) = x(S?*) — 2 =0,

donde Dy y D5 son los interiores de T y 1.

Podemos utilizar de nuevo este argumento para calcular la carac-
teristica del doble toro, obtenido al agregar un asa al toro, o bien,
pegando dos asas a una esfera (véase la figura 5.4 a).

x(doble toro) = x(T?\ (D; U D)) = x(T?) — 2 = —2.

Un argumento tipico de inducciéon muestra que la caracteristica del
n—toro obtenido al agregar n asas a una esfera es

X(n — toro) = 2 — 2n.
(véase la figura 5.4 b). >

En este contexto podemos citar tres resultados que muestran el
poder de la caracteristica como auxiliar en la clasificacion de las su-
perficies. De nuevo, referimos al lector a [2].



176 5.1. LA CARACTERISTICA DE EULER-POINCARE

@@* i@)

a.

Figura 5.4: a. El doble toro obtenido de una esfera. b. El n-toro.

PROPOSICION 5.9. Dada una superficie compacta y orientable S,
existe n > 0 tal que x(S) = 2—2n. Reciprocamente, dada n > 0 eziste
una superficie compacta y orientable S tal que x(S) =2 — 2n.

PROPOSICION 5.10. Si S; y Sy son dos superficies compactas y

orientables tales que x(S1) = x(52), entonces Sy es homeomorfa a Ss.

COROLARIO 5.11. Sea S una superficie compacta y orientable.
Entonces S es homeomorfa a S* o a algin n-toro.

OBSERVACION 5.12. Tal vez algunos lectores conozcan o deseen
conocer la version més general del teorema de clasificacion de superfi-
cies compactas, que incluye el caso no orientable. Referimos al lector
de nuevo a [2].

La caracteristica de Euler-Poincaré de una superficie S es uno de
los niimeros mas importantes relativos a dicha superficie. En las si-
guientes secciones veremos la relacion de x(S) con otros conceptos
geométricos no menos importantes.
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5.2. Indice y ntimero de vueltas

Consideremos una curva 7 : [a,b] — R?, diferenciable y cerrada,
asi como un punto p que no esté en la imagen de . Nuestra intenciéon
es definir el nimero de vueltas que da v en torno de p.

Este ntimero puede definirse de varias formas. Pensando a R? co-
mo el plano complejo C, podemos definir este ntimero utilizando el
siguiente resultado de la teoria de funciones de variable compleja.

LEMA 5.13 ([3], pagina 115). Si una curva cerrada diferenciable por
partes v no pasa por el punto p, entonces el valor de la integral

/ dz
y* TP
DEFINICION 5.14. El nimero de vueltas de v en torno de un

punto p esta dado por
1 dz
n(v,p) = 5 / :
i J,z—p

es un maultiplo entero de 27i.

Para definir el nimero de vueltas de v en torno de p sin utilizar la
variable compleja, podemos utilizar la llamada teoria de grado. Aqui
no desarrollaremos con detalle esta teoria; s6lo daremos un bosquejo
de las ideas principales. Invitamos al lector a estudiar dos magnificas
y detalladas exposiciones de este tema en [9] y [12].

Sea r(t) el rayo que pasa por p y por y(t). Sea v un vector unitario
fijo. Intuitivamente, contaremos las vueltas que da v en torno de p
fijandonos en el nimero de veces que el rayo r(t) “pasa’ por v. A su
vez, este dltimo nimero es igual a la cardinalidad de la imagen inversa
u~(v) bajo la transformacion de direccion u : [a,b] — S' definida
por

ult) = () —p
17(£) —pl



178 5.2. INDICE Y NUMERO DE VUELTAS

Una primera condicién técnica necesaria para formalizar esta idea es
que la imagen inversa u~!(v) debe constar de un ntmero finito de
puntos. Por la compacidad del intervalo [a, b], esto queda garantizado
si pedimos que v sea un valor reqular de wu; es decir, si 7/(t) # 0 para
todo t € u=t(v) (véase la figura 5.5).

a b Y
TN
ty ty ty = 7(b)
=
v=u(ti) (3)
-— v(t)

Figura 5.5: Numero de vueltas de una curva cerrada.

En segundo lugar, hay que tomar en cuenta la direccion cuando
pasamos por el vector v. Para esto, damos una orientacion a S' y nos
fijamos si al pasar r(t) por v se preserva o invierte dicha orientacion.
Asi, cada punto de u~!(v) tiene asociado un niimero de orientacién
+1 0 —1, segiin se preserve o se invierta la orientacion, respectivamente
(véase la figura 5.6). Recomendamos al lector trazar varias figuras
para convencerse de que la suma de los niimeros de orientaciéon es
independiente del vector v elegido.

DEFINICION 5.15. La suma de los nameros de orientacion de los
puntos de la preimagen u~!(v) de un valor regular de u se denomina
el nimero de vueltas de v en torno de p.

Cambiaremos ahora un poco nuestro punto de vista. En vez de
pensar a los vectores de la transformacion u(t) anclados en el punto
p, podemos pensarlos anclados en cada () (véase la figura 5.7).
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~ ‘

- — e
1 11 |
I T ] 1

a ++ -+

n(»\/:p) =2

Figura 5.6: Célculo del ntimero de vueltas. Observe los signos asocia-
dos a cada punto en u!(v).

Figura 5.7: X (v(t)) pensado como un campo a lo largo de .

La ventaja de esta nueva formulacion de nuestro problema es que
ahora podemos considerar un campo arbitrario X de vectores definido
a lo largo de ~. Establecemos esta generalizaciéon como sigue.

DEFINICION 5.16. Sean v : [a,b] — R? una curva diferenciable
cerrada y X = X(y(t)) un campo diferenciable de vectores no nulos
definido a lo largo de 7. Sean u : [a, b] — S' la transformacion definida
por

X((®)
XD

y v un valor regular de u, de modo que u~!(v) conste de un nimero
finito de puntos tq,...,t, € [a,b]. Sea n; = +1 el namero de orien-
tacion asociado a cada t; como antes. El niimero de vueltas del

u(t) =
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campo vectorial X en torno de 7y, denotado n(X,7), es la suma de
tales nimeros de orientacion; es decir,

n(X,y) = Z n;.
i=1

En los ejercicios de este capitulo daremos varios ejemplos de curvas
v v de campos X definidos a lo largo de éstas, para que los lectores
puedan calcular los niameros n(X, ).

En lo que resta de esta seccion mencionaremos dos resultados mas
de esta teoria. Utilizaremos el primero de ellos en la demostracion del
teorema de Gauss-Bonnet. El segundo de ellos puede omitirse en una
primera lectura.

Sea 7 : [a,b] — R? una curva diferenciable cerrada. Consideremos
el nimero de vueltas que da el campo de vectores tangentes en torno
de ; es decir, sea

X (1) =~'(¢).

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en [7].

TEOREMA 5.17 (Teorema de rotacion de las tangentes). Para cual-
quier curva vy : [a,b] — R? diferenciable, cerrada y sin autointersec-
ciones se cumple que el campo tangente rota una sola vez a lo largo
de v, es decir,

n(y,y) =1
Sea X un campo vectorial definido en una region Q C R? y p € Q.

El siguiente resultado dice que X da siempre el mismo nimero de
vueltas en curvas cerradas “pequenas”’ con centro en p.

PROPOSICION 5.18 (véase [7]). Para cadap € Q eviste R > 0 tal
que si y1,Y2 Son circunferencias con centro en p de radios ri,ry < R,
orientadas positivamente, entonces n(X,v1) = n(X,y2).

DEFINICION 5.19. Sean R > 0 y v una circunferencia de radio
r < R como en la proposicion anterior. El ntimero n(X, ) se llama el
indice de X con respecto de p y se denota ix(p).
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En la figura 5.8 se muestran varios campos vectoriales y sus indices
en algunos puntos. Existe un caso particular de poco interés para
nosotros: Si p es un punto donde X (p) # 0, es facil ver que ix(p) = 0.
En ese sentido, es mucho mas interesante calcular el indice de X en
sus singularidades; es decir, en los puntos p tales que X (p) = 0.

, , X(p) #0 .
ix =1 ix =—1 ix =0 ix =1

Figura 5.8: Indice de algunos campos vectoriales.

La proposicion 5.18 permite extender la definicion de indice a cam-
pos definidos en superficies diferenciables abstractas.

DEFINICION 5.20. Sean S una superficie diferenciable y X un
campo vectorial definido en S. Sean p € S una singularidad de X y
¢ : 0 — U una parametrizacion de una vecindad U de p. El indice
de X en p, denotado ix(p), se define como

ix(p) = iv(q),

donde ¢(q) = p y Y es el tnico campo vectorial en {2 que satisface

dp(Y) = X.

No es dificil comprobar que la definiciéon de indice no depende de
la parametrizacion elegida.

Concluimos esta secciéon estableciendo la primera de las impor-
tantes relaciones de la caracteristica de Euler-Poincaré con un concep-
to geométrico (véase [12]).
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TEOREMA 5.21 (Poincaré-Hopf). Sean S una superficie orientable
compacta y X un campo vectorial en S con un niumero finito de sin-
gularidades py, ..., pr. Entonces

x(S) = ZiX(pi)-

En palabras, la caracteristica de Euler-Poincaré es igual a la suma de
los indices de X en cada singularidad.

Veamos una primera consecuencia de este teorema. Supongamos
que X es un campo en la esfera S? con un ntmero finito de singu-
laridades. Puesto que x(S?) = 2, la suma que aparece en el teorema
es distinta de cero, lo que implica la existencia de al menos una sin-
gularidad (recordemos que si p no es singularidad de X, dicha suma
es igual a cero). No es dificil imaginar la diversidad de los campos X
definidos en S? que tienen un ntmero finito de singularidades, pero . ..
., Como es posible que dichas singularidades se organicen de modo que
la suma de sus indices sea siempre igual a 27 Segin el teorema 5.21,
la topologia de la superficie se encarga de hacer tal organizacion.

5.3. Algunos aspectos historicos

En esta seccion discutiremos el desarrollo histérico y las diversas
vertientes del Teorema de Gauss-Bonnet, siguiendo de cerca el desa-
rrollo en [11].

En realidad, lo que se conoce como Teorema de Gauss-Bonnet es
un conjunto de resultados que giran en torno de una misma idea: la
de relacionar diversos conceptos geométricos como areas, angulos y
curvaturas.

En este sentido, podemos considerar al siguiente conocido teorema
como el primer antecedente del teorema de Gauss-Bonnet:

TEOREMA 5.22. La suma de los dngulos internos de un tridngulo
en el plano es igual a 7.
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Antes de mostrar por qué decimos que este resultado es un an-
tecedente de Gauss-Bonnet, lo reformularemos con la ayuda de la si-
guiente notacion: Si ¢ es un angulo interno de un triangulo (o de un
poligono cualquiera), entonces ¢ = m — ¢ es el correspondiente dngulo
externo.

TEOREMA 5.23. La suma de los dangulos externos de cualquier
tridngulo en el plano es iqual a 2.

Pensemos en un vector tangente a uno de los lados del triangulo y
observemos qué ocurre al recorrer dicha figura. Por supuesto, mientras
el vector se mantiene en un lado del tridngulo, no presentara variacion
alguna. Pero al llegar a un vértice, el vector tendré que dar un “salto”
para llegar al siguiente lado del triangulo; un salto equivalente al an-
gulo externo formado por los dos lados en cuestion. Asi, el teorema
anterior se puede reformular como sigue:

TEOREMA 5.24. La variacion angular total de los vectores tan-
gentes a los lados de un triangulo en el plano es igual a 2.

Para nuestros fines posteriores extenderemos este resultado a cur-
vas orientadas en el plano que sean regulares por partes, las que defi-
nimos a continuacion.

DEFINICION 5.25. Una curva v : [a,b] — R? en el plano es regu-
lar por partes si y solo si existe una particion de [a, b] de la forma

a=1tg <t <---<tp1<tp=0,

tal que v restringida a cada intervalo [t;_1,¢;], i =1,..., k, es regular.

Una curva 7 : [a,b] — R? regular por partes dada como la frontera
de una region 0 C R? esta orientada en sentido positivo (resp.
negativo) si y solo si para cada t € [a, ], excepto posiblemente por
un namero finito de puntos, existe una vecindad U de 7(t) tal que
U N permanece a la izquierda (resp. derecha) del vector v/(t) (véase
la figura 5.9).
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a. b.

Figura 5.9: Una curva en el plano. a. Orientada positivamente. b.
Orientada negativamente.

DEFINICION 5.26. Sea 7 : [a,b] — R? una curva parametrizada,
regular por partes. Un vértice de v es un punto de la curva donde
7' (t) =0.

Si v(tp) es un vértice de la curva 7, definimos el &ngulo externo
6 en dicho vértice como sigue (véase la figura 5.10 a): |f] es el menor
angulo en (0, 7| formado por los limites laterales

7 (to) = lm A/(8) y (tg) := lm 7/(1).
—to

t—td

Si |0| = , se dice que Y(ty) es una cuspide de v (véase la figura
5.10 b).

Y (ty)

v (ty)

" (to) Y (ty)

()
a. b.

Figura 5.10: a. Angulo externo. b. Ciuspide.

Si el punto no es una cuspide, damos a 6 el signo del determinante
de la matriz formada por los limites anteriores, en ese orden.
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Si y(to) es una cuspide, se puede mostrar que existe € > 0 tal que
el determinante de la matriz formada por los vectores

V() y ()

no cambia de signo para t; € (ty — €,19), ta € (to,to + €). Damos a 0
este signo.

DEFINICION 5.27. Sea v : [a,b] — R? una curva plana, cerrada,
regular por partes, con vértices y(to), ..., v(tk—1),7(tx) = Y(to). Para
cadai=1,... k, sea o; : [t;_1,t;] — R una funcion diferenciable por
partes tal que para cada t € [a,b], «;(t) mide el d&ngulo formado por
~'(t) con alguna direcciéon fija. Sean 6y,...,0; los angulos externos
en los vértices de . La variacién angular total de los vectores
tangentes a 7 se define como la suma

k

Z(ai(ti) —a;(ti-1)) + Z 0;.

i=1 i=1
Ahora podemos enunciar la generalizacion del teorema 5.24.

TEOREMA 5.28. La variacion angular total de los vectores tan-
gentes a una curva plana, cerrada, reqular por partes y orientada posi-
tivamente (resp. negativamente) es igual a 27 (resp. a —27).

Podemos extender atin mas este resultado a las superficies orien-
tables inmersas en R?, pues en este caso podemos definir la orientacion
de una curva. Més concretamente, sea S una superficie orientable,
con un campo vectorial normal n : S — S? globalmente definido. Si
v : [a,b] — S es una curva regular por partes dada como la frontera
de una region R C S, decimos que v estd orientada en sentido
positivo (resp. negativo) si y solo si para cada t € [a,b], excepto
posiblemente por un ntmero finito de puntos, existe una vecindad U
de v(t) en R? tal que la interseccion U N R esté “a la izquierda” del
vector 7/(t); es decir, contenida en el semiespacio determinado por el
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Figura 5.11: Curvas orientadas en una superficie.

plano generado por v'(t) y n(y(t)), hacia el cual apunta +"(t) (véase
la figura 5.11).

Con esta notacion, se puede ver que el teorema 5.28 es vélido para
curvas orientadas contenidas en una superficie orientable, dadas como
la frontera de una regiéon simplemente conexa.

Los resultados anteriores se refieren a la variacion de los vectores
tangentes a una curva. Si quisiéramos analizar una situacién similar
en el caso de una superficie, nuestro primer problema en este nuevo
contexto es que en cada punto de una superficie hay una infinidad de
vectores tangentes, por lo que no tiene sentido hablar de su variacion
total.

Revisemos el caso de las curvas planas. Observemos que en este
caso es equivalente fijarse en la variacion total de los vectores tan-
gentes y en la variacion total de los vectores normales. En el caso de
las superficies, en vez de fijarnos en los vectores tangentes podremos
estudiar la variacién de un vector normal a la superficie en un punto
dado. En otras palabras, habra que estudiar la diferencial dn, de la
aplicacion de Gauss n : S — S2.

En este caso tenemos el siguiente resultado. Omitiremos su prueba,
pero el lector interesado puede consultarla en [8] (Teorema 26.2, pag.
192).

LEMA 5.29. Sean K la curvatura de S C R3, do el elemento de drea
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de S yQ(0,¢) =senddf dp el elemento de drea de S* en coordenadas
esféricas. Entonces

K(p) do = sen6(n(p)) df(n(p)) dp(n(p)),

donde (6, ¢) = n(p) son las coordenadas de la aplicacion de Gauss en

SZ.

De lo anterior tenemos que la variaciéon del vector normal n en una
vecindad de un punto p tiene que ver con la curvatura K de S en p,
pues mientras mayor curvatura se tenga, mayor sera la variacion del
vector normal.

Si queremos obtener una expresion para la variaciéon total del
vector normal en una region R C S, podriamos considerar la integral

//Rmo—

donde do es el elemento de area de S.

Podemos enunciar una primera generalizacion del teorema 5.24 al
caso de una superficie concreta (la esfera unitaria).

Diremos que un triangulo geodésico en la esfera unitaria S? es
una region acotada por tres circulos méaximos.

TEOREMA 5.30. Sea R un tridngulo geodésico en la esfera unitaria
S2. Entonces la variacion total del vector normal en R es igual al drea

de R. En simbolos,
//KdU:Areade R.
R

Esta fue la version del teorema principal de este capitulo demos-
trada por Gauss en 1825. En general, el Teorema de Gauss-Bonnet
relaciona la variacion total del vector normal (es decir, la integral de
la curvatura gaussiana) en una regiéon R de una superficie orientable



188 5.4. GAUSS-BONNET [: LA VERSION LOCAL

S con la variaciéon angular de los vectores tangentes a la frontera de
R.

En la seccion 5.4 presentaremos una version local de este resulta-
do (en un tipo particular de region, contenida en la imagen de una
parametrizacion) y en la seccion 5.5 mostraremos una version global,
relacionando la integral de la curvatura en S con la caracteristica de
Euler-Poincaré.

Para concluir esta seccion citaremos a Gottlieb (véase [11]), quien
afirma que existen algunos resultados de Descartes (publicados hasta
1860) y Dyck (1888) que extienden los teoremas de Gauss y Bonnet y
observan por vez primera la relacion entre la integral de la curvatura
gaussiana y la caracteristica de Euler-Poincaré.

En este sentido, Gottlieb sugiere que el conocido teorema de Gauss-
Bonnet deberia ser llamado el Teorema de Descartes-Dyck. Este es
un caso mas en la historia donde se conjuga el esfuerzo de muchas
personas, aunque s6lo una o dos de ellas se conviertan en parte integral
del nombre de un resultado.

5.4. Gauss-Bonnet I: La version local

En esta seccion daremos una demostracion sencilla de un caso
particular de nuestro teorema, usando algunas restricciones que iremos
eliminando en refinamientos posteriores. Sea R una regiéon contenida
en la imagen de una parametrizacion ¢ : 2 — S de una superficie
orientada S. Supondremos, s6lo para facilitar nuestros célculos, que ¢
es ortogonal.

Diremos que R C S es simple si es homeomorfa a un disco en
R2. Supongamos que R es simple y que la frontera de R se puede
describir mediante una geodésica 7 : [a,b] — S, cerrada, regular por
partes, orientada positivamente, parametrizada por longitud de arco.
Mas adelante eliminaremos la restricciéon de que 7 sea una geodésica.

Sean Y(So), - ., Y(Sk—1),7(sk) = Y(s0) los vértices de vy 01, ..., 0
los 4ngulos externos en los vértices de 7.
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TEOREMA 5.31 (Gauss-Bonnet, primera version local). Con las
notaciones anteriores se cumple la igualdad

I/ Kmiei:% 51)

Demostracion. Para cada i = 1,...,k, sea o; : [s;_1,8;] — R una
funcion diferenciable por partes tal que para cada s € [a,b], a;(s)
mide el angulo formado por +/(s) con el vector ¢,. Por el Teorema
5.28, basta demostrar que

//RKdU = ii(ai(Si) — i(si_1)).

Puesto que cada «; es diferenciable, podemos escribir lo anterior como

k .
% doy
Kdo = ds.
//R 7 Z/ ds
i=1 i—1

Esta forma integral sugiere el uso de uno de los teoremas fundamen-
tales del calculo. Recordemos la siguiente expresion para la curvatura
geodésica de una curva arbitraria, con respecto de una parametriza-
cion ortogonal, obtenida en la proposicion 2.45,

1 dv du do;
k. (s) = Gy — By— tds.
o(s) 2\/E_G( ds ds)+ds s

En nuestro caso, la curvatura geodésica se anula en todo punto
s € [a,b]. Al integrar la expresion anterior en cada intervalo [s;_1, s
tenemos que

F 5 dOéZ'
;/Si_l ds

ds_—i/& 1 (G@—E@>ds
~ J. , 2VEG \ "ds "ds '
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Usando el teorema de Green en la expresion del lado derecho, tenemos
que

2w (). (). ) o

Pero el integrando del lado derecho es precisamente la expresion para
la curvatura con respecto de una parametrizacion ortogonal (véase el
ejercicio 16 de este capitulo), lo que muestra la afirmaciéon y concluye
la demostracion del teorema.

O

OBSERVACION 5.32. Para simplificar los calculos en la demostra-
cién, supusimos que la parametrizacion ¢ era ortogonal. Sin embargo,
puede demostrarse que la expresion (5.1) es independiente de la para-
metrizacion.

Por otro lado, la demostracion del teorema sugiere la siguiente ge-
neralizacion al caso en que v no es una geodésica en una superficie
diferenciable orientable.

TEOREMA 5.33 (Gauss-Bonnet, segunda version local). Sea R una
region simple contenida en la imagen de una parametrizacion ¢ : {2 —
S de una superficie diferenciable orientada S. Supongamos que la fron-
tera de R se puede describir por medio de una curva v : [a,b] — S,
cerrada, reqular por partes, orientada positivamente y parametrizada
por longitud de arco con curvatura geodésica ky(s). Si 0y, ...,60; son
los angulos externos de vy, entonces se cumple la iqualdad

Z/ ds+//Kda+Z¢9—27r

Utilizaremos esta version del teorema en la proxima seccion.
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5.5. Gauss-Bonnet II: La versiéon global

Usaremos la segunda version local del teorema de Gauss-Bonnet
para demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 5.34 (Gauss-Bonnet, version global). Sea R una region
contenida en una superficie diferenciable orientada S. Supongamos
que la frontera de R estd formada por un numero finito de curvas

v; :la,b] = S, j=1,...,N, cerradas, requlares por partes, orientadas
positivamente, y parametrizadas por longitud de arco con curvatura
geodésica ky. St 01, ...,0, son los dngulos externos de estas curvas,
entonces

Z/ ds+//Kda—|—ZQ—27rX

Demostracion. Sea T = {T;} una triangulacion de la region R con V
vértices, A aristas y C' caras, de modo que cada tridngulo esté con-
tenido en la imagen de una parametrizacion. Si aplicamos el teorema
5.33 a cada triangulo y sumamos los resultados, obtenemos

ZL ds~|—//Kda+Z€l—27rC

donde Zél representa la suma de los dngulos externos de todos los
tridngulos de 7. Queremos mostrar que

k

Y h=2(A-V)+ ) 6

=1

Para esto, haremos uso de los angulos internos 3, = m — 6, de cada
tridngulo para escribir

Zél = Z(W—ﬁl) = 3nC — Zﬁl-
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Podemos descomponer la expresion de la derecha, clasificando los vér-
tices de 7 en tres conjuntos, con Vi, Vs, V3 elementos en cada conjunto.
El primer conjunto esta formado por los vértices de las curvas ;. El
segundo conjunto es el de los vértices distintos de los anteriores y que
se encuentran en la frontera de R. Finalmente, el tercer conjunto es el
de los vértices de 7 que estén en el interior de R. Si ; es el angulo
interno en cada uno de los vértices de las curvas v;, tenemos que

k
3%0—2@ = 3nC — (Zﬁi+7ﬂ/2+27ﬂ/},)

i=1

k
= 3nC — (Z(ﬂ' —0;) +7Va+ 27TV3)

=1

k
= 3nC —aVi+ ) 0;— 7V, —27V;.
i=1
Para simplificar lo anterior observamos que se cumple la formula 3C =
2A; + A., donde A, es el nimero de aristas de la triangulaciéon que
forman parte de la frontera de R y A; es el ntiimero de las aristas
restantes. Observemos ademés que A, = Vi + V5, de modo que

3C =2A;,+A. =2A,+ V1 + V.

Tenemos entonces que
k k
3rC — Vi + > 0 —wVp—2mVy =2mA; + Y 0; — 2nVi.
i=1 i=1
Sumamos y restamos A, = V; + V5 para obtener finalmente

k
Zél = 2mA; +21A. — 27V} — 2wV, + Zei —21V4
i=1
k

=1
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5.6. Aplicaciones

El Teorema de Gauss-Bonnet 5.34 puede verse como un resulta-
do que relaciona la geometria de una superficie (representada en los
angulos y las curvaturas) con su topologia (representada por la carac-
teristica de Euler). Como veremos, la existencia de esta relacion es-
tablece fuertes restricciones sobre las superficies en ambas direcciones,
la geométrica y la topologica.

Veamos una primera aplicacion del teorema.

PROPOSICION 5.35. Sea R una region triangular en una superfi-
cie S acotada por las curvas vy, 72,73, con dngulos externos 0,05, 05.

Entonces , ,
Z/ l{:g(s)ds—l—//KdajLZQi:Qﬁ.
j=1 Vi R i=1

En particular, si las aristas del tridngulo son geodésicas de S, se tiene

3
//KdU—FZQiZQﬂ'.
R i=1

Demostracion. Observe que la caracteristica de una region triangular
es igual a 1. O]

Si definimos los angulos internos 3; = m — 6;, obtenemos

COROLARIO 5.36. La suma de los dngulos internos de un tridn-
gulo geodésico en una superficie S con curvatura gaussiana K es

1. menor que ™ si K < 0.
2. igual a ™ st K = 0.
3. mayor que ™ si K > 0.

Ahora veamos una aplicacion del teorema al estudio de las areas.
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PROPOSICION 5.37. Sea R un tridngulo geodésico en la esfera
unitaria S?, con dngulos internos 01,05, 0s. Entonces

3
Area(R) + Z 0; = 2m.

i=1

Demostracion. Basta observar que, como K =1,
// K do = Area(R).
R

Veamos ahora algunas consecuencias globales de nuestro teorema.

O

PROPOSICION 5.38. Sea S una superficie compacta en R3. En-
tonces
// K do =2mx(9). (5.2)
s

Demostracion. Recordemos que S es necesariamente orientable. Po-
demos pensar a S como una regioén con frontera vacia, o bien descom-
poner a la superficie en una unién finita de regiones R; tales que la
frontera de cada region sea una curva orientada positivamente. En este
caso, es facil ver que los demés términos de la formula de Gauss-Bonnet
se anulan, de modo que obtenemos (5.2). ]

La expresion (5.2) es sin duda notable. Como sabemos, la curvatu-
ra es un concepto métrico, en cierta medida asociado a una cierta
“rigidez” de una superficie S. Sin embargo, la caracteristica de Euler
es un concepto topolégico. Podemos estirar, doblar o curvear a una
superficie y el valor x(.S) seguira siendo el mismo. De esta manera,
en todas las superficies obtenidas de esta manera, la distribuciéon de
los valores de la curvatura K(p) se equilibran para que su “suma” (es
decir, la integral) se mantenga constante. Veamos qué consecuencias
tiene la formula (5.2).



CAPITULO 5. EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET 195

COROLARIO 5.39. Sea S una superficie en R3, homeomorfa a una
esfera. Entonces S tiene al menos un punto eliptico.

Demostracion. Por la igualdad (5.2), tenemos que

J[ 1dr =2ms)

Como S es homeomorfa a una esfera, tenemos que

X(S) = x(8%) = 2.

Asi, la integral [ ¢ K do es positiva. Si suponemos que S no tiene pun-
tos elipticos, entonces K < 0 y tendriamos que la integral es negativa
o cero, lo cual es una contradiccion. O

En los ejercicios de esta secciéon se veran otros ejemplos de apli-
cacion de este teorema.

Ejercicios

1. Calcule la caracteristica de Euler de las siguientes superficies,
dando una triangulacién especifica.

a) El elipsoide.
b) El toro.
c¢) El doble toro.

2. Existe una operacion de “pegado” en las superficies, que puede
describirse como sigue. Sean S; y Sy dos superficies cualesquiera
y Dy y D, discos abiertos en cada una de ellas. Sea h : 0D; —
0Dy un homeomorfismo entre las fronteras de estos discos. La
suma conexa de Sy y 53, que se denota S1#55, es la superficie
que se obtiene de la union (S; \ Dq) U (S2 \ D2) identificando
cada punto x € dD; con h(z) € 0D, (véase la figura 5.12).
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S2

Figura 5.12: Suma conexa de superficies.

a) Demuestre que para cualquier superficie S se cumple que
S#S? es homeomorfa a S; es decir, que S? sirve como neutro
para la suma conexa.

b) Demuestre que
X(S1#£52) = x(S1) + x(S2) — 2.

3. Calcule la caracteristica de Euler-Poincaré de RIP?,

4. Calcule la caracteristica de Euler-Poincaré de la botella de Klein
K2.

5. Calcule el numero de vueltas de cada una de las curvas en la
figura 5.13 en torno de los puntos senalados.

6. Calcule el nimero de vueltas de cada uno de los campos de la
figura 5.14 con respecto de las curvas indicadas.

7. Calcule el indice de cada uno de los campos de la figura 5.15 con
respecto de la singularidad indicada.

8. Demuestre el teorema 5.28 para una curva plana cerrada regular.

9. Sin utilizar el teorema de Gauss-Bonnet, demuestre directamente
el teorema 5.30.
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Rl

Figura 5.13: Curvas para el ejercicio 5.

Figura 5.14: Campos y curvas para el ejercicio 6.

10. Sea S una superficie en R* homeomorfa a un toro. Demuestre
que S debe tener puntos elipticos, hiperbolicos y planos.

11. Demuestre que no existen superficies compactas en R? con cur-
vatura gaussiana negativa.’

12. Sean 71,7, dos geodésicas que parten de un punto p en una
superficie S con curvatura cero. Muestre que las geodésicas no
pueden volver a cortarse en un punto ¢ de modo que formen la
frontera de una regién simple. ;Qué ocurre si S tiene curvatura
negativa? ;Y si S tiene curvatura positiva?

IEste resultado es valido también para superficies completas no compactas.



198

5.6. APLICACIONES

\Y

Figura 5.15: Campos y singularidades para el ejercicio 7.

13. Demuestre el teorema de Euler para poliedros (V — A+ C = 2)

aplicando el teorema de Gauss-Bonnet.

14. Es posible realizar dos cortes en un toro T? para obtener una
region simple (véase la figura 5.16). Demuestre, sin usar el teo-

rema de Gauss-Bonnet, que

/Tdea:O.
SN

Figura 5.16: Dos cortes en un toro.

15. De manera analoga al ejercicio anterior, muestre que es posible
realizar 2p cortes a una superficie compacta de género p (una
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16.

17.

esfera con p asas) para obtener una region simple. Aplique el
teorema de Gauss-Bonnet a esta region para obtener

/ K do = 4n(1 — p).
T2

Demuestre que en una parametrizaciéon ortogonal, la curvatura
gaussiana tiene la siguiente expresion:

s =~ (i) (a).)

Considere el plano de Lobachevsky 2. ;Cémo es, respecto a ,
la suma de los d4ngulos interiores de un triangulo geodésico en el
plano de Lobachevsky 12?7






APENDICE A

Funciones complejas analiticas

Consideremos el campo de los ntimeros complejos C provisto de un
sistema de coordenadas (z, z), identificado con el plano R? de coorde-
nadas x,y a través de las formulas

1 1
== Z =—(z—2 Al
r=3(+7), y=o (-7, (A1)
siendo el ntimero complejo z = = + iy y el nimero z = x — iy su
conjugado.

Dada una funcién f : R? — R2, ésta tiene una representacién como
una funcion g : C — C, donde

f(z,y) = g(z,2).
La forma compleja de la diferencial de g = g(z, Z) en el punto (z, z) es
_ 9y dg ,_
= 8Zdz+ 8Zdz'

DEFINICION A.1. Una funcién g : C — C se llamara analitica
(en la coordenada z de C) si y sélo si g no depende de la variable
conjugada Zz, esto es, si

dg
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EJEMPLO A.2. Considérese f : R(x 0 = R2 , definida por

flzy) = (@ + 9%, —2ay) = (u,v)-

Entonces f induce una funciéon g : C — C dada por
1
w=u+iv=(2"+y*) +i(-2zy) = 22+ = 5 (22 = 2°) = g(z,2).

Claramente g no es analitica en virtud de que

dg

07—2_27&0

>

EJEMPLO A.3. Sea f la funcion f(x,y) = (22 — y?,2zy) = (u,v),
la cual induce la funcién g : C — C dada por

w=u-+iv= (2> —y*) +i(2zy) = 2* = ¢(z, 2).
En este caso, g(z,z) = 2% es analitica, pues se cumple la igualdad

dg

aZ( ) =0.

>

OBSERVACION A.4. Las relaciones z = 2+ iy y z2 = x — iy

implican las siguientes igualdades para la funcion g = g(z, 2):

dg 090z 0g0z dg dg
or 828$+626$ az(1)+8z(1)

09 9g (0 0
B 8z+8z_(8z+82)(g)

dg 0g0z 090z 0dg dg, .
oy 828y+828y 82()+8Z< 2

(oz) = (a)o
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Por lo tanto, se obtienen las igualdades operacionales

o 9 0
or  0: 9z
o (o8 0
RGNS

Por otro lado, considerando f(x,y) como una funcién compleja
analitica ¢(z, Z), y tomando en cuenta las ecuaciones (A.1), se tiene

que

dg

dz

y también

99
0z

0f 0z Of oy
oz 8z 8y 0z

of .of
Gﬁ_zﬁ)

df 0z Of 9y
ox 0z (93/ 0z

of f 19f 10f
5 (o) + 5 (37) = 550~

(@ im) 03 ()

de las cuales se obtienen las igualdades operacionales

9 _1 9 _,9
0z ox 8y

9 _1 9 .9
0z 2\ ox Z@y
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Por esto, la funcion g(z, z) es analitica si y solo si
Jg 0 0
O = — = B — ) —— )
EE ( +1 ) (u +iv)

lo que equivale a

ou Ov i ov n ou 0
—_—— —— /L —_— —_— =
oxr 0Oy or 0Oy
Al igualar a cero las partes real e imaginaria en la ultima ecuacion,

se tiene que ¢ es una funcion analitica si y solamente si se cumplen las
ecuaciones

oo
ox Oy ’
oo u
8x+8y_’

llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

EJEMPLO A.5. Para la funcién f(z,y) = (2% + y*, —2zy) = (u, )
del ejemplo A.2 se tiene que

ou Ov

— — — =2r—(—22) =4 0
de modo que g no cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo que
implica la no analiticidad de la funcién inducida g = g(z, 2). >

EJEMPLO A.6. Para la funcion f(x,y) = (2* — y?, 2zy) = (u,v)
del ejemplo A.3 se tienen las igualdades

ou Ov
0 0
A 20+ (—2y) =0

%Qy
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lo que implica que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y
de alli la analiticidad de la funcién inducida
g=y9(z,2)= 22
>

DEFINICION A.7. Un biholomorfismo de una regién € del plano
complejo C con coordenadas z, Z es una funcion f : 2 — €2 invertible,
analitica y con inversa f~!: Q — € analitica.

EJEMPLO A.8. Consideremos una transformacioén lineal Ly : C —
C, definida por

Ly(z) = Az
donde A € C\ {0}.
Ya que % = 0, entonces L, es analitica. Por otro lado, dado

A = a+ib € C se tiene que en coordenadas z = x+1y la transformacion
L) se escribe como

Ly(z) = Az = (a +1ib)(x +iy) = (ax — by) + i(bx + ay)
Esta funcién L, induce en R? la transformacion lineal
La(z,y) = (ax — by, bx + ay)

que matricialmente y en la base canoénica se escribe
a —b x\ [ ax—by
b a y )\ bx+ay
a —b
=007

es la matriz de la transformacion lineal inducida por g(z). Entonces,

donde

a

detA:‘ b

b ’:a2+b2:])\|2
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el cual es diferente de cero (pues A # 0), de modo que A es invertible.
Escribiendo a+bi = A = |A|(cos ¢, sen ¢) se tiene una identificacion

(a —b)'_>|)\|<cos<p —sengo)

b a senp  cos

donde el segundo elemento es el producto de |A| con un elemento del
grupo SO(2). >



APENDICE B

Topologia y espacios métricos

En este apéndice incluimos los resultados bésicos de la Topologia
y de la teoria de los espacios métricos. Dos referencias clasicas que
sugerimos al lector son [4] y [18].

DEFINICION B.1. Sea X un conjunto. Una topologia en X es
una coleccion U de subconjuntos de X, con las siguientes propiedades:

1. 9, X el,;

2. Para cualquier familia finita {U;} ; C U, se cumple que
Ui eu;
i=1

3. Para una familia arbitraria {U,}aea C U, se cumple que

Yuv.eu

Si una coleccién U satisface las propiedades anteriores, se llama a
los elementos de U los abiertos de dicha topologia.

Un espacio topologico es una pareja (X,U), donde X es un
conjunto y U es una topologia en X.

207
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EJEMPLO B.2. Las colecciones U; = {X, 0} y Uy = P(X), donde
P(X) denota el conjunto potencia de X, son topologias en cualquier
conjunto X, como el lector podra verificar facilmente.

DEFINICION B.3. Sean (X,U) y (Y, V) espacios topologicos y ¢ :
X — Y una aplicacion entre ellos.

1. ¢ es continua si y solo si para cada abierto V' € V se cumple
que su imagen inversa f~'(V) es un abierto en X; es decir, si

ff(Vyeu.

2. ¢ es un homeomorfismo si y sélo si ¢ es biyectiva, continua y
su inversa ¢! : Y — X también es continua.

En nuestro caso, los ejemplos mas relevantes de espacios topologi-
cos seran aquellos cuya topologia surja de una funcién distancia.

DEFINICION B.4. Sea X un conjunto arbitrario. Una distancia
en X es una funcién d : X x X — R que satisface las siguientes
condiciones:

1. d(z,y) > 0 para cualesquiera z,y € X,y d(z,y) = 0 si y so6lo si
T =71.

2. d(z,y) = d(y,x) para cualesquiera z,y € X.

3. Para cualesquiera z,y,z € X se cumple la desigualdad del
triAngulo
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto
dotado de una distancia d.

EJEMPLO B.5. La funcion d, : R?* x R®> — R dada por

de(z,y) = [lz =y
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define una distancia en R3, que llamaremos distancia euclidiana.
Dado un conjunto arbitrario X C R3, podemos dotarlo de una distan-
cia, restringiendo d, a los elementos de X. Asi, cualquier subconjunto
de R? es un espacio métrico. Este es un ejemplo de una distancia ex-
trinseca, en el sentido de que esté definida en términos del ambiente
donde vive X. >

DEFINICION B.6. Sean (X, d) un espacio métrico. Entonces

1. Si p € X y § es un nimero real positivo, la bola con centro
en p y radio ¢, denotada B(p,d), es el conjunto

B(p,d) ={qe X |dpq) <94}

2. Un conjunto A C X estd acotado si y solo si existe un punto
p € X y un namero 0 > 0 tal que A C B(p,9).

3. Un conjunto 2 C X es abierto si y so6lo si para cada p € )
existe 0 > 0 tal que B(p,d) C Q.

4. Un conjunto A C X es cerrado si y solo si su complemento
X \ A es abierto.

El lector debe notar que en el inciso (3) de la definicion anterior
estamos determinando cuales deben ser los conjuntos abiertos en un
espacio métrico. Es decir, si definimos U como la colecciéon de sub-
conjuntos de X abiertos de acuerdo con (3), entonces el lector podra
convencerse que U es una topologia en X, llamada la topologia in-
ducida por la métrica de X.

EJEMPLO B.7. En el ejemplo 1.4 definimos una distancia en el
plano proyectivo real. En dicho ejemplo utilizamos la topologia de
RP? inducida por dicha distancia.

DEFINICION B.8. Sea {z,} una sucesién en un espacio métrico
(X, d). Entonces
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1. {z,} es convergente en X siy solo si existe z € X tal que para
todo € > 0 existe un nimero real N tal que si n > N entonces

d(zn, ) <e.
En este caso, decimos que z es el limite de {z,} y escribimos

z = lim =z,
n—oo

2. {z,} es una sucesion de Cauchy en X si y solo si para cada
e > 0 existe N tal que si n,m > N, entonces

d(zp, ) < €.

PROPOSICION B.9. Toda sucesion convergente en X es una su-
cesion de Cauchy en X.

DEFINICION B.10. Un espacio métrico (X, d) es completo si y
s6lo si toda sucesion de Cauchy en X es convergente en X.

EJEMPLO B.11. (R3 d.) es un espacio métrico completo. Por otro
lado, el espacio X = R3\ {0} con la distancia dada por la restriccion
de d. no es completo, pues la sucesion {(1/n,0,0)} es de Cauchy en
X y no es convergente. >
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