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Prefacio

En esta obra reunimos algunos de los conceptos y resultados bésicos de la
geometria riemanniana. Sin tratar de ser exhaustivos, por el momento sélo
senialaremos que cubrimos los aspectos fundamentales de la teoria de varie-
dades y de haces, asi como los tensores y las formas. Después de analizar
el concepto de conexién y en particular el de conexion riemanniana, con-
cluimos la obra con un estudio de dos conceptos centrales en la geometria,
la curvatura y las geodésicas de una variedad riemanniana.

La organizacién y distribuciéon de los temas obedecid, en un principio,
al programa oficial de la materia Geometria Diferencial en el posgrado en
matematicas de nuestra Universidad. Es claro que escribimos este texto
pensando en los alumnos de este posgrado, pero por supuesto deseamos
fervientemente que nuestro trabajo trascienda a otros a&mbitos.

Originalmente, el primero de los autores decidié reunir gran parte del
material del programa citado y ponerlo a disposicién de sus estudiantes. Los
textos escritos por él forman la base de esta obra. Algunas de las secciones
de los dos primeros capitulos se basan ademas en la tesis de licenciatura
elaborada por el segundo autor con base en cursos impartidos por el Dr.
Santiago Lopez de Medrano.

A lo largo de los anos, hemos utilizado gran parte del material en diversos
cursos de geometria y topologia, recibiendo una benéfica critica e influencia
por parte de nuestros alumnos, lo cual agradecemos profundamente.

Aprovechamos también para agradecer el apoyo de la Universidad por
medio del proyecto PAPIME PE100405, del Comité Editorial de la Facul-
tad de Ciencias, asi como de la Coordinacién de Servicios Editoriales de la
Facultad de Ciencias a cargo de Mercedes Perell6 para la conclusién de esta
obra. Igualmente agradecemos la minuciosa revisiéon y atinados comentarios
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del arbitro, al igual que el apoyo de Santiago Palmas para la elaboracién de
los dibujos presentes en este libro.

Finalmente y con el fin de mejorar las futuras versiones de esta obra,
invitamos cordialmente a nuestros lectores a hacernos llegar sus criticas,
comentarios y sugerencias, ya sea personalmente o por correo electrdnico,
lo cual agradecemos de antemano.

Héctor Sanchez Morgado
Instituto de Matematicas, UNAM
hector@matem.unam.mx

Oscar A. Palmas Velasco
Departamento de Matemaéticas
Facultad de Ciencias, UNAM
opv@hp.fciencias.unam.mx

Ciudad Universitaria, noviembre de 2007.
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CapiTULO 1
Variedades diferenciables

En este primer capitulo estudiaremos los objetos fundamentales con los
que trabajaremos en el resto de la obra, las variedades y los conceptos basicos
asociados a éstas, como los espacios tangentes y los campos vectoriales.

1.1. Variedades diferenciables

Primero impondremos la condicién de que estos objetos sean parecidos
a algiin R", por lo menos desde el punto de vista topolégico.

Definiciéon 1.1. Sea n un entero no negativo. Un espacio localmente ho-
meomorfo a R™ es un espacio topolégico de Hausdorff M tal que cada punto
tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R™. Si U C M es abierto y
¢ : U — R™ es un homeomorfismo sobre un abierto de R", la pareja (U, ¢)
se llama carta de coordenadas.

Observemos que el entero n de la definicién esta fijo. Si M es local-
mente homeomorfo a R”, diremos que n es la dimension de la variedad M
y escribiremos n = dim M ; también usaremos la notacion M".

Puesto que cada una de las transformaciones ¢ : U — R™ es un homeo-
morfismo, podemos reformular la definicién en términos de las transforma-
ciones inversas ¢! : p(U) — U, por lo general llamadas parametrizaciones.
Dejaremos que el lector proporcione los detalles de esta reformulacion en
los casos que considere necesarios.

Observemos también que un espacio localmente homeomorfo a R™ hereda
de manera automatica las propiedades locales de la topologia de R"; por
ejemplo, la compacidad local y la conexidad local, entre otras.
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R”

Figura 1.1: Una carta de coordenadas.

Consideremos una pareja de cartas (U, ¢), (V,1) cuyos dominios se
traslapen; es decir, tales que U NV # @. En este caso podemos construir
las transformaciones ¢ o ¢! y 1 o ™!, cuyo dominio y codominio estan
dados por abiertos de R™. Llamaremos a éstas transformaciones de cambio
de coordenadas. La idea general consiste en imponer una condicién sobre
estos cambios de coordenadas. En nuestro contexto, donde utilizaremos de
manera fundamental el concepto de diferenciabilidad, es natural imponer
una condicién del tipo siguiente.

Definicién 1.2. Se dice que dos cartas (U, @), (V,1) son C* compatibles,
k=0,1,...,00, si y sélo si las transformaciones de cambio de coordenadas
o L ih(UNV) =R, hop t: U NV)— R"” son de clase CF.

Coleccionaremos ahora una familia de cartas compatibles que cubran a
nuestra variedad.

Definicion 1.3. Sea M™ un espacio localmente homeomorfo a R"™.

1. Un atlas A de clase C* en M™ es una coleccién de cartas cuyos do-
minios cubren a M™ y cualesquiera dos de ellas son C* compatibles.

2. Una estructura diferenciable es un atlas maximal A, en el sentido de
que si la carta (U, ) es C* compatible con todas las cartas de A,
entonces (U, ) € A.
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PNy W(UNV)

Figura 1.2: Dos cartas compatibles.

Observacion. Si A es un atlas, podemos agregar todas las cartas (U, ¢) que
son C* compatibles con todas las cartas de A para formar una estructura
diferenciable Ay de clase C*.

Definicion 1.4. Sea n un entero no negativo. Una wariedad diferenciable
de dimensién n y clase C* es una pareja (M", A), donde M" es un espacio
localmente homeomorfo a R™ con base numerable y A es una estructura
diferenciable de clase C* en M™.

Cuando no sea necesario especificar la estructura diferenciable A, es-
cribiremos simplemente M"™. Ademas, dado que en esta obra sdlo considera-
remos variedades diferenciables, las llamaremos simplemente variedades de
clase C*.

Ejemplo 1.5. Los siguientes son ejemplos de variedades:

1. U abierto de R™ con la estructura diferenciable determinada por la
carta (U, Iyy), donde Iy es la transformacion identidad en U.

2. Si (M™, A) es una variedad y W es un subconjunto abierto de M",
entonces (W, Ay ) con Aw = {(U,¢) € A: U C W} es una variedad

de la misma dimensién que M.
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3. El conjunto M (m,n) de matrices m x n con entradas reales se puede
identificar con R™". Esta identificacién determina una estructura dife-
renciable en M (m,n). Cuando m = n, escribiremos M (n,n) = M(n).

4. Sean §" = {x € R""! : |x| = 1} y 7+ : S"\{p+} — R" las proyecciones
estereogréficas desde los polos p+ = (0,...,0,£1). Entonces el atlas

{S" \{p+},me), S" \{p-}, 7))}

determina una estructura diferenciable en S™.

5. Sean (M", A), (N™, B) variedades. La coleccién de cartas coordenadas
(U x V,p x 1) con (U,p) € A, (V,1) € B determina una estructura
diferenciable de dimensién n + m en M™ x N™.

Como habfamos anticipado, el concepto de variedad esta disenado de
modo que tenga sentido definir la diferenciabilidad de una transformacién,
de la manera siguiente.

Definicién 1.6. Sean (M", A) y (N™, B) variedades de clase C*.

» Una transformacién continua f : M — N es diferenciable de clase C*
en un punto p € M si y sélo si existe una carta (U, ) € A de una
vecindad de p en M y una carta (V1) € B de una vecindad de f(p)
en N, con p(p) = 0, tales que 1) o f o o~ ! es de clase C* en 0.

» Una transformacién f : M — N es diferenciable de clase C*, y es-
cribimos f € C*(M, N), si y sélo si f es diferenciable de clase C* en
p para todo p € M. Cuando N = R, denotaremos C*(M,R) como
C*(M) solamente.

Ejemplo 1.7. Consideremos la funcién det : M(n) — R, que asocia a cada
matriz cuadrada A su determinante. Como el desarrollo del determinante de
una matriz en M (n) estd dado por un polinomio de grado n, la funcién det
es diferenciable. Observe que el grupo lineal de matrices invertibles GL(n)
con entradas reales es la imagen inversa de R\ {0} bajo esta funcién y por
tanto es un abierto en esta variedad.
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M

o S L A D

o fopTt

dll

Figura 1.3: La transformaciéon f : M — N es diferenciable en p € M.

U

1.2. El espacio tangente

Sean M™, N™ variedades de clase C*. Aunque ya disponemos del con-
cepto de diferenciabilidad de una transformacién entre estas variedades, atin
nos falta un detalle para poder aplicar las técnicas del cdlculo diferencial a
estos objetos. Queremos definir la diferencial de una transformacién entre
variedades, lo cual haremos en esta seccién.

Un primer problema que debemos enfrentar es que la diferencial, si exis-
te, es una transformacién lineal. En particular, debe ser una transformacién
entre espacios vectoriales. Puesto que usualmente, M"™ y N™ no tendrin
esta caracteristica, tenemos que definir primero tales espacios. Como es de
esperar, el concepto que queremos establecer formalmente es el del espacio
tangente a una variedad.

Asi, nuestro primer problema es: Dada una variedad M™ y un punto
p € M, jcémo definir el espacio tangente a M en el punto p, que denotaremos
por T,M?

En realidad, hay varias respuestas a esta cuestiéon. Una de ellas, tal vez



6 1.2. EL ESPACIO TANGENTE

la mas intuitiva, aprovecha el punto de vista geométrico.

En R™, un vector tangente se puede pensar como el vector “velocidad”
de una curva. Por supuesto, varias curvas pueden tener el mismo vector
velocidad. Podemos aprovechar esta idea para definir una relacion entre
dos curvas que pasan por un mismo punto: Diremos que tales curvas son
equivalentes si y sélo si tienen el mismo vector velocidad. Es claro que esto
define una relacion de equivalencia, donde las clases de equivalencia pueden
pensarse precisamente como los vectores velocidad.

En el espacio euclidiano, este procedimiento es ocioso. Sin embargo, la
fuerza real de este punto de vista surge al trabajar con variedades abstractas.

Definicién 1.8. Sea M una variedad y sean a, 3 : (—€,€) — M dos curvas
(diferenciables) en M tales que «(0) = ((0) = p. Diremos que a y (3 son
equivalentes si y sélo si para alguna carta (U, ) de una vecindad de p se

tiene que (¢ 0 a)/(0) = (w0 B)'(0).

pof

Figura 1.4: Curvas equivalentes.

Es facil ver que este concepto no depende de la carta elegida y que define
una relacién de equivalencia entre curvas. Como es costumbre, denotamos
por [a] la clase de equivalencia de una curva av : (—e¢, €) — M y la llamaremos
el vector tangente a o en p. Podemos dar ya nuestra primera definicion del
espacio tangente a una variedad M en un punto p:
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Definicion 1.9. El espacio tangente a una variedad M en el punto p es el
conjunto de clases de equivalencia de curvas

TPM = { [CVHOZ : (_676) — M, Oé(O) :p}'
bajo la relacion de equivalencia establecida en la definicién 1.8.

Una de las ventajas de esta definicién es su evidente sabor geométrico:
Mantiene a los vectores “en la tierra” (o mas precisamente, ligados a curvas
en M). Esto permite, por ejemplo, dar una sencilla definicién de la diferen-
cial de una transformacién f: M™ — N™.

Dado un vector [], podemos hallar su imagen bajo la diferencial de
f de la manera siguiente: Puesto que este vector es tangente a la curva a,
podemos componer f con a. Esto nos da una curva en N. El vector tangente
a foaen f(p)serd la imagen de [a] bajo la diferencial de f.

La mala noticia con esta definicién de T),M es la dificultad para darle
una estructura de espacio vectorial. Esto no es imposible, sino tortuoso: Por
ejemplo, para definir la suma entre dos vectores [a] y [(], consideramos las
curvas correspondientes a y 3, las “bajamos” a R” por medio de una carta
(U, ). Para no complicarnos mas la existencia, supongamos que ¢(p) = 0,
de modo que podamos sumar directamente ¢ o a + ¢ o 3. Esto nos da una
curva en R", que “subimos” a M por medio de la inversa de ¢. Finalmente,
decimos que la clase de equivalencia de esta tltima curva es la suma de [o]
y 3]

Como ya es usual, habria que mostrar que esta definicién de la suma
no depende de las curvas [a] y [(] elegidas, asi como de la carta . Sélo
habra que armarse de paciencia, pero realmente puede mostrarse este hecho.

De manera andloga, podemos definir la operacién de producto por un
escalar, para luego mostrar que estas dos operaciones hacen de T,M un
espacio vectorial.

Un segundo enfoque para la definicién del espacio tangente T, M utiliza
otra importante propiedad de los vectores tangentes: Dado un vector v y
una funcién f, podemos calcular la derivada direccional de f en la direccién
de v.

Maés precisamente, sean U C R™ abierto, f : U — R una funcién dife-
renciable en un punto p € U y v € R™. Definimos

o(f) = dfp(v) = (grad f(p),v) = ) Dif (p)vi.
i=1
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Los resultados de la teoria del Céalculo establecen varias propiedades de
esta derivada direccional. Como ejemplo tenemos:

1. Si 1 denota a la funcién constante igual a uno, entonces v(1) = 0.

2. Linealidad: Si a,b € Ry f,g € CY(U), entonces v(af + bg) = av(f) +
bu(g).

3. Regla del producto (o de Leibniz): v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Podemos entonces considerar a v como un operador en el conjunto de
funciones definidas en una vecindad de p y diferenciables en dicho punto que
satisface todas las propiedades anteriores. El espacio tangente serd entonces
el conjunto de todos estos operadores.

Aunque este punto de vista (ver los vectores como operadores de fun-
ciones) ya puede generalizarse rapidamente a las variedades, aprovechare-
mos para una ultima observacion: En realidad, la derivada direccional de
una funcién no depende del comportamiento global de ésta, sino sélo del
comportamiento en una vecindad del punto donde queremos calcular tal
derivada. Esto permite extender la definicién de la derivada direccional (y
con ello de los vectores tangentes) a un conjunto de clases de equivalencia
de funciones, definido bajo la siguiente relacién de equivalencia.

Definiciéon 1.10. Sean M una variedad diferenciable y p € M. Considere-
mos el conjunto de funciones diferenciables al menos en una vecindad de p.
Definimos una relacién en este conjunto: f ~;, g siy sélosi f = g en alguna
vecindad de p. Es facil ver que ésta es una relacién de equivalencia. Una
clase de equivalencia bajo esta relacién se denota [f] y se llama el germen
de la funcion f en p. Sea G, M el conjunto de estos gérmenes.

Notemos que para cada germen podemos definir [f](p) = f(p) sin am-
bigiiedad. En G, M definimos las operaciones

= [f1+1g)=1[f+4],

= alf] = af], a €R,
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Observacion. El concepto de germen puede extenderse al caso de las fun-
ciones definidas en una vecindad de un punto p y que sélo sean diferenciables
en el punto, aunque nosotros no adoptaremos este punto de vista.

Ahora establecemos la definicién de los vectores tangentes usando este
enfoque.

Definicion 1.11. Sean M una variedad y p € M. Un vector tangente a M
en p es un operador lineal v : G,M — R que satisface la regla de Leibniz

v([fgl) = F(p)o(lg]) + g(p)u(lS])-

El espacio tangente a M en p es el conjunto T, M de vectores tangentes a
M en p.

Observe que no es necesario incluir en la definicién el hecho de que la
derivada de una funcién constante es igual a cero: Como [1] = [1][1], para
v € T, M tenemos

o([1]) = 1-o([1]) + 1-v([1]) = 2 v([1])

y asi, v([1]) = 0.
Una ventaja de esta definicién es que 7T}, M tiene una estructura natural
de espacio vectorial: Si a,b € Ry v,w € T,,M, entonces

(av + bw)([f]) = av([f]) + bw([f]).

Utilizaremos esta definicién del espacio tangente de manera regular, pero
daremos la idea acerca de la relacion existente entre esta definicion y la
relativa al conjunto de clases de equivalencia de curvas. Observemos que si
a es una curva en M con «(0) = p, entonces podemos definir un operador
Vg COMO

va([f]) = (f 0 )'(0).

Se puede ver que esta definicién no depende de la funcién f elegida en el
germen [f] y que en efecto es un operador que satisface la definicién 1.11.
Ademds, puede mostrarse que si o y [ son equivalentes (en el sentido de
la definicién 1.8), entonces v, = vg. Esto establece una funcién entre el
conjunto de clases de equivalencia de curvas (definicién 1.9) y el espacio
vectorial de “derivadas direccionales” (definicién 1.11).
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No continuaremos con los detalles de esta construccién, pero puede
mostrarse que esta funcién es una biyeccion entre ambos conjuntos, de mo-
do que podemos aprovecharla en dos sentidos: Uno, para darle estructura
de espacio vectorial al conjunto de clases de equivalencia de curvas; el se-
gundo, para darle una interpretacién geométrica al espacio de derivadas
direccionales.

Una vez que T,M tiene estructura de espacio vectorial, tiene sentido
preguntarse acerca de su dimensién. Consideremos una carta (U, ¢) con
p € U y sean u; las funciones de coordenadas cartesianas en R™. Escribimos
x; = u; o ¢ y definimos

0
_Bui

(o) G =R, (o) (1) = (0w s,

donde 0/0u; denota la derivada parcial de una funcién con respecto de la
1—ésima variable en R™. Probaremos que

0 0
)y (),

es una base de T}, M. Para ello, necesitamos un resultado auxiliar.

Lema 1.12. Sean V C R™ un abierto convexo, con 0 € V y f € C®(V).
Entonces ezisten g1, ..., gy, € C(V) tales que

Flu) = 1)+ Y wgiw), conu=(ur,.. ) v 6i(0) = 52(0).
i=1 ¢

DEMOSTRACION. Sea u € V' y definamos h(t) = f(tu); entonces

o) = h) — o) = [ ot = S w2
=10 = (1)~ ) = [ 80t = [73 i e
Definiendo )
[
O A

obtenemos el lema. O
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Figura 1.5: Una base para T, M.

Proposicién 1.13. Sean M™ una variedad diferenciable, p € M. Sea (U, p)
una carta con p € U y x; = u; o ¢ como antes. Entonces

o <8mz)

n
=1

)

para todo v € T, M.

DEMOSTRACION.  Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
¢(p) = 0. Sea f € C*®(¢~1(B,(0))). Por el lema 1.12 tenemos que

O (fop1)0),

1 _
fOSO (’LL) +Zulgz y i 0)_3’&1

de modo que

p)+ > wi(giop).
=1
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Asi,

3

vl = 2 vllzd)(gi o o) +sz (lgi o))

O]

Corolario 1.14. Sean M una variedad diferenciable y p € M. Entonces
T,M es un espacio vectorial de la misma dimensiéon que M.

Aprovecharemos la proposicién 1.13 y su Corolario para presentar un
ejemplo importante de variedad diferenciable.

Definicion 1.15. Dada una variedad M™, el haz tangente a M es la unién
de los espacios tangentes a M en cada punto de M:

T™ = | J T,M.
peEM
Proposicion 1.16. FEl haz tangente TM es una variedad y dim T'M = 2n.

Demostracion. Denotemos por A el atlas que define la estructura diferen-
ciable de la variedad M. Si (U, ¢) € A es una carta, denotamos

TU = | J T,M,
peU

Si u; son las funciones coordenadas en R" y x; = u; 0 ¢ como en la proposi-
cién 1.13, para cada w € TU se cumple la ecuacién

v =2 wleh@)(gg,),

De este modo, podemos definir la transformacién ¢ : TU — U x R™ como

Bw) = (wq), Zwam])(q)ei) ,

=1
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donde {e;} es la base canénica de R"™. Dejamos como ejercicio para el lector
mostrar que la familia { (TU, @) | (U, ¢) € A} define una estructura diferen-
ciable de dimensién 2n para T'M. O

Utilizaremos ahora nuestra caracterizacion del espacio tangente para
definir la diferencial de una transformacion entre variedades.

Definicién 1.17. Sean M, N variedades y f € C°°(M,N). Definimos la
diferencial fip : TpM — Ty, N de f en un punto p € M como

fep(0)([g]) = v([g © f1)
donde v € T, M, [g] € Gy N.

Ejemplo 1.18. Sea S(n) el subespacio vectorial de M (n) formado por las
matrices simétricas, es decir,

S(n)={Ce€ M(n): C"'=C}.

Como vimos en el ejemplo 1.5, la estructura de espacio vectorial induce una
estructura diferenciable en M (n). De manera similar, S(n) = R™"+1D/2 tiene
una estructura diferenciable. Es facil ver que la transformacién f : M(n) —
S(n) dada como f(A) = AA?! es diferenciable, de modo que procederemos a
calcular su diferencial fi4.

En este caso, la estructura de espacio vectorial nos permite calcular la
diferencial de la manera “usual”; es decir, si B € M (n), entonces

Foa(B) = 1im S((A + sB)(A + sB) — AA') = AB' + BA".

s—0 8§
En particular, observemos que f.;(B) = B! + B.

Proposicién 1.19. Sean f € C*°(M,N), h € C*(N,P), con M,N,P
variedades diferenciables. Ademds, sean p € M y q = f(p).

1. Para cada p € M, fi, es una transformacion lineal.
2. Si f es constante, entonces f., =0 para cada p € M.

3. Regla de la cadena: (ho f)sp = hug 0 fup.
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4. Sean (U, ) carta conp € U, x; =u;op yei,...,e, la base candnica
de R™. Entonces
1 N
Prpp)(€0) = (axi)p
de donde T,M = gow(p) (R™).

DEMOSTRACION. Sea v € T,M.
1. Dejaremos este punto como ejercicio para el lector.

2. Sea [g] € G¢N. Si f es constante, [go f] es el germen de una transfor-
macioén constante. Asi,

fop(v)([g]) = v([g o f]) = 0.
3. Sea [g] € Gp(g)P. Tenemos que

(ho fla(v)(lgl) = wv(lgohof])
Fep(0)([g 0 ) = (hag © fip) (v)([9])

4. Sea [g] € G, M. Basta observar que

el = eilgo ™) = (g0 ™))

O]

Observacién. Sean M™, N™ variedades diferenciables, f € C*°(M,N),
p € My (Up), (V,¢) cartas con p € U, f(p) € V. Si uq,...,u, son las
funciones coordenadas en R™, con x; = u; o ¢ y, por otro lado, vi,...,vm
son las funciones coordenadas en R™ y y; = v; o 1), entonces

Fa(p) () = () (o 1) = -y f o 7))

Por la proposicion 1.13,

Fep (8:6) in:

oo o) (5),
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Es decir, la matriz de f,, con respecto de las bases

(Gt Gl

es precisamente la matriz derivada D (1 o f o o~ 1)(¢(p)).

Observacién. El concepto de haz tangente nos permite coleccionar en un
todo el conjunto de diferenciales f,, de una transformacién diferenciable
f € C®°(M,N). En efecto, dada f de este tipo definimos f, : TM — TN
como

f«(v) == fip(v), siveT,M.

1.3. El teorema del rango, inmersiones y encajes

Ahora disponemos de més herramientas para trabajar con las variedades
y podemos extender con facilidad algunos resultados clasicos del Calculo.
El primer resultado que extenderemos a las variedades es el siguiente.

Teorema 1.20 (De la funcién inversa). Sea f € C*(R™ R"), k > 1, tal
que f(0) = 0 y la diferencial de f en 0 es invertible. Entonces existe una
vecindad V' de 0 en R™ tal que f(V') es abierto en R™, fly : V — f(V) es
invertible y la funcién inversa f~1 € CF(f(V),V).

Las transformaciones que satisfacen la conclusion del teorema reciben
un nombre especial.

Definicion 1.21. Una transformacién f : M™ — N™ entre variedades es
un difeomorfismo de clase C* si y sélo si f es biyectiva y tanto f como su
inversa f~! son de clase C*.

Por otro lado, una transformacién f : M™ — N™ es un difeomorfismo
local de clase C* en p siy s6lo si existe una vecindad U de p en M tal que
flv : U — f(U) es un difeomorfismo de clase C*.

Observe que en este caso, necesariamente las variedades deben tener la
misma dimensiéon. Enunciemos ahora la nueva versiéon del teorema anterior.
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Teorema 1.22 (De la funcién inversa para variedades). Sean M™, N™ va-
riedades de la misma dimension, f € C*(M,N), k> 1 yp € M, tal que la
diferencial de f en p es invertible. Entonces f es un difeomorfismo local de
clase C* en p.

Figura 1.6: Teorema de la funcién inversa para variedades.

DEMOSTRACION. Sea (U, ¢) una carta de M, donde U es una vecindad
de p y ¢(p) = 0. En forma anéloga, sea (V,1) una carta de N, donde V es
una vecindad de f(p). Entonces la transformaciéon g = ¢o f o ~! satisface
las hipotesis del teorema de la funcién inversa en R™, por lo que resulta ser
un difeomorfismo local en 0. De aqui es facil ver que f =1 ogoy es un
difeomorfismo local en p. O

Sif:M"™ — N" satisface las hipétesis del teorema de la funcién inversa
para variedades y (U, ) y (V, %) son cartas de M y N como en la demostra-
cién, ya sabemos que g = 0o f o~ ! es un difeomorfismo local en R™. Si
pensamos a g como un “cambio de coordenadas”, entonces podemos para-
metrizar las vecindades de p y de f(p) mediante una misma vecindad con
cartas (U, ¢) y (U,%), donde ¥ = 1o g~ 1. Observemos que g =)o fop !
es la identidad en U, de modo que podemos parafrasear de nuevo el teorema
como sigue.

Teorema 1.23. Sean f € C*(M™,N™), k > 1 yp € M, tal que la dife-
rencial de f en p es invertible. Entonces existen cartas ¢ de una vecindad
de p en M y 1 de una vecindad de f(p) en N tales que o fo@~! esla
identidad.
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Extenderemos esta versién del teorema de la funcién inversa en varios
sentidos: Consideraremos una transformacién entre variedades de dimen-
siones arbitrarias M™ y N™, as{ como transformaciones no necesariamente
invertibles. Mas adelante destacaremos las particularidades de los casos
k=n<myn>m=k.

Definicién 1.24. Sean M, N variedades, f € C*°(M,N) y p € M. El
rango de f en p es el rango de la derivada de f en p; es decir, es igual a
dim fip (T, M).

Teorema 1.25 (del rango). Sean M™, N™ wvariedades y f € C*°(M,N).

1. Supongamos que el rango de f en p es k. Entonces existen cartas

(U, ), (V) con o(p) = 0,9(f(p)) = 0 tales que

o fop Tt tn) = (b sty g1 (1), g (1))-

2. Si el rango de f es constante e igual a k en todos los puntos de
una vecindad de p, entonces existen cartas (U, ), (V,¢) con ¢(p) =
0,%(h(p)) =0 tales que

Yo fop Mty .. ty) = (t1,...,11,0,...,0).

DEMOSTRACION. Como el resultado es local podemos suponer que M
es una vecindad del origen en R”, N = Ry f(0) = 0. La hipdtesis es que la
matriz D f(0) tiene rango k. Permutando las coordenadas podemos suponer
que

j , con det A(0) # 0,

donde A(x) es una matriz k x k. Por continuidad, en una vecindad del origen
tenemos det A(z) # 0. Ahora definimos ¢ : M — R"™ por

O(S1y-voy8n) = (f1(8)s -y [1(S), Skt1y- -+, Sn)-

Observemos que
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T,M f
N
N
@ wOfOSfl »
N

Figura 1.7: Segunda parte del teorema del rango.

Asi, det Dp(0) # 0 y por el teorema de la funcién inversa existe una
vecindad U del origen tal que ¢ : U — (U) es un difeomorfismo. Como
fiop Yt1,... ty) =t; parai=1,...,k, tenemos que

f o So_l(tlv cee 7tn) - (tlv cee 7tk‘)gk+1(t)7 cee 7gm(t))a

lo cual muestra la primera parte del teorema.

Para demostrar la segunda parte del teorema usaremos la ultima expre-
1

sion obtenida. Si g = f o ™", entonces
I 0
Dg(t) = |, [%}
Otjlij>k

Supongamos que rango D f(x) = k para todo = en una vecindad del origen.
Entonces rango Dg(t) es igual a k en una vecindad del origen y

das
(%g;:0parai,j2k.

Asi, ¢i(t) = gi(t1,...,tx) para i > k. Sea

VW15 Ym) = W Yk Ykt — St (W15 Uk)s s Um—Fm (Y15 - UR));
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entonces

put) =L ).

*

lo que implica que ¥ es un difeomorfismo local. Finalmente,

I/JOg(tl,...,tn) :¢(t1,...,tk,gk+1(t)...,gm(t)) = (tl,...,tk,o,...,O).
]

En el resto de la seccién veremos varias aplicaciones del teorema 1.25.
En particular, este teorema se puede utilizar para establecer condiciones
suficientes bajo las cuales la imagen inversa de un conjunto cumple la defini-
cién de variedad. Reservaremos un nombre especial para este caso.

Definicion 1.26. Sea M una variedad diferenciable. Una subvariedad de M
es un subconjunto de M tal que es una variedad, con la topologia inducida
por la topologia de M.

Corolario 1.27. Sean M™, N™ variedades y f € C*°(M,N). Sea q € N tal
que el rango de f es constante e igual a k en una vecindad de f~!(q) # @.
Entonces f~!(q) es una subvariedad de M, de dimensién n — k.

DEMOSTRACION. Sea p € f~1(q). El teorema 1.25 implica que existen
cartas (U, ), (V, 1)) tales que ¢(p) =0,1(¢q) =0y

Yo fop tty,...,tn) = (t1,...,tx,0,...,0).

Sea z € U; entonces f(z) = ¢ siy sélo si

Yo fop p(2))=0 obien ¢(2)=(0,...,0,2%11,---,2n)

Ast, ) NU = ¢ 1 ({0} x R" %), y podemos definir la carta ¢ = IT o
¢lp-1(gnv> donde IT : R™ — R ¥ es la proyeccién sobre las tltimas n — k
coordenadas. Si j : R"™* — {0} x R"™* C R” es la inyeccién natural,
entonces tenemos que ¢! = p~loj. O

Es conveniente destacar un caso particular del teorema anterior. Cuando
k = m, diremos que ¢ es un wvalor reqular de f. El resultado anterior se
suele enunciar diciendo que la imagen inversa de un valor reqular es una
subvariedad. En este caso, tenemos el siguiente hecho adicional.
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Figura 1.8: Si ¢ es un valor regular de f y f(p) = g, entonces T,f~!(q) =
ker fip.

Proposicién 1.28. Sea g € N un valor reqular de f € C°(M™, N™). Para
cada p € f~1(q) se tiene que T, f~1(q) = ker f.p.

DEMOSTRACION. Sea (U, ¢) carta de f~!(g) con p € U. Entonces fop™!
es constante. Asi,

Fo(Tp f7H(@)) = (fo o™ (®R™™™) = {0},

donde = = ¢(p). Es decir, T, f1(q) C ker f.,. Para mostrar la otra conten-
cién, usaremos un argumento dimensional. Como f,, es suprayectiva, tene-
mos que

dim T, f~'(¢) = n —m = dimker f,,,

y obtenemos la contencion en el otro sentido. O

Ejemplo 1.29. Sean M (n) y S(n) los espacios de matrices y f: M(n) —
S(n) la transformacién f(A) = AA! analizados anteriormente en los ejem-
plos 1.5 y 1.18. Mostraremos que el grupo ortogonal O(n) = f~(I) es una
variedad de dimensién n(n — 1)/2, viendo que I es un valor regular de f; es
decir, que f.4 es suprayectiva para cada A € O(n), o bien que para cada
C € S(n) existe B tal que f,4(B) = C. Como vimos en el ejemplo 1.18,

f«a(B) = AB' + BA,
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de modo que tomando B = %CA tenemos que
1 1
fxa(B) = i(AAtCt + CAAY) = §(Ct +C) =C.

Asi, f.a es suprayectiva e I es un valor regular de f. Adicionalmente,
podemos aplicar el corolario 1.27, de modo que el espacio tangente a O(n)
en la identidad es

TiO0(n) =ker f,; = {B € M(n) : B' + B = 0};
es decir, el conjunto de matrices antisimétricas.

Ahora veremos bajo qué condiciones podemos garantizar que la imagen
directa de una transformacion f : M™ — N™ es una subvariedad de N.

Definicién 1.30. Sean M, N variedades y f € C*°(M"™, N™) diferenciable.
» Decimos que f es una inmersion en p € M siy sélo si fy, es inyectiva.

s La transformacién f es una inmersion si y solo si f es una inmersion
en p para todo p € M.

s Una inmersién p es un encaje si y solo si es un homeomorfismo sobre
su imagen f(M).

Conviene destacar un aspecto de la definicién de un encaje. Al establecer
la condicién de que una transformacién sea un homeomorfismo sobre su
imagen, siempre supondremos que la imagen f(M) C N tiene la topologia
inducida por la topologia de N. Para aclarar este punto, pensemos en una
transformacién inyectiva f : R — R? cuya imagen sea una figura “8”. Si
consideramos esta figura con la topologia inducida por R?, ésta no es una
subvariedad de R?, pues tiene un punto problematico. (;Qué ocurre en este
caso?) El lector podra convencerse que esta topologia es diferente de aquella
que hace de f un homeomorfismo.

Observacion. Si f : M — N es un encaje, entonces f(M) es una subva-
riedad de M, de la misma dimensién que M. En efecto, es facil ver que si
A ={(Uq, pa)} es un atlas para M, entonces B = {(f'U,, 0o 0 h)} es un
atlas para f(M).

El siguiente resultado establece condiciones para que una inmersion sea
un encaje.



22 1.4. TEOREMA DE WHITNEY

Figura 1.9: jEs el “ocho” una variedad?

Proposicion 1.31. Si f : M — N es una inmersion inyectiva y M es
compacta, entonces f es un encaje.

DEMOSTRACION. Sélo tenemos que probar que f~! : h(M) — M es
continua. Si U C M es abierto, entonces M \ U es cerrado. Como la variedad
M es compacta, M \ U es compacto. Asi, f(M \ U) es compacto y por
consiguiente cerrado. Como f es inyectiva, f(M \ U) = f(M) \ f(U), de
donde f(U) es abierto en f(M). O

1.4. Teorema de Whitney

Dedicaremos esta seccion a la demostracién de que cualquier variedad di-
ferenciable compacta puede encajarse en algiin espacio euclidiano. Para esto,
mostraremos primero la existencia de una familia de funciones definidas en
una variedad, llamada particion de la unidad. A grandes rasgos, esta familia
permitira convertir objetos definidos “localmente” en objetos globales.

Definicion 1.32. Sea M una variedad diferenciable.

» Una coleccién {U,} de subconjuntos (abiertos) de M es una cubierta
(abierta) de W C M si W C |, Ua.

» Un refinamiento (abierto) de la cubierta {U, } es una cubierta (abierta)
{V;3} tal que para toda [ existe a tal que V3 C U,.

» Una coleccién {A,} de subconjuntos de M es localmente finita si para
todo p € M existe W), vecindad de p en M tal que {or: W),N A, # O}
es finito.
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» M es paracompacto si toda cubierta abierta de M tiene un refinamiento
localmente finito.

= Para una funcién f € C*(M) definimos el soporte de f como el con-
junto

soporte f = {z € M : f(x) # 0}.

» Una particion de la unidad en M es una coleccién {¢o} C C*°(M) tal
que (i) {soporte ¢} es localmente finita; (ii) po > 0; y (iil) Y, Yo =
1.

» La particion {¢q} estd subordinada a {Ug} si para toda « existe [ tal
que
soporte ¢, C Usg.

Lema 1.33. Sea M un espacio de Hausdorff, localmente compacto y con
base numerable. Entonces toda cubierta abierta tiene un refinamiento nu-
merable localmente finito consistente de abiertos con cerradura compacta.

DEMOSTRACION. Existe una cubierta numerable {G}} de abiertos con
G}, compacto tal que G C Gpii. En efecto, sea A una base numerable
y sea {Ur} la subcoleccién que consiste de los elementos con cerradura
compacta. Como M es Hausdorff y localmente compacto, {Uy} es una base.
Sea G'1 = U; y supongamos que G, = Uy U---UUj,. Sea

ijrl:ml’n{j>jk:ékCU1U-~-UUj}

y definamos
Gyr1=U1U---UUj

Jk+1"

Sea {V,} una cubierta abierta arbitraria. Para k > 3, Gy \ Gx_1 es
compacto y estd contenido en Gy 1 \ék,g. Tomemos una subcubierta finita
de la cubierta {V, N (Gry1 \ Gr_2)} de G \ Gj_1. Escojamos también
una subcubierta finita de la cubierta {V, N G3} de G. La unién de estas
subcubiertas finitas es la subcubierta deseada. O

Lema 1.34. Ezxiste p € C®°(R") tal que 0 < p <1, p=1en C(1), p=0
en R"\ C(2), donde C(r) = (—r,r)".

Dejaremos la demostracién de este lema como ejercicio. El lector puede
consultar [5], pagina 10.



24 1.4. TEOREMA DE WHITNEY

Figura 1.10: Construccién de una subcubierta abierta de Gy \ Gp_1.

Teorema 1.35 (Particiones de la Unidad). Sean M wuna variedad dife-
renciable y {Uy} una cubierta abierta de M. Entonces existe una particion
numerable de la unidad {¢k} subordinada a {Uy}, con soporte gy, compacto.
Adicionalmente, existe una particion de la unidad {@a} con una cantidad a
lo mas numerable de elementos no nulos y soporte o, C U, para toda c.

DEMOSTRACION. Sea ¢ como en el lema 1.34. Sea {G}} como en el lema
1.33 y Gop = @. Para cada p € M, sea k, = max{k : p ¢ Gi}. Escojamos
a(p) tal que p € Uy (p) y una carta (V, 1) tal que

T(p) =0, 0(2) - T(V)v VC Ua(p) N (ka+2 \ékp)'

Definamos 1, como ¢ o7 en V e igual a cero afuera de V. Asi, ¢, = 1 en
un abierto W), y soporte, C V. Para cada k, sea I}, un subconjunto finito
de Gy \ Gi_1 tal que {W, : p € F}} es una cubierta de G}, \ Gp_1. Asi,
{W, :p € F,k € N} es una cubierta numerable de M.

Ordenemos {9, : p € Fj, k € N} en una sucesion {t;}. Observemos que
la coleccién {soportet;} es localmente finita. Asi, si ) = Y .2, ¢;, entonces
¥ (p) > 0 para todo p € M. Definimos p; = 1; /1.
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Para cada i escogemos (i) tal que soporte p; C Ua(iy- Sea
o = Z Pis
a(i)=a

entonces soporte ¢, C |J ali)=a soporte ;.
Para cada p € M existe una vecindad W), de p tal que

{i : soporte o; N W), # @} = {i1,..., 4, }.
Si soporte ¢po N W), # @, entonces a = «(i;) para algin j =1,...,r y asi
{a : soporte po " W), # @} = {a(ir),...,a(i)}.
Por lo tanto, la familia {soporte ¢, } es localmente finita. O

Corolario 1.36. Sean M una variedad, V' C M abierto y A C V cerrado.
Entonces existe p € C°(M) talque 0 < p <1, p=1len Ay ¢ =0 en
M\V.

DEMOSTRACION. {V, M \ A} es una cubierta abierta de M. Sea {p, 1}
una particién de la unidad con soporte o C V', soportet) C M\ A. Sip € A,
(p) = 0 y entonces p(p) = 1. O

Necesitaremos dos resultados auxiliares mas.

Lema 1.37. Sean M una variedad diferenciable y {V, : o € A} una cubierta
localmente finita.

1. S8t K C M es compacto, entonces {a € A: Vo, N K # @} es finito.

2. Si Vo # @ para toda o € A, entonces A es a lo mds numerable.

DEMOSTRACION.

1. Para cada p € M, sea W, una vecindad de p tal que
Ay={acA:V,NW, # o}

es finito. Como K es compacto, existe una subcubierta finita de K,
de la forma {W,,..., W), }. Si V, N K # @, entonces V, N W, # &
para algin i = 1,...,7r y asi a € Ap,. Luego,

{acA:VanK #£a} A,
=1
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2. Existe una sucesién creciente de compactos K; tales que M = J,; oy K.
Por el inciso anterior, B; = {a € A : Vo, N K; # &} es finito. Como
todo V,, debe intersecar algin K;, A C |J;cy Bi- O

Lema 1.38. Sea M una variedad diferenciable.

1. SiV.C M es abierto y A C V es cerrado, entonces existe U abierto
tal que ACU CUCV.

2. Si{Vi} es una cubierta abierta localmente finita, entonces existe una
cubierta abierta {U;} tal que U; C V; para toda i.

DEMOSTRACION.

1. Sea ¢ : M — [0, 1] diferenciable tal que p =0en Ay ¢ =1en M\ V.
Sea U = ¢~ 1[0,1/2).

2. Por la proposicién 1.37, la cubierta {V;} es a lo mds numerable. El
conjunto Ay = M \ |J,., Vi es cerrado y A1 C Vj. Por (1) existe U;
abierto tal que

1>1

A cU; CUlCVvl,yanM:UlUUV;.
i>1
Ay = M\ (U U5 Vi) es cerrado y Ay C V. Por (1) existe Us
abierto tal que
Ay C Uy CUQC‘@,Y&SI/MZU1UU2UUVZ'.
i>2

Continuamos el proceso inductivamente. Sea p € M. Como {V;} es
localmente finita existe N tal que p ¢ V; si i > N. Como

M= Juulw,

i<N i>N

tenemos que p € |,y Ui. O

Ahora podemos demostrar que cualquier variedad compacta admite un
encaje en un espacio euclidiano.



CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES 27

Teorema 1.39. Si M es una variedad diferenciable compacta, entonces hay
un encaje f : M — R™ para algin m.

DEMOSTRACION. Como M es compacta, podemos encontrar una colec-
cién finita de cartas (Vi,v1),...,(Vi, ) tal que M = Ule V;. Por la

proposicién 1.38, existe una cubierta {Uy,...,Us} tal que U; C V;. Por
el corolario 1.36 existe ¢; : M — [0, 1] diferenciable tal que ¢;(U;) =1y

soporte o1 C V;. Sea n = dim M y definamos

f = (‘lelw.-790k7/1k7§017-~790k) M _>Rk(n+1).

Mostraremos que f es el encaje buscado.
Veamos primero que f es inyectiva. Supongamos que f(p) = f(q), p,q €
M. Sipe U, ¢i(p) =1, entonces p;(q) =1y asi q € V;. Luego

Yi(p) = i(P)Yi(p) = i(@)i(q) = ¥i(q)

y entonces p = q.
Ahora veamos que f es una inmersién. Observemos que

f* = [(¢1w1)*7 LR ((pqu[}k)*a Plxy ey ka*]
Sea p € U;. Como ;); = 1; en U;, (9it)i)«p = Yixp €s un isomorfismo. [

El resultado anterior dice que podemos hallar un encaje de una varie-
dad compacta en algin espacio euclidiano, tal vez de dimensién alta. Una
cuestién adicional interesante consiste en hallar la minima dimensién en la
que podemos estar seguros que tal encaje existe. Una discusion completa de
este punto aparece en [5].

1.5. Variedades con frontera

Aqui presentamos una generalizacién del concepto de variedad. Con este
fin necesitamos introducir el concepto de transformacién diferenciable en un
subconjunto arbitrario de R™.

Definiciéon 1.40. Sean X C R™ un conjunto arbitrario y f : X — R™
Decimos que f es de clase C* en X y escribimos f € C*(X,R") si y sélo si
para cada p € X, existe F € C*(V,R") tal que V es una vecindad de p y
fIXNV =F|XNV.Sin =1, escribiremos C¥(X,R) = C¥(X).
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Hasta ahora hemos modelado las variedades mediante conjuntos abiertos
en R”. En el caso de las variedades con frontera, utilizaremos como modelo
el semiespacio superior de R", dado por

H" = {(z1,...,2,) € R" : 2, > 0},

dotado de la topologia inducida por R™. Definimos la frontera de H™ como

OH" = {(x1,...,2zp) : x, = 0}.

Figura 1.11: Una carta de variedad con frontera.

Definicion 1.41. Sea M un espacio de Hausdorff y n € N.

» La pareja (U, ¢) es una carta de variedad con frontera en M si ¢ es
un homeomorfismo de un conjunto abierto U C M en un abierto de
H".

» Dos cartas de variedad con frontera (U, ¢), (V, 1) son C*¥ compatibles
sipoyp L :ip(UNV) = H", Yvogp!:pUNV)— H" son de clase
C* (en el sentido de la definicién 1.40).

» Un atlas A de variedad C* con frontera es una coleccién de cartas
cuyos dominios cubren M y cualesquiera dos de ellas son C* compa-
tibles.
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» Una variedad C* con frontera es un espacio de Hausdorff M con base
numerable junto con un atlas maximal A de variedad C* con frontera.
En este caso, decimos que la dimension de M es m.

= Sean (M,.A) una variedad C* con frontera y (U,¢) € A. Six € U
satisface que p(z) € OH", decimos que = es un punto frontera para la
carta (U, ¢).

Observacioén. En realidad, la condicién de ser un punto frontera no depende
de la carta. En efecto, sean (U, ), (V,) cartas tales que y = p(z) €
OH" y supongamos que z = ¥(x) ¢ OH". Entonces existe r > 0 tal que
B.(z) Cp(UNV)\ OH". Sea F : W — R"™ tal que W es vecindad de y y
FIWNH" = oo YW NH". Asi, Fo o1~ es la identidad, de modo
que D(po1p~1)(2) es invertible. Por el teorema de la funcién inversa, existe
0 < e < r tal que el conjunto o)~ 1(B,(2)) C p(UNV) C H" es un abierto
de R™. Esto contradice el hecho de que y € OH".

Definicién 1.42. Sea M una variedad C* con frontera. La frontera de M es
el conjunto OM de puntos en M que son punto frontera para alguna carta.
El interior de M es el conjunto M \ OM.

Por la observacién anterior a esta definiciéon, el interior de M es el con-
junto de puntos para los cuales existe una carta (U, ) con ¢(U) abierto
de R™. Por lo tanto, el interior de M es una variedad C* (sin frontera). La
siguiente proposicién dice que también la frontera de M es una variedad.

Proposicién 1.43. Sea M™ una variedad diferenciable con frontera. En-
tonces OM es una variedad diferenciable (sin frontera) de dimension n—1.

DEMOSTRACION. Sea B el conjunto de cartas (U, ) de M tales que
UNOM # @. Sea IT : R® — R™! la proyeccién sobre las primeras n — 1
coordenadas. Entonces {(U NOM,Ilo p|UNOM) : (U,p) € B} es un atlas
para OM. O

Para concluir, veremos un resultado relativo a la imagen inversa de un
valor regular, en el contexto de las variedades con frontera.

Proposicién 1.44. Sea M una variedad diferenciable (sin frontera) de di-
mension n. Sea f € C®(M) y supongamos que 0 es un valor reqular. En-
tonces f1([0,00)) es una variedad con frontera y OM = f~1(0).
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DEMOSTRACION.  El conjunto f~1((0,00)) es abierto en M. Si p €
f71(0), por (1) del teorema 1.25, existe (U, ) carta tal que ¢(p) =0y

fo go_l(:xl, ceeyTp) = Tp.

Asi, F71([0,00)) U = @ (") , y entonces (o~ (H"), gl (H)) es una
carta de variedad con frontera. O

1.6. Campos vectoriales y flujos

Para finalizar este capitulo presentamos los conceptos basicos de la teoria
de campos vectoriales definidos en una variedad. Desde un punto de vista
intuitivo, un campo vectorial X en una variedad M es una transforma-
cién que asocia a cada punto p de M un vector tangente X(p) € T,M.
Utilizaremos el concepto de haz tangente definido en 1.15 para formalizar
esta idea.

Definicion 1.45. Sea M una variedad diferenciable, T'M su haz tangente
y m: TM — M la transformacién de proyeccion m(v) = p, si v € T,M. Un
campo vectorial en M es una transformacién X : M — TM tal que mwo X
es la identidad en M; en otras palabras, X (p) € T,M para todo p € M.

Figura 1.12: Un campo vectorial en M.

Dada una carta (U, ) de una vecindad U C M, si u; son las funciones
coordenadas en R" y x; = u; o ¢, la proposicién 1.13 implica que X tiene la
expresion

X0 = Y X)) (o) . peU. (1)
i=1 v
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Queremos definir el concepto de un campo vectorial diferenciable. Como
en otros casos, es posible establecer este concepto mediante algunos criterios
alternativos, como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.46. Sea X : M — T M wuna transformacion tal que mo X
es la identidad en M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es diferenciable.

2. En la expresion (1.1) se tiene que las funciones X ([x;]) son diferen-
ciables.

3. Para cada funcion f : M — R diferenciable, la funcion X (f) dada por
X(f)(p) =X (p)(f) es diferenciable.

Demostracion. (1) < (2). Supongamos primero que X : M — TM es di-
ferenciable. Esto quiere decir que si p € M, (U,¢) es una carta de una
vecindad de p en M y (TU, @) es la carta de TM asociada a (U, ), co-
mo en la demostracién de la proposicién 1.16, entonces la transformacién
@o X o~ ! es diferenciable en ¢(p). Puesto que X tiene la expresiéon dada
por (1.1), es facil ver que

poXop (g = X([z:)) o (q) e
=1

de modo que las funciones X ([x;]) o ¢ ~! son diferenciables en ¢(U) y por

tanto las funciones X ([z;]) son diferenciables en U. La afirmacién reciproca
(2) = (1) es clara.

(2) < (3). Sean f una funcién diferenciable, p € M y (U, ¢) una carta
de una vecindad de p en M. Entonces

X(w) =Y X(=he) ()
i=1 7P

Por hipétesis, las funciones X ([x;]) son diferenciables. Ademds, como f es
diferenciable, 0f/0z; también lo es, de modo que la expresién anterior es
diferenciable. Reciprocamente, si esta expresion es diferenciable para toda
funcién f diferenciable, podemos evaluar la expresién anterior para f = x;,
j=1,...,my concluir la diferenciabilidad de las funciones X ([x;]). O
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Definiciéon 1.47. Un campo vectorial X : M — TM es diferenciable si y
sélo si satisface cualquiera de las condiciones de la proposicién anterior. De-
notaremos al conjunto de campos vectoriales diferenciables en M mediante

Ahora procederemos a estudiar las trayectorias definidas por un campo
vectorial. Primero enunciaremos un resultado para campos definidos en con-
juntos abiertos de R™. Omitiremos la demostracién, que puede consultarse
en [6].

Teorema 1.48 (Existencia y unicidad). Sean U C R™ un conjunto abierto
y X € CHU,R").

1. Dados xy € U, ty € R, existene >0 y a: (to —e,tp+¢) — U una
unica solucion a la ecuacion diferencial

7 = X () (1.2)
que satisface a(ty) = .

2. Para cada x € U, sea J(x) el intervalo maximal donde estd defini-
da una solucion a (1.2), que escribiremos como ¢i(x) = p(t,x), con
©(0,2) = . Entonces el conjunto Q = {(t,z) : x € U,t € J(x)} es
abierto y la funcion ¢ : Q@ — U es de clase C*.

3. Si se satisfacen dos de las condiciones t € J(x), t +s € J(z), s €
J(p(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

(Pt-i-s(x) = (Ps(cpt(x))-

La funcién ¢ : @ — U dada por el teorema 1.48 se llama el flujo local
definido por el campo vectorial X € C1(U, R"). Para cada x € U, la derivada
A(t) = Dyy(x) satisface la ecuacién diferencial

A'(t) = DX () A(t) (1.3)
conocida como la primera variacién de (1.2).

Proposicién 1.49. Si X € CK(U,R"), entonces p € C*(Q,U).
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DEMOSTRACION. Supongamos que el resultado es vélido para cualquier
campo vectorial de clase C* y que X € C**1(U, R™). Consideremos el campo
vectorial Y (z,u) = (X(z), DX (z)u) cuyo flujo local estd dado por

®4(z,u) = (pu(x), Dpr(z)u).
Como Y € CH(U x R"), & € C*(Q x R*, U x R™). O

Definiciéon 1.50. Sean M una variedad diferenciable y  : I C R —- M
una curva diferenciable. Definimos el vector tangente a la curva en «(t) por

o/ (t) = aw(d/dt)y.

Observacion. Si h: M — N es un difeomorfismo y X € X(M), definimos
un campo vectorial h, X € X(N) por hX(y) = h(X(h™ (y)) Sean « :
I — M una curva diferenciable y 8 = hoa. Entonces 3'(t) = hioa.(d/dt); =
hy(c/(t)). Asi,

&(t) = X(a(t)) siy solo si B(t) = (X (a(t) = ho X (B(%)).

Es decir, a es una solucién de la ecuacién diferencial @’ = X (z) si y sélo si
3 = h o« es una solucién de la ecuacién diferencial y' = h.(X)(y).

Si F': N — L es otro difeomorfismo, entonces (F o h), X = Fi(h.X).
En efecto,

(Foh) X(F(h(x) = (Foh)u(X(2)) = Fupe(hus (X (@)
—  Fungy (X (h(2))) = F.(hX) (F(h(x))).

Tenemos ahora la versién para variedades del teorema 1.48:
Teorema 1.51. Sea M™ una variedad diferenciable y sea X € X(M).

1. Dados p € M, tg € R, existene >0 y a: (tg —&,to + &) — M una
unica solucion a la ecuacion diferencial

¥ = X(x) (1.4)

que satisface a(ty) = p.
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2. Definimos J(x) y o(t, z) de manera similar a lo realizado en el teorema
1.48. Entonces el conjunto Q = {(t,z) :x € M,t € J(x)} es abierto y
la funcion ¢ : Q@ — M es diferenciable.

3. Si se satisfacen dos de las condiciones t € J(x), t +s € J(x), s €
J(pi(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

Pr1s(T) = @s(pi(x)).

DEMOSTRACION. Sea (U, 1) carta con p € U. Consideremos el campo
vectorial diferenciable Y = ¢, X : ¢(U) — R"™. Por el teorema 1.48 existen
£ > 0 y una tnica solucién 3 : (tg — &,tg +¢) — M a la ecuacién diferencial
y' =Y (y) que satisface 5(tg) = 1 (p). Por la observacién anterior al teorema,
a = 1Y~ 1of es la tinica solucién a (1.4) definida en (tg—e¢, to+¢) que satisface
a(tp) = p. Las demas afirmaciones también son consecuencia del teorema
1.48. O

Figura 1.13: Flujo local del campo X.

Observacién. La funcién ¢ : Q@ — M es el flujo local definido por X €
X(M). Es facil ver que si h : M — N es un difeomorfismo y X € X(M),
entonces el flujo local de h, X es (t,y) — ho g oh™L.

El lector podria preguntarse en qué casos las trayectorias asociadas a
un campo X estan definidas para todo valor del parametro. Un ejemplo
importante es el siguiente.
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Teorema 1.52. Si M es una variedad compacta y X € X(M), entonces el
congunto ) dado por el teorema 1.51 es R x M.

DEMOSTRACION. Para cada x € M, sean £(z) > 0 y U, vecindad de x
tales que (—¢(z),e(x)) x Uy C Q. Sea {Uy,,...,Uy, } una cubierta finita de
M y hagamos ¢ = min{e(z1),...,e(z)}. Para t € R, sean k(t) = [2t/e] y
s(t) =t — k(t)e/2. Definimos

Ps(t) © Pe/20 -0 Pepa, >0
—_——
k(t) factores
Ps(t) ©P—e/20 0P _¢/2, t <O0.

—k(t) factores

Pt

O

Para concluir esta seccién incluimos un resultado acerca de la posibilidad
de usar un campo vectorial X # 0 como un campo asociado a una carta.

Teorema 1.53 (Caja de flujo). Sean M™ una variedad y X € X(M). Si
X(p) # 0, existe una carta (U,v), ¥ = (x1,...,2y,) de una vecindad U de
p tal que X|y = 0/0x;.

DEMOSTRACION. Sea (V, ¢) una carta con p € V, ¢(p) = 0 y tal que
o«(X(p)) =e1 = (1,0,...,0).
Sea ¢, el flujo local de ¢, X. Definimos
h:(—e,e)" =R", h(y,.-..,yn) = 0y, (0,92...,yn)
y observamos que

h(yl +it,..., yn) = @y1+t(07y2 cee ,yn) = (Pt(h(yh ceey yn))’

Asi D1h(y) = ¢+ X (h(y)) y D;h(0) = e; para i > 1. Entonces Dh(0) = I y
por el teorema de la funcién inversa, h es un difeomorfismo de una vecindad
del origen en otra. Si ¢y = h™! o ¢, entonces

a - - p—
<07’1)w*1<y> =1y (e1) = 650 (D1h()) = X (¥ (1)- O
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1.7. La derivada de Lie, I

En esta seccién presentamos una operacion llamada derivada de Lie, que
por el momento definiremos sélo para funciones y para campos vectoriales,
y que posteriormente extenderemos a otras transformaciones.

Definicién 1.54. Sean M variedad diferenciable, X € X(M) y ¢ el flujo
local de X. Para f € C*°(M) y Y € X(M) definimos la derivada de Lie Lx

por

LxI) = X)) = 4| _(Foe)),
LYo = o (o))
(p-Y)(p)
— /
M

Figura 1.14: Construcciéon de la derivada de Lie LxY. La curva es una
trayectoria de X.

Proposicién 1.55. Sean X,Y € X(M), f € C*(M). Entonces
1. Lx(fY)=fLx(Y)+ Lx(f)Y.
2. (LxY)(f) = X(Y(f)) = Y(X(f))-
DEMOSTRACION. La demostracién de la primera afirmacion es directa

y se deja como ejercicio para el lector. Para la segunda, usamos el lema 1.12
y escribimos (f o ) (¢, p) como f(p) + tg(t,p), donde

1
g(t,p) = /0 Di(f o p)(ts,p)ds, g(0,p) = % ofe o(t,p) = X(f)(p)-
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Queremos calcular

(LxY)(f)p) = (LxY)(p)(f) = | _ #-t:Y ()(f)-
Observemos que

(p-u:Y))(f) = Y(pup))(fop-t) =Y (pi(p))(f —tg(—t,-))
= Y()ee(p) — Y (g(=t, ) (:(p));

de este modo,

d

Jtl,_ (e I@)(f) = XY (f))(p) — Y (9(0,)(p)

= (X)) -YXU)Pp. O

La expresion obtenida en el segundo inciso de la proposicién anterior
recibe un nombre especial.

Definicién 1.56. Sean X,Y € X(M) dos campos vectoriales. El corchete
de Lie de X y Y es el campo vectorial [X, Y] dado por

(X, Y](f) = LxY (f) = X(Y () = Y(X(f))-
Corolario 1.57 (Identidad de Jacobi). Si X,Y,Z € X(M), se cumple que
(X, Y], 2] +[[Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.
Esta igualdad se puede escribir Liyy) = Lx o Ly — Ly o Lx.

Para finalizar esta secciéon veremos dos propiedades importantes del
corchete de Lie. La primera dice que el corchete de dos campos se anula
precisamente cuando los flujos asociados a dichos campos conmutan.

Proposicién 1.58. Sean X,Y € X(M) con flujos locales ¢y, )s. Entonces

[X,Y] =0 siy sdlo siprohs =1)g0 ¢y
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Figura 1.15: Interpretacion geométrica de @y 0 15 = 95 0 4.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién consiste en mostrar que
el flujo ¢; de X es igual al flujo ¢¥_s 0 ¢y 0 95 de (¢_s).X. Para esto basta
mostrar que (¢_s)«X = X para toda s. Tenemos que

d d
% . (w—s)*X = % s:O(wi(qus))*X
d
= - Szo(w_u)*(w_s)*x = ()_y)+(Ly X).

Si Ly X =0, (¢—s)«X no depende de s, de modo que (¢_s)s«X = 9. X = X
y ast ¢Y_s 0t 0t = .

Reciprocamente, si ¢; 0 1 = 15 o @y tenemos que el flujo local de
(—s)+X es py; es decir, (_5).X = X. De la expresién de arriba tenemos
que (Y—_y)«(LyX) =0y por tanto Ly X = 0. O

La siguiente proposicién dice que la anulacién del corchete es una condi-
cién necesaria y suficiente para que una familia de campos linealmente in-
dependientes se puedan interpretar como los campos asociados a una carta.

Proposicién 1.59. Sean Xi,...,X; € X(M) campos linealmente inde-
pendientes en p € M 1y tales que para toda ©,5 = 1,...,k cumplen que
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[Xi, X;] = 0. Entonces hay una carta (U,v) de una vecindad de p, con
V= (x1,...,2,) tal que

0 0

Xi=7—,.., Xpy = —.
1 85517 y Ak 8$k

DEMOSTRACION. Sean (V,¢) una carta con ¢(p) = 0y Y; = ¢.X;.
Entonces Y1(0),...,Y%(0) son linealmente independientes y podemos com-
pletar una base de R™ con vectores Yjii1,...,Y,. Sea A € GL(n) tal que
AY;(0) = e;,i = 1,...,k, AYpj; = extj. Sea ¢} el flujo local de Z; =
AY;,i=1,...,k y definamos

h(z1,...,xy) = gpél o---ocp];k((),...,O,mk+1,...,xn).
Como [Z;, Z;] = A¢.[X;, X;] =0 parai=1,...,k, tenemos
h(zy,. ...z +t, ... 2n) =@l oh(xy,...,Tn),

de modo que

Dh(z)e; = D;h(x) = % tzogpi oh(x) = Zij(h(x)).

Asi, D;h(0) = Z;(0) = e;,i = 1,...,k y Di4;h(0) = exqj, por lo que h
resulta ser un difeomorfismo de una vecindad del origen en otra. Si ¢ =
h='o Ao ¢, entonces

lo cual concluye la demostracion. O

1.8. Ejercicios

1. Sea L el espacio cociente obtenido de (Rx {1})U(Rx{0}) identificando
(z,1) con (x,0) si x # 0. Muestre que L es un espacio topoldgico
localmente homeomorfo a R, pero que no es Hausdorff.

2. Demuestre cada uno de los siguientes incisos.

a) Toda variedad diferenciable es localmente compacta.
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b) Toda variedad es localmente conexa por trayectorias.

¢) Una variedad conexa es conexa por trayectorias.

. Muestre que un subconjunto U de una variedad diferenciable M™ es

a su vez una variedad de dimensién n si y sélo si U es un subconjunto
abierto de M.

. Sea M una variedad diferenciable y f : M — N un homeomorfismo.

Demuestre que N tiene una unica estructura diferenciable tal que f
es un difeomorfismo.

. Considere al toro T' = S' x S! como un subconjunto de C x C. Sea

T/ ~ el cociente obtenido al identificar (z,w) con (—z,w). ;Es este
cociente una variedad diferenciable?

. Sea M™ una variedad y U C M un subconjunto abierto. Demuestre

que si p € U, entonces T,U = T, M.

. Sean (M™, A),(N™, B) variedades diferenciables. Demuestre que

a) La coleccién de cartas (U x V, @ x ), con (U, ) € A, (V,¢) € B
determina una estructura diferenciable de dimensién n + m en
M x N.

b) Las proyecciones m; : M X N — M, g : M x N — N son
diferenciables.

¢) Una transformacién F': P — M x N es diferenciable si y sélo si
w1 o I, m9 o F' son diferenciables.

d) Sif:P— Myg:Q— N son diferenciables, entonces f x g lo
es. Determine el rango de f X g en términos de los rangos de f y
g.

. Sean w1 : S"\ {p+} — R las proyecciones estereograficas desde los

polos py = (0,...,0,£1) de la esfera S”. Demuestre que las cartas (S™\
{p+},7m4) y (S"\ {p_},m_) determinan una estructura diferenciable
en esta variedad.

. Sean Cy,C cerrados ajenos en una variedad diferenciable M. De-

muestre que existe una funcién diferenciable f : M — [0, 1] tal que
C; = f~1(i) parai =0,1.
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Muestre que

a) El conjunto N C M tiene una estructura de subvariedad di-
ferenciable de dimensién k& de M si y sélo si para todo punto
p € N hay una carta (U, ) de una vecindad de p en M tal que
NNU=Ung ' (R* x {0}).

b) El conjunto N C M es una subvariedad cerrada de M si y sélo si
para cada punto de NV existe una carta como la del primer inciso.

Muestre que el conjunto {(z,|z|) : = € R} no es la imagen de una
inmersién R — R2,

Demuestre las siguientes afirmaciones.

a) Si U C R* es un conjunto abierto y f : U — R™ % es diferen-
ciable, entonces la gréafica de f dada como {(p, f(p)) :p € U} es
una subvariedad de R™.

b) Toda subvariedad de R™ es localmente la gréfica de una funcién
diferenciable.

Sean M, N variedades de dimensiéon ny f : M — N una inmersién.
Demuestre que

a) f es una transformacién abierta; es decir, manda abiertos en
abiertos.

b) Si M es compacta y N es conexa entonces f es sobre.

Sea S! el conjunto de complejos unitarios. Defina f : R — S' x S! por
f(t) = (exp(it),exp(iat)) donde v es un numero irracional. Muestre
que f es una inmersién inyectiva y que f(R) es densa en S! x S!.

Defina P, el espacio proyectivo (real) de dimensién n, como el cociente
de S™ identificando un punto p con su antipoda. Si 7 : S — P™ es
la proyeccién candnica, muestre que f : P* — M es diferenciable si y
sélosi form:S" — M lo es y el rango de f es igual al rango de f o .

Puesto que podemos considerar S*~! C S”, también P! C P".
Muestre que P™ \ P"~! es homeomorfo al disco unitario D" C R™.
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17. Demuestre las siguientes afirmaciones.
a) Defina f : P2 — R3 por f([z,v,2]) = (yz, 2z, zy). Muestre que f
no es una inmersién en precisamente seis puntos.
b) Defina g : P2 — R* por g([z,y, 2]) = (22 —y>,yz, 2, ry). Muestre

que g es un encaje.

18. Una funcién continua f: X — Y entre espacios topoldgicos es propia
si para cualquier compacto C C Y se tiene que f~1(C) es compacto.
El conjunto limite L(f) de f es el conjunto de puntos y € Y para los
cuales existe una sucesién (x,) en X sin subsucesiones convergentes
tal que y = lim f(x,).

a) f es propia siy sélosi L(f) = @.

b) f(X) es cerrado en Y siy sélo si L(f) C f(X).

c¢) Encuentre f: R — R? con f(R) cerrada pero L(f) # @.
)

d) f: X — Y continua e inyectiva es un homeomorfismo sobre su

imagen si y sélo si L(f) N f(X) =

e) Una subvariedad N C M es cerrada si y sélo si la inclusién
i1 : N — M es propia.

f) Si M es una variedad diferenciable, entonces existe una funcién
diferenciable f : M — R propia.

19. Sea M (m,n;k) el conjunto de matrices en M (m,n) con rango k.

a) Demuestre que M(m,n;k) es una subvariedad de M (m,n) de
dimensién k(n + m — k). Sugerencia: Dado Xo € M(m,n;k),
existen matrices P € M(m), QQ € M(n) tales que

Ay B
raa= () o)

con Ay € M(k, k) no singular. Si X es cercana a X, entonces

A B
rra-(2 1)
con A € M(k) no singular y X € M(m,n;k) si y sélo si D =
CA'B.
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b) Demuestre que M(2,2;1) es un cono en R?*; es decir, si A €
M(2,2;1) y A € R, XA # 0, entonces AA € M(2,2;1). Al interse-
car este conjunto con S?, se obtiene una variedad compacta de
dimensién 2. jCual?

Sean (U, @), ¢ = (x1,...,2n) y (U,0), ¢ = (yl,...,yn) dos cartas
definidas en un mismo conjunto ablerto UcCM.SiXeX(M), sabe-
mos que

X = Xi— —
2N Y =2,
Obtenga los coeficientes X ;j en términos de los coeficientes Xj.

Construya un campo vectorial (a) en un intervalo (b) en un disco de
dimensién 2 cuyas trayectorias no puedan extenderse a todo R

Sean M, N variedades y f € C°°(M,N). Dos campos X € X(M) y
Y € X(N) estdn f-relacionados si y sdlo si fuy(X(p)) = Yy(,) para
todo p € M. Demuestre que

a) X y Y estan f-relacionados siy sélo si X(go f) =Y (g)o f para
toda g € C*°(N).

b) Si X; estd f-relacionado con Y;, i = 1,2, entonces [ X7, Xo] estd f-
relacionado con [Y7, Ya].

Sea (U, ¢), ¢ = (z1,...,2,), unacartade U C M y sean X, Y € X(M)
dos campos vectoriales con expresiones locales

- ) "9
X—2X,-axi y Y—Zly,-axi.

Demuestre que

e (LY 00X\ 0

1,j=1

Un punto critico de una funcién f € C°°(M) es un punto p € M tal
que fip = 0. Demuestre las siguientes afirmaciones:
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a) Si p es un punto critico de f, entonces existe una funcién bien
definida Hy : T,M x T,M — R tal que para X,Y € X(M),

Hy(X(p),Y(p)) = X(p)(Y(f)) = Y (p)(X(f))-

b) Con la misma hipdtesis sobre p, entonces H es bilineal y simétri-
ca.

¢) Si (U, ) es una carta con ¢ = (x1,...,Ty), entonces

0 O’ f
Hi (ax ) = Dwia; )

d) Si a = «(s) es una curva en M tal que o/(0) = v, entonces

2(f 60
H(v,v) = 7d (;lfsQ )(0)

0

)
» Ox;j

25. Un grupo (G,-) es un grupo de Lie si y s6lo si G es una variedad
diferenciable y la transformacién u : G x G — G dada por u(g,h) =
g-h~! es diferenciable.

a) En el ejemplo 1.29 se mostr6 que el grupo ortogonal O(n) es una
variedad. Muestre que la operacién p en O(n) es diferenciable y
por tanto, que el grupo ortogonal es un grupo de Lie.

b) Muestre que los siguientes grupos de matrices son grupos de Lie:
» SO(n) ={A€O(n):det A=1}.

U(n) = {A € M,(C): AAt = T}.

SU(Mn)={AecU(n):det A=1}.

SL(2,R) ={A : detA=1}.

SU

1,1) = {(Z 2) Jaf2 — b2 = 1}.

26. Una accion de un grupo de Lie G sobre una variedad M es una trans-
formacién diferenciable G x M — M, (g,p) — g - p tal que gh-p =
g-(h-p)ye-p=pparatodop € M. La érbita de un punto p bajo la
accién es el conjunto G -p = {g-p: g € G}. El grupo de isotropia de
p es el conjunto G, = {g € G : g-p = p}. La accién es transitiva si y
sélo si M es la érbita de un punto.
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Muestre que la accién natural de O(n) en R™ induce una accién
transitiva en S"~! y que el grupo de isotropia de e; = (1,0, ...,0)

{G ENBGOW—D}ZOW—Q.

De hecho, la accién de SO(n) en S*~! también es transitiva y el
grupo de isotropia de e; es isomorfo a SO(n — 1).

Muestre que la accién de SO(n) en R™ induce una accién transi-
tiva en el espacio proyectivo P"~! y que el grupo de isotropia de
Re; es el conjunto

{(deté?_l g) :B€O(n— 1)} ~ O(n —1).

Enuncie y demuestre resultados similares a los obtenidos en los in-
cisos anteriores, para los grupos U(n) y SU(n), la esfera S?"~! =
{z € C" : |z| = 1} y el espacio proyectivo complejo CP"~ 1,
definido como el conjunto de rectas complejas que pasan por el
origen de C".

El grupo SL(2,R) actia en el semiplano superior Hi ={zeC:
Imz > 0} como un grupo de transformaciones de Mobius:

a b az+b
=
c d cz+d
Muestre que esta accién es transitiva y que SL(2,R); = O(2).

Andlogamente, el grupo SU(1,1) actia en el disco unitario A =
{#z € C:|z| < 1} como un grupo de transformaciones de M&bius.
Muestre que esta accién es transitiva y que SU(1,1)o = U(1).






CAPITULO 2

Haces vectoriales

Ahora estudiaremos otros objetos geométricos de similar importancia,
los haces vectoriales. Recomendamos al lector que en este capitulo tenga en
mente un ejemplo central, a saber, el haz tangente T'M a una variedad M™".
Primero daremos una introduccién intuitiva con subespacios de un espacio
euclidiano, para luego pasar a haces vectoriales abstractos.

2.1. Haces de subespacios de R"*

Si la variedad M™ estd contenida en algin espacio euclidiano R,
entonces podemos pensar al haz tangente como una familia de subespacios
vectoriales de R™* que varfa en forma continua, o incluso diferenciable. Es-
ta variacién continua (diferenciable) se puede formalizar usando una carta:
Si (U, ¢) es una carta de un conjunto U C M, de modo que ¢ = (z1,...,2y),
sabemos que para cada p € M los vectores 0/0z;(p), i = 1,...,n forman
una base para T,M y que los campos 0/0x; varian en forma continua (di-
ferenciable).

Ejemplo 2.1 (Haz normal). Dada una variedad M™ C R"**  a cada punto
p € M le asociamos su espacio normal NyM = (T,M)*. Esta familia de
subespacios también varia en forma continua (diferenciable), lo que podemos
comprobar como sigue: Si (U, ) es una carta de M como en el pérrafo
anterior y p € U, sabemos que el conjunto de vectores 0/0z;(p),i =1,...,n
se puede completar con vectores vni1,...,Unp4r a una base de R"*. La

47
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matriz formada por las coordenadas de los vectores

0 0
871'1(29)7 R T%(p)’vn+1’ <o Untk

con respecto de una base es una matriz invertible, de modo que su determi-
nante es diferente de cero. Por continuidad de la funciéon determinante, la
matriz asociada a los vectores

0 0
871'1((])7 R T%(q)vvn+lv <oy Untk

sigue siendo invertible en una vecindad de p. Al aplicar el proceso de orto-
gonalizacién usual, obtenemos una base de R"** de la forma

wnJrk(

wl(Q)7'")wn(Q)vwn-i-l(Q)""’ Q)

donde los primeros n vectores generan a T,M y los k tltimos generan a
N, M. El lector podra verificar facilmente que este procedimiento implica la
variacion continua (diferenciable) de N, M. La figura 2.1 muestra el caso de
una curva en R2.

Figura 2.1: Haz normal de una curva en R?.

Ahora daremos una primera definicién de un haz.

Definicion 2.2. Sea B un espacio topoldgico. Un haz de subespacios de
R™** de rango n sobre B es una familia de subespacios vectoriales {Ly, pe
B} de dimensién n en R"** que varfa continuamente, en el sentido siguiente:
Para cada p € B existe una vecindad U de p en B y funciones continuas
v; : U — R § =1,...,n, tales que el conjunto {v;(q)} es una base de
L,.
Si B = M es una variedad diferenciable y las funciones v; : U — R"tF

son diferenciables, decimos que el haz de subespacios es diferenciable.
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Ejemplo 2.3 (Haz trivial). Sea B un espacio topolégico. Para cada p € B
hacemos L, = R". En este caso, v;(p) = e;, donde e; pertenece a la base
canénica de R". Este haz sobre B es llamado el haz trivial.

Ejemplo 2.4. Consideremos el haz tangente T'S' sobre la circunferencia S';
es decir, para cada p € S! se tiene L, = TpS1 C R?. Podemos representar
este haz en S' x R?, o bien en S! x D?, donde D? es el disco unitario en R2.

i

Figura 2.2: El haz tangente T'S' y su representacién en S' x D?.

Ejemplo 2.5. Consideremos de nuevo B = S!. Cada p € S' se puede
escribir como p = (cos@,senf). Definimos L, como el subespacio de R?
generado por v(f) = (cos(6/2),sen(0/2)). Es claro que la base v(f) no se
puede extender continuamente a todo S'.

—

Figura 2.3: Representacién del haz del ejemplo 2.5 en S! x D?.
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Ahora queremos establecer un concepto de isomorfismo de haces. Supon-
gamos que {L,,p € B} es un haz de subespacios de rango n sobre un espacio
topolégico B y que {H)p,p € B} es un haz de subespacios de rango m sobre
el mismo espacio B. Podemos considerar una familia de transformaciones
lineales {T,, : L, — Hp,p € B}, que varie continuamente en el siguiente
sentido: Sabemos que para cada p € B existen una vecindad U de p, asi co-
mo bases de L, y de Hy, ¢ € U, que varian continuamente. Al calcular la
matriz de cada T}, con respecto de estas bases se obtiene una transformacién
A de U en el conjunto de las matrices m X n. Pedimos entonces que esta
transformacion sea continua.

Definicién 2.6. Sean {L,,p € B} y {H,,p € B} dos haces de subespacios
de rango n sobre el mismo espacio B. Los haces son isomorfos si y sélo
si existe una familia de isomorfismos {7}, : L, — H,,p € B} que varia
continuamente en el sentido del parrafo anterior.

Observacién. Si {7}, : L, — Hp,p € B} es una familia de isomorfismos que
varia continuamente, entonces la transformacién A : U — M (mxn) definida
arriba es continua. Puesto que la transformacién que a cada matriz invertible
A le asocia su inversa A~! también es continua, tenemos que la familia de
isomorfismos {Tg1 : H, — Ly, p € B} también varia continuamente.

Ejemplo 2.7. Consideremos de nuevo el haz tangente T'S!. Para mostrar
que este haz es isomorfo al haz constante S' xR, parametrizamos la circunfe-
rencia por medio de un dngulo #, de modo que si p = (cos 6, sen §), entonces
T,S! es generado por (—sen 6, cos®). Definimos un isomorfismo de 7,S! en
R por A(—sen#,cosf) — A. La expresion matricial de esta transformacion,
con respecto de las bases {(—sen6,cosf)} de T,S' y {1} de R es la matriz
constante 1.

En la siguiente seccién daremos una definicion general de los haces vecto-
riales, que ilustraremos con los haces de subespacios que hemos introducido.
Digamos que {L,,p € B} es un haz de subespacios de R"** de rango n so-
bre B. Podemos coleccionar a los espacios L, en un solo objeto E, llamado
el espacio total del haz:

E={(pu) € BxR"r|uecL,}
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Si m: E — B denota la transformacién 7(p,u) = p, entonces es claro
que 7 1(p) = {p} x Lp, que puede identificarse de manera obvia con L.
Cada uno de los espacios {p} x L, es isomorfo a R"”, de modo que para cada
p existe una transformaciéon

op: {p} x L, — {p} x R™.

Para coleccionar estos isomorfismos en una sola transformacién continua en
una vecindad U de un punto, construimos

@ 71'_1(U) —UxR",  p(p,u) = (p,ep(p,u)).

con pp(p, z1ur (p)+. . . +2nun(p)) = (21, ..., 2,) y tenemos que ¢ es continua.
El lector podra observar que si m; denota la proyeccion de U x R™ sobre
el primer factor, w1 (p,u) = p, se tiene que 1 o p = 7.
Podemos entonces reformular esta discusion sobre la “variacién conti-
nua” de los subespacios L, pidiendo que exista una transformacién continua
p:m Y (U)CE—UxR"tal que my 0o =7y que

p = Plr-1(p) 7 (p) = {p} x R"

sea un isomorfismo lineal para cada p € U. Adoptaremos este punto de vista
en la siguiente seccién.

2.2. Haces vectoriales

Ahora podemos dar la definicién formal de un haz vectorial.

Definicion 2.8. Sean B y FE espacios topologicos y 7 : £ — B una trans-
formacién continua y suprayectiva sobre B. Denotamos por £ a la pareja

(E, ).

1. Una carta de haz vectorial (real) de rango n para £ es una pareja (U, @),
donde U es un subconjunto abierto de By ¢ : 7~ 5(U) — U x R" es
un homeomorfismo, de modo que el siguiente diagrama conmuta:

I (U) % UxR"

T\ /T
U
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NS

o ' (p) = R"

NS

Figura 2.4: Una carta de haz vectorial (U, ).

. Dos cartas de haz vectorial (U, ) y (V,1) para £ son compatibles si

y solo si ¢y, 0 ) L'm R® — R" es un isomorfismo lineal para cada
pelUNV.

. Un atlas de haz vectorial A para £ es una coleccién de cartas de haz

vectorial cuyos dominios cubren a B, tales que cualesquiera dos de
ellas son compatibles.

. Una estructura de haz vectorial para & es un atlas de haz vectorial

maximal. Cuando £ tenga una estructura de haz vectorial, abreviare-
mos diciendo que & es un haz vectorial.

. Un haz vectorial £ es diferenciable si y sélo si 'y B son variedades

diferenciables, 7 : E — B es diferenciable y las cartas de haz vectorial
son difeomorfismos.
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6. En este contexto, B, 'y m son la base, E el espacio totaly m: E — B
la proyeccion del haz, respectivamente. Ademads, si p € B, el conjunto
E, =m"1(p) es la fibra del haz en p.

Observacion. Si A es un atlas de haz vectorial para 7 : £ — B, podemos
dotar de una estructura de espacio vectorial a cada fibra E, pidiendo que
¢p sea un isomorfismo para alguna carta de haz vectorial (U, ¢) € A con
peU.

El ejemplo mas simple de haz vectorial sobre B es w1 : B x R — B,
conocido como haz trivial. Por tal razon una carta de haz vectorial se llama
también una trivializacion local.

Ejemplo 2.9 (Haz lineal canénico). Definimos una relacién en R"*1\ {0}
como sigue: p ~ ¢ si y sélo si existe A € R tal que p = \q. Es facil ver que ~
es una relacién de equivalencia, de modo que para cada p € R*t!, podemos
denotar por [p] a la clase de equivalencia de p € R"! bajo esta relacién.
De hecho, [p] es la recta en R"*! generada por p. El conjunto de clases de
equivalencia bajo esta relacién, o bien, el conjunto de rectas en R*™! que
pasan por el origen, es el espacio proyectivo (real) de dimension n, denotado
por P". Definiremos un haz sobre P como sigue. Sea

E={(lpl,u) € P" x R™ |4 = \p para alguna \ € R}

y m: E — P" como 7n([p],u) = [p|. El haz v} = (E,7) es el haz lineal
candnico sobre P,

Sean U C S™ un conjunto abierto que no contiene puntos antipodas y
[U] = {[p], p € U}. Observemos que 7 [U] = {([p],u) | = A\p}, de modo
que podemos definir ¢ : 771 [U] — [U] xR como ¢([p], Ap) = ([p], A). Es facil
ver que ([U], ¢) es una carta de haz vectorial de rango 1 y que la coleccién
de estas cartas da una estructura de haz vectorial para 7.

Antes de considerar el siguiente ejemplo, definiremos un tipo de variedad
que generaliza a los espacios proyectivos.

Definicién 2.10 (Variedad grassmanniana). Sean n,k € N. Definimos la
variedad grassmanniana, o simplemente la grassmanniana G(n, k) como el
conjunto de subespacios de dimensién n en R"+*:

G(n,k) = { p| p es un subespacio de dimensién n en R"** },
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Podemos dotar a G(n, k) de una topologia de la manera siguiente. Di-
remos que un conjunto de n vectores en R"* es un n-marco si y sélo si los
vectores son linealmente independientes. Si elegimos una base de R"**, para
cada conjunto de n vectores podemos formar una matriz A de n x (n + k)
con las coordenadas de los vectores con respecto de la base dada. El hecho
de que n vectores formen un n-marco se traduce en que la matriz A corres-
pondiente tiene rango n, lo que a su vez implica que A tiene un menor n X n
diferente de cero. Puesto que la funcién determinante es continua, existe
una vecindad de A tal que las matrices en esa vecindad siguen teniendo un
menor n X n distinto de cero, lo que implica que los n vectores correspon-
dientes forman un n-marco. En sintesis, el conjunto de n-marcos en R™*%*
se puede ver como un conjunto abierto en el producto R*T* x ... x R**k
(n factores) y por tanto es una variedad, llamada variedad de Stiefel, que
denotaremos V' (n, k).

Podemos definir una transformacién ¢ : V(n,k) — G(n, k) asociando a
cada m-marco el espacio generado por éste. Damos a G(n, k) la topologia
que hace continua a esta transformacion.

De hecho, se puede obtener la misma topologia para G(n, k) fijindose
solamente en el conjunto de n-marcos ortonormales:

Vo(n, k) = {(vi,...,vn) | (vi,v;) = 045,05 =1,...,n };

es decir, damos a G(n, k) la topologia que hace continua a la restriccion
de g a este conjunto, qo : Vo(n, k) — G(n, k). Observemos que si definimos
las funciones f;; : V(n,k) — R por f;;j(v1,...,v,) = (vi,v;), entonces cada
fij es continua y Vp(n,k) se puede expresar como la interseccion de las
imégenes inversas figl(dij). Por tanto, Vy(n, k) es un subconjunto cerrado
del producto S"tF=1 x ... x S*T*=1 (n factores), y por tanto es un conjunto
compacto. Dejaremos al lector los detalles de la demostracion de que ambas
topologias para G(n, k) coinciden, hecho que usaremos en la demostracién
de la siguiente afirmacién.

Proposicién 2.11. G(n, k) es una variedad diferenciable compacta de di-
mension nk. Ademds, la transformacion que manda cada elemento p €
G(n,k) en su complemento ortogonal p~ € G(k,n) es un difeomorfismo
entre G(n, k) y G(k,n).

DEMOSTRACION. Primero mostraremos que G(n,k) es Hausdorff. Si
p,q € G(n,k) son distintos, consideremos un punto x € p \ ¢ y la fun-
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cién cuadrado de la distancia d2 : G(n, k) — R. Si {v1,...,v,} € Vo(n, k)
es una base ortonormal de p, entonces sabemos que

n

2(p) = () = Y (a,0)?,

=1

de modo que la transformacién d?c oqo : Vo(n,k) — R es continua. Como
sefialamos antes de esta proposicion, la topologia de G(n, k) hace de gy una
transformacion continua, por lo que d2 también lo es. Es claro que esta
funcién continua separa a p y g, pues d2(p) = 0 < d2(q).

Por otro lado, G(n,k) es un espacio compacto, pues es la imagen de
Vo(n, k) bajo la transformacién continua qo.

Para demostrar que G(n, k) es una variedad de dimensién nk, sea p €
G(n, k) y escribamos R"** = p @ pt. Sea U la vecindad de p formada por
todos los puntos ¢ € G(n, k) tales que la proyeccién ortogonal p & pt — p
manda ¢ sobre p; es decir, tales que ¢ N p*t = {0}. Cada ¢ € U se puede
ver entonces como la gréafica de una transformacién lineal Ly : p — pt. La
transformaciéon L : U — hom(p,pt) ~ R™ asi definida es biyectiva y se
puede usar para definir la estructura diferenciable en G(n, k). Esta ltima
afirmacién y el hecho de que la transformacién p — pt es un difeomorfismo
se dejan como ejercicio. O

Ejemplo 2.12 (Haz universal). Este ejemplo es una generalizacién del haz
lineal canénico 7;:. Definiremos un haz v¥ sobre G(n, k) de manera natural.
Sea

E() ={(p,u) € G(n,k) x R"** [uep}.

Damos a E(7*) la topologia inducida por G(n,k) x R*™* y definimos la
proyeccion 7 : E(vE) — G(n,k) como 7(p,u) = p. Es claro que 7~ !(p) es
isomorfo a p. El haz v¥ = (E(y¥),7) es el haz universal de rango n sobre
G(n,k).

Finalmente, dado p € G(n, k), sea U la vecindad de p formada por todos
los puntos ¢ € G(n, k) tales que la proyeccién ortogonal tipopt —p
manda ¢ sobre p. La carta de haz vectorial ¢ : 7~ 1(U) — U x p es ¢(q,v) =
(g, 7+ (v)).

Posteriormente justificaremos el nombre de haz universal para .
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2.3. Construcciones con haces. Cociclos

En esta seccién veremos varias formas de construir nuevos haces a partir
de otros. Por el momento, sélo veremos las definiciones de estas construc-
ciones y mas adelante presentaremos algunos ejemplos.

Tal vez la manera mas sencilla de construir haces a partir de otros sea por
restriccién: Si € = (F, ) es un haz sobre B y B’ C B, podemos considerar
la restriccidn de € a B’, que denotaremos por &|p/, como el haz con espacio
total 7= 1(B’).

También podemos definir una “restriccién” de un haz considerando, para
cada punto de la base, subespacios vectoriales de cada fibra, como sigue.

Definicién 2.13. Sean £ = (E,7) y & = (E',7’) haces sobre B. £ es un
subhaz de & siy sélosi B/ C E, n' = 7| y para cada p € B, (7')"!(p) es
un subespacio vectorial de 7~1(p).

e S B
SNES,

™

Figura 2.5: Un subhaz.

Otra construccién usual es la del producto. Si § = (F, ) es un haz sobre
By ¢ = (FE',7') es un haz sobre B’, definimos el haz producto & x &' sobre
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B x B’ como el haz con espacio total E x E' y proyeccién 7 x 7’ : E x E' —
B x B’ dada por 7 x 7'(u,u') = (w(u), 7' (u')).

Una construcciéon més interesante es la del haz inducido por una trans-
formacién continua f : B" — B de un espacio B’ en un espacio B sobre
el cual estd definido un haz £. Definimos el espacio total del haz inducido
f*(€) por f sobre B’ como

{ (W w) e B xE| f(p)) =n(u) }

y utilizamos la proyeccién natural sobre B’. Observemos que la fibra de
*(&) sobre p’ es igual a la fibra de & sobre el punto f(p/).

Ahora construiremos un haz cuyas fibras sean la suma directa de las
fibras de dos haces definidos sobre una misma base. La definicién formal es
la siguiente.

Definicién 2.14 (Suma de Whitney). Sean £ = (E, ) y ¢ = (E', ) haces
sobre un mismo espacio B y sea d : B — B x B la transformacion diagonal
d(p) = (p,p). El haz d*(§ x £') recibe el nombre de suma de Whitney de £
y & y se denota por £ & ¢’

Observemos que la fibra de £ & &’ sobre p tiene la forma
{ (pu,u') e BXx ExE' |n(u)=7"(u')=p}

que claramente es isomorfa a la suma E, © EI’,.
Para concluir esta seccién, daremos una manera alternativa de definir la
estructura de haz vectorial, mediante las “transformaciones de transicion”.

Definicién 2.15. Sea {U, }oc4 una cubierta abierta de un espacio topoldgi-
co B. Una coleccién de transformaciones continuas {gns : Uy N Ug —
GL(n)}a,pea se llama cociclo para la cubierta {U,} si y sélo si para ca-
dape By a,(3,7 € A se cumple que

Jaa(P) = 1, 9ap(P)95(P) = Gory (D)-

Como gas(p)gsa(p) = gaa(p) = I, tenemos que gas(p) = gsa(p) -
En la siguiente proposicion establecemos la relacién del concepto de

cociclo con la manera de dar estructura de haz vectorial a un conjunto.

Proposicion 2.16. Sea B un espacio topoldgico.
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1. Si{(Uqa, ¢a)}aca esun atlas de haz vectorial entonces gog(p) = (Ya)po
(@5);1 define un cociclo.

2. Todo cociclo {gag} para una cubierta {Uy}aca de B define un atlas
de haz vectorial {(Uq, ¢a)}-

DEMOSTRACION. (1) es claro. Para (2) definimos la relacién de equiva-
lencia ~ en X = A x [Jyeq Ua X R™ mediante

(a,p,v) ~ (B,q,w) siy sélosip=qeU,NUs,v=gas(p)w.

La reflexividad se sigue de gao(p) = I, la transitividad de gng(p)gs,(p) =
Jory(p) ¥ la simetria de gos(p) = gpa(p) '

Sean ¥ = X/ ~y m: E — B dada por 7([a,p,v]) = p. Entonces es
claro que

Pa
7N Uy) = {[,p,v] : p € Un,v € R} =2 Uy xR, [

Observacion. Si el haz vectorial £ es diferenciable, el cociclo definido en
(1) de la proposicién 2.16 consiste de transformaciones diferenciables.

Observacidn. Si M™ es una variedad diferenciable con atlas {(Ua,%a)} y
{(Uq, pa)} es un atlas de haz vectorial de rango n para (E, ), entonces E es
una variedad diferenciable de dimensién n+m;, con el atlas {(7~1(Uy), (0o X

id) © ¢a)}-

Ejemplo 2.17 (El haz tangente y los cociclos). Consideremos una variedad
diferenciable (M, {(U,, ¢q)}) de dimensién m. Recordemos de la definicién
1.15 que el haz tangente a M es TM = |J T,M, con proyecciéon 7 :
TM — My fibra T,M.

Aunque en el capitulo 1 definimos una topologia en T'M, a manera de
ejemplo podemos utilizar la proposicién 2.16. Para p € U, N Ug sea

peM

9ap(P) = (Pa)sp © (98)p = D($a © 05" ) (5(p));

entonces {go3} es un cociclo para la cubierta {U,}. Sean @ : TM — M el
haz definido por la proposicién 2.16 y f : TM — T M dada por f([a,p,v]) =
(¢a)zp (v). Observemos que

PEULNUsyv=gapp)w siysdlosi (ga)sy(v) = (08)5 (w).
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Por lo tanto, f estd bien definida y f|z-1(,) : 7 Y(p) — T,M es un isomor-
fismo para todo p € M, de modo que podemos identificar TM y T M.

Ejemplo 2.18 (El haz dual). Sea £ = (E,7) un haz vectorial de rango n
sobre B. El haz dual de E es £ = (Upepl,, 7). Sea {(Ua; pa)} un atlas
de haz vectorial para £. Si p € Uy, (¢a)p : Ep — R™ es un isomorfismo con
transpuesta (o)}, : R™ = R" — E*. Definimos (pa) = [(¢a)b] ™y

9op = (@a)pl(e8)p) ™" = (95a)-

Entonces {g B} es un cociclo que define un haz vectorial. Como hicimos en
el caso del haz tangente, podemos identificar este haz con E*.

En particular, si M es una variedad diferenciable de dimensiéon m y
& =TM, el haz & = T*M se llama haz cotangente de M. Si [f] es un
germen en p, definimos df,, € T; M mediante dfy(v) = v([f]). En particular,
si (U,p) esunacartaconp e Uy ¢ = (z1,...,%Tm),

i 9 = Di(x:0oo ) = 5.
dfﬂp <<am‘7>p> = D](xz oY ) = 5’Lj

y asi d:zll,, ..., dzy" es la base de Ty M dual a (aa)p, el (a)p.

r1

2.4. Orientabilidad

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién n. Definimos una rela-
cion ~ en el conjunto de bases ordenadas de V diciendo que

(V1. 0n) ~ (W1, ..., wy)

si y s6lo si la matriz de cambio de base [A;;] dada por w; = >, A;;v;, tiene
determinante positivo. Como de costumbre, denotamos por [v1, ..., v,] a una
clase de equivalencia. De hecho, hay dos clases de equivalencia y a cualquiera
de ellas se le llama orientacion de V. Si f : V' — V' es un isomorfismo de
espacios vectoriales podemos definir una funcién entre las orientaciones de
V iy V' por f([v1,...,v)) = [f(v1),..., f(vy)]. Si V = R", diremos que la
orientacion natural w de R™ es la clase de equivalencia de la base canénica.
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Definicién 2.19. Sea £ = (E,7) un haz vectorial de rango n sobre un
espacio topolégico B.

1. Decimos que la eleccién de una orientacién O, de la fibra E, para
cada p € B es continua si y sélo si para cada carta de haz vectorial
(U,¢) con U conexa, los isomorfismos ¢, : E, — R" satisfacen que
para cada p € U, §,(0p) = w, o bien para cada p € U, §,(0)p) # w.

2. El haz & es orientable si y sélo si existe una eleccién continua de una
orientacién para cada fibra.

N ™ ™~
T

5 05

Figura 2.6: Orientabilidad local de un haz.

3. Decimos que una variedad diferenciable M es orientable si y sélo si
TM es orientable.

Observacion. Si el haz vectorial £ es orientable y (U, ), (V, 1) son trivia-
lizaciones locales con U, V' conexos, entonces det(¢p o 1, 1) tiene el mismo
signo para todope UNYV.

Proposicién 2.20. Si existe un atlas {(Uy,Vq)} del haz vectorial & tal que
para el cociclo correspondiente satisface det gog > 0 para toda o, 3, entonces
el haz es orientable.
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DEMOSTRACION. Para cada p € U, escogemos Op = (14)p * (w). La elec-
cién no depende de a ya que det g3 > 0 implica que go3(p)(w) = w. Sea
(V, ) una trivializacién local con V' conexo, entonces {p € V : §,,(0p) = w}
y{p € V : 9,(0p) # w} son ambos abiertos ya que si p € V' N U, entonces
hay una vecindad W de p donde det((¢q), © ¢, ') no cambia de signo. [

Recordemos que si {(Uq, ¢a)} es un atlas de la variedad diferenciable
M , el cociclo correspondiente de TM es go3 = D(pq © gogl) ° 3.

Corolario 2.21. La variedad diferenciable M es orientable si y sdlo existe
un atlas {(Uq, @)} tal que det D(pq 0 gogl) > 0.

Ejemplo 2.22. Consideremos la circunferencia S' = {e*® : z € R} con la
cubierta Uy = {e® : x| < 7}, Uy = {® : x € (0,27)}.
Para A € GL(n) consideremos el haz definido por el cociclo g : UyNU; —

GL(n) dado por
i I z€(0,m),
g9(e”) =
A z e (m2m).

El haz es orientable si y sélo si det A > 0. Cuandon = 1y A = —1,
obtenemos el haz dado por la banda de M&bius.

2.5. Transformaciones de haces

Definicién 2.23. Sean £ = (E,7), & = (E’, ') haces vectoriales sobre los
espacios topoldgicos By B’, respectivamente.

1. Una transformacién F' : E' — FE es fibradasi y s6lo si existe f : B’ — B
tal que el diagrama

F—f g
p— 7' .p

conmuta; es decir, para cada p € B’ se tiene que F(E},) C Eg(,. En
tal caso (F, f) se llama par fibrado.
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2. El par fibrado (F, f) de transformaciones continuas es un homomor-
fismo de haces si y sélo si para cada p € B, F: E, — FEjq,) es
lineal.

3. El par fibrado (F, f) se llama equivalencia de haces si y sélo si f es un
homeomorfismo y para cada p € B', F': E}, — Ey(,) es un isomorfismo.

4. Si B = B’, una equivalencia (F,id) se llama isomorfismo.

5. Un haz & es trivial si y sélo si es isomorfo al haz trivial m; : B x R" —
R™.

6. Una variedad diferenciable M es paralelizable siy sélo si T'M es trivial.

Ejemplo 2.24. Sean M, N variedades, f : M — N diferenciable y defi-

namos f, : TM — TN por f.|T,M = f.,. Entonces f, es diferenciable y

(f«, f) es un homomorfismo de haces. Si f es un difeomorfismo, entonces
(f«, f) es una equivalencia de haces.

Definicién 2.25. Sea £ = (E, 7) un haz vectorial sobre B.

1. Una seccion de £ es una transformacion continua s : B — FE tal que
mos =1d.

2. Si B = M es una variedad diferenciable y el haz £ es diferenciable,
I'(¢) denotara al conjunto de secciones diferenciables del haz.

3. Un campo vectorial en M es un elemento de X(M) = I'(T'M) y una
1-forma en M es un elemento de Q'(M) = T'(T*M).

Proposicién 2.26. Un haz vectorial £ = (E,m) de rango n sobre B es
trivial si y solo si existen secciones si, ..., Sy tales que (s1(p),...,sn(p)) €s
una base de F, para todo p € B.

DEMOSTRACION. Si F': B x R" — E define un isomorfismo de haces,

definamos secciones s;,i = 1,...,n por s;(p) = F(p,e;) donde (ey,...,e,)
es la base canodnica de R™.
Reciprocamente, si s1, ..., s, son secciones tales que para cada p € B se

tiene que (s1(p),...,sn(p)) es una base de E,, definamos F': B x R" — E
por F(p7t17"‘7tn) :t131<p)++tn3n<p) D
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s

N
|

B

Figura 2.7: Seccién de un haz.

Ejemplo 2.27. Consideremos la inmersién f : R® — C" dada por

f(z1,...,xn) = (exp(izy),...,exp(izy)).

Veremos que el n-toro T" = f(R") = S! x - .- x St es paralelizable.

En efecto, f(z +m) = f(z) si y sblo si m € (27Z)™. Sea t,, : R" — R"
la traslaciéon x — x+m. Param € (20Z)", f = fotym y asi fu = (foty)s =
feo (tm)s. Si (x,v) € TR™ = R™ x R, (ty)«(z,v) = (x + m,v) y luego
f«(x,v) = fi(x + m,v). Entonces podemos definir sin ambigiiedad campos
vectoriales s; en T™ mediante s;(f(z)) = fo(z,€;).

2.6. Haces de tipo finito

Para finalizar este capitulo, estudiaremos los haces de tipo finito y justifi-
caremos el nombre de haz universal para los haces sobre las grassmannianas.

Definicién 2.28. Sea { = (E,7) un haz vectorial sobre un espacio normal
B. € es de tipo finito si y sélo si existe una cubierta abierta finita Uy, ..., U
de B tales que &|y, es trivial para cada i =1,... k.
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Es posible imponer condiciones a un espacio B para que todo haz sobre B
sea de tipo finito. Por ejemplo, es claro que esto se cumple si B es compacto.
Enunciaremos otro tipo de condicién sobre B, sin dar las demostraciones.
El lector interesado en este tipo de condiciones puede consultar [1].

Decimos que un espacio topolégico B tiene dimension finita menor o
igual a n si cada cubierta abierta tiene un refinamiento abierto tal que
ningin punto de B estd contenido en méas de n + 1 elementos del refi-
namiento. En particular, es posible mostrar que una variedad topoldgica de
dimension n tiene dimensién finita menor o igual que n.

Proposicion 2.29. Si B es un espacio paracompacto de dimension finita,
entonces todo haz sobre B es de tipo finito.

Ahora veremos el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 2.30. Sea & = (E, ) un haz vectorial de rango n sobre un espacio
normal B. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. & es de tipo finito.

2. Existe m € N y una transformacion continua (llamada transformacion
de Gauss) g : E — R™ tal que g|7r-1(p) es lineal e inyectiva para todo
p € B.

3. Eziste m € N y una transformacion continua f : B — G(n,m) tal que
el haz f*(4)") es isomorfo a &. (De aqui el término de haz universal.)

4. FExiste un haz n tal que £ B n es trivial.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que & es de tipo finito. Sea {U;},
1 =1,...,k, una cubierta abierta de B, de modo que existan trivializaciones
locales ¢; : 7 1(U;) — U; x R™. Sea {fi : B — R} una particién de la
unidad subordinada a la cubierta {U;}. Para cada i = 1,...,k, Definimos
gi + E — R" como

© fi(m(e)) - maopile), e€n HUy);
gil€) =
0, en caso contrario.

Aqui, ms representa la proyeccién natural de U; Xx R™ en R™. Observemos que
cada g; es continua. Ahora definimos g : E — R™ como g = (g1,...,gx).
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Es claro que para cada p € B, g\r1(p) es lineal, pues cada ¢; lo es. La
transformacién g1 (p) también es inyectiva, pues para cada p existe ¢ tal
que fi(p) # 0 y la correspondiente transformacién s o p; es inyectiva.

Supongamos ahora que existe g : £ — R" con las hipdtesis del inciso
2. Definimos f : B — G(n,m) como f(p) = g(m~'(p)). Observemos que
f(p) realmente estd en G(n,m), pues g| -1, es lineal e inyectiva. El lector
podréa convencerse que f es continua. Por otro lado, definimos F' : £ —
E(»") como F(e) = (f om(e),g(e)); F es continua y hace conmutativo el
diagrama

E E(v)
L,
B G(n,m)

Dejamos al lector como ejercicio verificar que f*(y)") es isomorfo a &.

Sea f : B — G(n,m) con f*(y,") isomorfo a £. Consideremos el haz
de “complementos ortogonales” de 7" sobre G(n,m); es decir, asociemos
a cada elemento de G(n,m) su complemento ortogonal en R"*". Al llevar
este haz sobre B mediante f, obtenemos un haz n tal que £ & n es trivial.

Por otro lado, si un haz n = (E, 7) satisface que £ @ es trivial, entonces
podemos definir una transformacién de Gauss como sigue:

E—E®FE=BxR"™ —R™,

donde la primera transformacion es una inclusiéon y la iltima es una proyec-
cién. Esto muestra que las tres dltimas afirmaciones del teorema son equi-
valentes.

Finalmente, para mostrar que cualquiera de estas tres condiciones impli-
ca que el haz £ es de tipo finito, supongamos que existe una transformacién
continua f : B — G(n,m) tal que el haz f*(7)") es isomorfo a £. Puesto
que G(n,m) es compacto, 7" es de tipo finito. El lector podré verificar
facilmente que esto implica que £ es de tipo finito. O

2.7. Ejercicios

1. Sea ® : R" x R®™ — R” una transformacién bilineal tal que

» Sie; =(1,0,...,0), entonces a ® e; = a para cada a € R™.
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= Para cada a # 0 existe btal que a ©b =00 a =e;.
" (a®b)®c=a® (b®c) para cada a,b,c € R™.

Demuestre que en ese caso,

a) Siey,...,e, labase candénica de R™ y a # 0, entonces los vectores
a®el,...,a® e, son linealmente independientes.
b) Sia € S" 1, las proyecciones de a ®ea, ...,a® e, en T,S" ! son

linealmente independientes.
¢) La multiplicacién por a es una funcién continua.
d) TS"! es trivial.
e) TP~ 1 es trivial.

2. Sean ¢ = (FE,w) un haz vectorial sobre By f : B® — B continua.
Denotemos por f*(&) el haz inducido por f en B'.

a) Suponga que tenemos otro haz vectorial ¢ = (E’, ') sobre B’ y
una equivalencia de haces F : E' — E tal que el diagrama

F—r g
p— 7' B

conmuta. Demuestre que & y f*(£) son isomorfos.

b) Sig: B"” — B’ es continua, muestre que (f o g)*(&) = g*(f*(&)).
¢) Si ¢ es orientable, pruebe que f*(§) es orientable.

d) Dé un ejemplo en el que f*(§) sea orientable pero & no.

e) Considere la transformaciéon 7 : E — B y el haz 7*(§) sobre B.

Muestre que 7*(§) es isomorfo a E @ E. Muestre ademds que si
€ no es orientable, entonces 7*(£) no es orientable.

3. Sean £ = (E,7) y & = (F',7’) haces sobre B.

a) Muestre que si f : B’ — B es continua, entonces f*(£ & &') es

isomorfo a f*(&) @ f*(&').
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b) Si ¢ es orientable, muestre que &’ es orientable si y sélo si £ @ ¢’
es orientable.

c¢) Para cada espacio vectorial V| defina una orientacién natural de
V @V y pruebe que £ @ £ siempre es orientable.

Sea X una “figura 8”. Determine dos haces de rectas £ y 1 sobre X,
no orientables, de modo que & @ 7 sea orientable.

Sean M, My variedades diferenciables.

a) Sim; : My x My — M; son las proyecciones naturales, muestre
que
T(Ml X Mg) = WT(TMl) D ﬂ';(TMQ)

b) Si My, My son orientables, entonces también M; x My lo es.

Muestre que el haz tangente de una variedad diferenciable siempre es
una variedad orientable.

Muestre que el haz normal es trivial para cada esfera S C R*t1,

Muestre que un haz de rango 1 sobre S' es equivalente al haz trivial
o a la banda de M&bius.

Considere el grupo G de difeomorfismos {T", n € Z} de R? generado
por la transformacion T'(z,y) = (z + 1, y). Defina el espacio cociente
E =R"/G y muestre que éste tiene la estructura de un haz vectorial
no trivial sobre S'.

Sea & = (E, ) el haz sobre S' dado por la banda de Mdbius. Considere
S! como el conjunto de complejos de norma uno y sea f : St — St
dada por f(z) = 22. Describa f*(£). Si f,(z) = 2", describa £*(€). (La
respuesta depende de n.)

Dé los detalles necesarios para definir los siguientes haces:

a) El haz de homomorfismos hom(FE, F'), de modo que la fibra sean
los homomorfismos entre las fibras correspondientes.

b) El haz producto tensorial F ® F', de modo que la fibra del sobre
cada punto sea el producto tensorial de las fibras correspondien-
tes. Véase la seccion 3.1.
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12. Sean ¢ = (E, ), & = (E’, ') haces vectoriales sobre un mismo espacio
By F : E' — FE una transformacién fibrada.

a) Defina de manera natural los “haces” nticleo N(F') e imagen
Im(F"), pero muestre que en general estos objetos no son haces.
Sugerencia: Considere un haz trivial (R™ x R™, x) sobre R" y
analice la transformacién F(x,y) = (z,0).

b) Demuestre, sin embargo, que si el rango de la restriccién de F a
cada fibra es constante, entonces N(F') e Im(F’) son haces.

13. Sean ¢ = (E,7) y ¢ = (E',7’) haces sobre By f: B'— B, g: B" —
B’ transformaciones continuas. Demuestre las siguientes propiedades:

a) Sild : B — B es la transformacién identidad, entonces (Id)*(§) =

£
b) frE@E) = (&)@ ().
c) frE®E) = (&) (),

14. Muestre que si M es una variedad contraible, entonces cualquier haz
sobre M es equivalente al haz trivial.



CapiTULO 3
Formas diferenciales e integracion

En este capitulo presentamos las fundamentos de la teoria de integra-
cién sobre variedades. Primero asociaremos ciertos objetos algebraicos, los
tensores, a un espacio vectorial arbitrario. Posteriormente, impondremos
las condiciones de que el espacio vectorial sea el espacio tangente a una
variedad y que estos objetos geométricos varien de manera continua (o in-
cluso diferenciable) en la variedad, lo que dard como resultado las formas
diferenciales, a las que podremos derivar e integrar de un modo natural.

3.1. Algebra tensorial

Definicion 3.1. Sean Vi,..., Vi espacios vectoriales sobre R. Un tensor
de orden k en V7 x --- x V), es una transformacion 7" : V3 x --- x Vi, — R
multilineal, o m&as precisamente, k-lineal; es decir, para cada 1 = 1,...,k,
vi,w; € V; y A € R se tiene

T(vl,...,)\vi—l—wi,...,vk):)\T(vl,...,fui,...,vk)+T(v1,...,wi,...,vk)

Por supuesto, el conjunto de tensores de orden 1 en Vi = V no es més
que el conocido espacio dual V*. En analogia con este caso, denotamos por
ViF®--- @V} al espacio vectorial de los tensores de orden k en Vi x - -+ x V.
Llamamos a este espacio el producto tensorial de Vi*,... V"

Definicién 3.2. SiT € Vi'®--- @V y Se V! ®- - @V}, definimos el
producto tensorial de Ty S como la transformacion T'® S € Vi*®---@ V7,
dada por

T® S(Ula s 7/Uk‘+l) = T(U17' : 'avk’)s(vk-‘rla s 7/Uk‘+l)'

69
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Sean V,W espacios vectoriales de dimensién finita y {¢;}, {t;} bases
de V* y W*, respectivamente. Entonces los productos {¢; ® 1;} forman
una base de V* ® W*. La siguiente proposicién considera un caso particular
importante de esta situacion.

Proposicion 3.3. Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita, con
bases {vi,...,vn}, {wi,...,wn}, respectivamente, y sean {vy,...,v}:} y
{wi,...,wk,} las bases duales de V*,W*. Entonces

{fvy @wjri=1,...,n,j=1,...,m}

es una base de V* @ W* y para cualquier T' € V* @ W* tenemos

T=>" T(vi,w;)v] @ w}. (3.1)

i=1 j=1
Similarmente para Vi @ --- @ V;*.

DEMOSTRACION. Primero mostraremos que el conjunto {vj®w]} genera
a V* @ W* viendo que cada T € V* @ W* admite la expresién (3.1). Para
verificar la igualdad basta, por bilinealidad, ver qué ocurre en el caso de las
parejas de la forma (v, ws). Al evaluar el lado derecho de (3.1), tenemos

n m

ZZT(vi,wj)vf ® wj (v, ws) = ZZT(Ui,wj)éiréjs = T(vy, ws).

i=1 j=1 i=1 j=1

La demostracion de que los vectores v} ® w}‘ son linealmente independientes
utiliza un célculo similar y se deja como ejercicio al lector. ]

Recordemos que dado un espacio vectorial V existe un isomorfismo
canénico iy : V. — (V*)*, dado por iy (v)(T) = T(v), parav € V, T €
V*. Por lo tanto, denotaremos al conjunto de funciones multilineales de
Vi* x -+ x V¥ en R como el producto tensorial V1 @ --- ® V.

Por lo general, consideraremos principalmente el caso del producto ten-
sorial sobre un solo espacio vectorial V', o sobre su espacio dual V*, o sobre
productos cartesianos de ambos. Usaremos la siguiente terminologia.

Definicién 3.4. Un tensor de tipo (k,l) en un espacio vectorial V' es una
transformacién multilineal 7 : V¥ x V* — R. Denotamos al conjunto de
tensores de tipo (k,l) por T (V*).
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En analogfa con la proposicién 3.3, si {v1,...,v,} es una base de V, los
productos

v, Q- QU QU @ Ry,

forman una base para T}°(V*). Aquf hemos utilizado un abuso de notacién
escribiendo v; = iy (v;), con iy : V' — V**. De hecho, podemos escribir cada
T € TF(V*) como

n

T = Z lev--wjl v;@_..@U;‘k@vh@...@%,

U1 yeenlik
815wy By J 1500 J1

donde los coeficientes del tensor estan dados por

jla"':jl - . . * *
= T(Viyy- Vi, Vg -+ V]

Ahora extenderemos nuestras construcciones al contexto de los haces.

Definicién 3.5. Si para cada i = 1,...,m se tiene que & = (E;,m;) es un
haz vectorial sobre B, entonces el producto tensorial & ® --- ® &, es el haz
vectorial con espacio total

Ei® --0F,= U(El)p®"’®(Em)p
peEB

y proyeccion natural 7.

Si el haz &; tiene rango n;, es facil ver que el haz & ® -+ ® &, tiene
rango ny + -+ + ny,. Si {Ua} es una cubierta de B y (gi)ap es el cociclo
correspondiente para el haz FE;, entonces la familia de transformaciones

(gl)aﬁ®"'®<gm)a6 :Ua NUg — Gl(n1+ -+ nm)
dada por

(gl)aﬁ Q- Q& (gm)aﬁ(p) = Diag((gl)aﬁ(p)a R (gm)aﬂ(p))

es el cociclo correspondiente para el haz £ ® - - - ® E,,. Una seccién de este
haz asocia a cada p € B un tensor definido en (E1), ® -+ ® (Ep)p.
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Ejemplo 3.6. Una métrica en un haz diferenciable £ = (E, ) sobre M es
una seccién g € I'(E* ® E*) tal que para cada p € M, g(p) es una forma bi-
lineal simétrica y positivo definida. En particular, una métrica riemanniana
en M es una métrica en T'M. Observemos que un haz £ arbitrario de rango
n siempre admite una métrica. En efecto, sea {(Uy, %)} un atlas de haz
vectorial. Para p € U, definamos

m

9ap) = Y 8ij(a)y @ (Wa)p)(ef @ €))

4,j=1

donde d;; es la delta de Kronecker y {e;} es la base canénica de R™. Sea {hq }
una particién de la unidad subordinada a {U,}. Definimos g = haga-

Aprovechamos el ejemplo anterior para definir el tipo de variedades y
transformaciones con las que se trabaja usualmente, asi como para intro-
ducir otra notacién usual para las métricas, (, ).

Definicién 3.7. Una variedad riemanniana (M, g) es una pareja donde M
es una variedad diferenciable y g es una métrica riemanniana. Dada una
carta (U, ¢) de modo que ¢ = (21,...,%n), los coeficientes de la métrica g;;
en cada p € M estan dados por

e (22 (2 o

Una isometria entre dos variedades riemannianas (M, g) y (IV,h) es un
difeomorfismo f : M — N que preserva la métrica riemanniana; es decir,
para cada p € M y v,w € T,M se tiene

9(p)(v,w) = h(f(p))(fep(v); fap(w))-

Dos variedades riemannianas son isométricas si y sélo si existe una isometria
entre ellas.

Continuemos nuestro desarrollo del algebra tensorial.

Definicién 3.8. Sea M una variedad diferenciable. Denotamos por le(M )
al haz
"M@ - @T"M@TM@---TM .

k factores | factores
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Un elemento de T'(T}*(M)) es un tensor de tipo k,l. Si k = [ = 0, entonces
TY(M) = C°°(M). Finalmente, denotaremos

Ty(M)=THM) y T)(M)=Ti(M).

Observacién. Usamos de nuevo la proposicion 3.3 para obtener una expre-
sién local para un tensor. Si 7' € I'(TF(M)) y (U, ) es una carta de una

vecindad U en M, con ¢ = (x1,...,2,), tenemos
= d d
_ e i
Ty= ), T e ed'es—0- 8z
U5 lksJ1,-J1=1 I g
donde
o P o , ,
Tidt o =L e )
01 ,ensigg ‘U (81’11 81'% €T €z
Por definicién, un elemento 7' € T'( lk (M)) asocia, a cada p € M, una
transformacién multilineal T, : (T,M)k x (T*M )Y — R. El tensor tiene
asociada una transformacién T : %( )k x QY (M)l — C>*(M) dada por

T(Xla s anawly s ,Wl)(p) = Tp(Xl(p)v cee 7Xk(p)awl(p)’ s 7wl(p))'
(3.2)
Debido a la multilinealidad de cada Tj, es claro que T es C™(M)-
multilineal, en el sentido de que

T(le--~7in7---7Xk7w17-~-7wl) = _(Xl,...,Xk,wl,...,fwj,...,wl)
= fT(Xl,...,Xk,wl,...,wl),

paracadat=1,...,k, 7 =1,...,l. Reciprocamente, veremos que una trans-
formacién T : X(M)F x QY (M)} — C®(M) que sea C°°(M)-multilineal en
el sentido anterior es en realidad un tensor. El punto clave de esta afirma-
cién no estd en mostrar la multilinealidad, sino en ver que la expresién
T(X1,..., Xg,wi,---,w)(p) sélo depende en realidad de los valores de los
campos X; y las formas w; en el punto p, de modo que tenga sentido definir
cada T}, mediante la ecuacion (3.2).
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Proposicién 3.9. Sea T : X(M)¥ x QY(M)! — C>®(M) una transforma-
cion C° (M )-multilineal. Si los campos vectoriales X1, ..., Xy, X1,..., X} €
X(M) y las formas wy,...,w,w},...,w € QY (M) satisfacen

Xi(p) = X/(p),i=1,...,m w;i(p) = w}(p),j =1,...,s,

entonces

T(X1,..., Xk, wi,...,w)(p) =T(X1,... X W w))(p).

DEMOSTRACION. Por la multilinealidad, basta ver qué ocurre si X;(p) =
Xi(p) para alguna i = 1,...,7 o bien si wj(p) = wj(p) para alguna j =
1,...,s. Sin pérdida de generalidad, supondremos que X;(p) = X|(p). Por
otro lado y también por la multilinealidad, basta ver que si X;(p) = 0,
entonces

T(Xy,..., Xk, wi,...,w)(p) = 0.

Sea (U, ¢) una carta de una vecindad de p en M, con ¢ = (21,...,%,).

Entonces

- 0
X1|U:Zai7, a; ECOO(U)
= Oz

Sea f € C'°°(M) una funcién con soporte contenido en U y tal que f(p) = 1.
Entonces

fQT(Xl,...,Xk,wl,...,wl) = T(fQXl,...,Xk,wl,...,wl)

_ n B
= T (fZZaiami,...,Xk,wl,...,wl>
i=1

= Zfaif <fa,...,Xk,w1,...,wl>.
i=1 O

Observemos que la tltima expresién tiene sentido, pues fa; y f(9/0z;)
estdn definidos globalmente. Al evaluar en p, a;(p) = 0 y obtenemos lo que
se afirmaba. O

Ejemplo 3.10. Sean V,W espacios vectoriales. Es facil ver que el pro-
ducto tensorial V* @ W es isomorfo a hom(V.W) = {A : V — W :
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g es lineal}. En efecto, la transformacién A : hom(V,W) — V* @ W da-
da por h(A)(v,w*) = w*(A(v)) es un isomorfismo, cuya inversa estd dada
por h™(T)(v) = iy (T(v,-)). Podemos utilizar este isomorfismo en cada
p € M para ver que

T (M) = | Ty M & T,M = | | hom(T,,M, T, M) = hom(TM, TM). (3.3)
p p

Si T € T(TH(M)) y (U, ) es una carta de M con ¢ = (z1,...,2y),
entonces n
;0
T = 2, Ty’ @ 5
1,j=1
donde

T;j(p) = Tp (88% pvd$j|p) . (3.4)

De hecho, el homomorfismo en T, M correspondiente al tensor bajo el iso-
morfismo (3.3) tiene la representacién matricial (7j;) con respecto de la base
[0/0ui,).

En particular, supongamos que el homomorfismo en T,M es la trans-
formacion identidad para todo p € M. La seccidon correspondiente § €
[(TL(M)) es llamada el tensor de Kronecker, que en una carta (U, ),
¢ = (z1,...,2,) tiene la expresion

- 0 = 0
— oAt oy i
Sy = Z 0ij da’ ® oz, —Zdw ® oz,
i,7=1 =1

También podemos aprovechar el isomorfismo (3.3) para definir una ope-
racién en los tensores. Dado un tensor T' € I'(T{(M)) al cual le corresponde
el homomorfismo T}, : T,M — T,M, definimos su contraccién por ¢(T')(p) =
TrT},. En una carta (U, ¢) con ¢ = (x1,...,2y,), si T tiene la expresion (3.4),
entonces

o(T|y = ZT
=1

Para finalizar esta seccién, mostraremos una forma de construir nuevos
tensores a partir de otros. Dada una transformacién lineal A : V — W, del
algebra lineal sabemos que existe su transformacion transpuesta A* : W* —
V*. La siguiente construccién generaliza esta idea.
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Definicion 3.11. Dadas las transformaciones lineales A; : V; — W;, i =
1,...,k, definimos A ® - @A, Wi ®@--- QW =V ®---® V como

Q@ AT (v1,. .. vp) = T(A(v1), ..., Ap(ug)).

En el caso en que para toda i ocurra que V; =V, W, = W y A; = A,
denotaremos simplemente por A* a la transformaciéon A* ® --- ® A*.

La demostracién de las propiedades bésicas de A* enunciadas en la si-
guiente proposicién se dejan como ejercicio al lector.

Proposiciéon 3.12. Sea A :V — W una transformacion lineal.
1. Si S, T € W*, entonces A*(S®T) = (A*S) ® (A*T).

2. SiB:W — U es una transformacion lineal, entonces (BA)* = A*B*
(observe que esto es vdlido en @*U* para cada k).

Las definiciones anteriores consideran sélo un espacio vectorial. Podemos
extenderlas al contexto de los haces sobre variedades diferenciables con-
siderando una transformacion diferenciable y su diferencial en cada punto,
como sigue.

Definiciéon 3.13. Sean M, N variedades y f : M — N diferenciable. De-
finimos la transformacién f* : |J, D(T*(N)) — U, D(T*(M)) de la manera
siguiente:

» Si k=0, entonces f*: C>®(N)— C>®°(M) esta dada por f*g=go f.

= Si k>0, entonces f*: I'(T*(N)) — I'(T*(M)) estd dada por
(f*T)p = (f*p)*(Tf(p))-

En forma explicita, f*1" tiene la siguiente expresion:

(f*T>p(1)1, e ,Uk) = Tf(p) (f*p(vl), ey f*p(vk))

De nuevo, f* cumple ciertas propiedades sencillas que establecemos en
la siguiente proposicion.

Proposicion 3.14. Si f: M — N y h: N — P son diferenciables.
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« (ho )y =f ol
" Sige C®(N), d(f*g) = fdg.

DEMOSTRACION.  Sélo demostraremos el segundo inciso, dejando el
primero como ejercicio para el lector:

d(f*9)p = dgsp) © fap = (fup) " (dgrpy) = (fdg) (D).

3.2. La derivada de Lie, II

En la definicién 1.54 presentamos la derivada de Lie Lx de una funcién
y de un campo vectorial, con respecto de un campo X € X(M). Ahora
extenderemos esta definicién a algunos tensores.

Definicién 3.15. Sea M variedad diferenciable, X € X(M) y ¢, el flujo
local de X. Para T' € T(T*(M)) definimos la derivada de Lie Lx por

d
LxT, = — *T,.
X i tZOSDt P

Proposicion 3.16. Sean M, N variedades y f : M — N un difeomorfismo.
Entonces, con las notaciones y definicion anteriores,

1. Lxof*=f"oLysx, f«(LxY) = Ly xfY.
2. Lx(fT) = fLx(T)+ Lx(f)T.
8. d(Lx[f) = Lx(df).

4. 8iYy,..., Y, € X(M), entonces

Lx(T(Y1,...,Yx)) = Lx(T)(Y1,...,Yy)+
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DEMOSTRACION. (1) El flujo local de f,X es f oo f1. Asi

I(PT)0) = S| et = 5| (U e )
= (o) | (Fowo ) T(G)
() Lix TU) = (o Ly
LixfY(U®) = 2 (Fopie L0

oo 0010) = 1 (1] o017 0)
=l LxY ) = £ (LY )(F0)

Para demostrar (3), primero supongamos que M es un abierto de R™. En-
tonces,

Lxd)®) = | i) = 5] @ine) = 52 (For)om)
= ga(f °¢)(0,p) = d(Lx f)(p)-

En el caso general, sea p € M y sea (U, 1) una carta alrededor de p. Por el
inciso (1), en la vecindad U tenemos

Lx(df) = 9" (Ly.x@™7df)) = " (Ly.xd(@™ )
= ¥'d(Ly.x (7 f)) = dv* (Ly.x (v f)) = d(Lx f).

Para (4), observemos que

@f(T(Yl,---,Yk))(p) =T(Y1,..., V) (ee(p))
T(ee(p)(Yi(pe(p)), - - - Ye(et(p)))
= (i T)(p) ((p-t:Y1)(P)s - - -, (-t Yk ) (D))

De este modo,

Lx(T(Yi,.... Y0)(p) = %L (ETEN (X)) (Y P)

= LxT(p)(Ya(p) +ZT - LxYi(p),- .., Yi(p))-

La demostracién de (2) es similar y més sencilla. O
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3.3. El algebra exterior

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y 7 : V¥ — R un tensor.
Diremos que T es alternante si y sélo si

T(V1,e oy Uiy ooy Uy V) = =T(V1, 0.,V Uy o, UE)

para cualesquiera ,7, ¢ < j, y v;,v; € V. El lector puede verificar que esto
es equivalente a pedir que T'(v1,...,v;) = 0 si existe ¢ < j tal que v; = vj.

El conjunto de tensores alternantes de orden k es un subespacio vectorial
de @*V*, que denotaremos por AFV*. Ademds, conviene definir A°V* = R.

Veremos mas adelante que los tensores alternantes satisfacen varias pro-
piedades que los hacen adecuados para la teoria de integracién. Por el mo-
mento, mostraremos una manera de obtener tensores alternantes a partir
de tensores arbitrarios.

Definicion 3.17. Sea S el grupo de permutaciones de un conjunto de k
elementos. Para o € Sy, denotamos por & a & (v1, - .., Uk) = (Vg (1)s - - Vo (k))-
Dado un tensor 7' € @*V*, definimos el alternante de T como

Alt(T) = % > (sgno)T oG

" oeSy,
Noétese que
T (V1,5 V) = T(Vo(1)s - - 5 Vo)) = (Vor(1)s - -+ Vor(k)) = (0T (01, .. -, Vk),
de modo que 7o = (o7).
Proposicién 3.18. Alt es una proyeccion de @*V* sobre NFV*:

1. Alt(®FV*) C ARV*; en otras palabras, Alt(T) es alternante para toda
T.

2. Alt| AR V* =1d| AF V*; en otras palabras, Alt(Alt(T)) = Alt(T).

DEMOSTRACION. En la demostracién usaremos la notaciéon Ay para el
subgrupo de S formado por las permutaciones pares.
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(1) Si v; = v; para alguna pareja i < j, sea 7 la permutacién (ij).
Entonces

(TUj\(Ul,...,Uk) :8?(1)1,...,vk) :8(1)1,...,1)k)

para todo o € S.

E'AW(T) (v1, ... 0g) = Z (sgno)T oo (vy,...,uE)

€Sk

= Z To&(vl,...,vk)— Z TO(TUT(Ul,...,Uk):O

o€Ag o€AL

(2) Sean w € A*V* y 1 la permutacién (12); entonces

WOoT=—w y woo =w para todo o € Ay.
Asi,
Alt(w) = — 5 _ 1 sy 2 _
t(w) = o Z (wog —wo(oT)) = 7 Z (woT —woTor) = i Z w=w.
oEAL gEA o€AL

La operacion Alt nos permite obtener un producto adecuado para los
tensores alternantes.

Definicion 3.19. Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n. Para T €
AV* v S € A'V* definimos su producto cuiia T A S € AN*HV* como

(k+1)!
Kl

Con este producto, la suma directa

AV = é %
k=0

es un algebra no conmutativa con 1, llamada el dlgebra exterior de V.

TAS= AT © 5).

Proposicion 3.20. FEl producto cuna A es bilineal; ademds, satisface que
1. Si A: W —V es lineal, entonces A*(AFV*) C AFW* y

AT A S) = (A*T) A (A*S).
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2. SiTe NV ySe ANV TANS=(-1)FSAT.

3. SiV =W es un espacio vectorial de dimensionn y A:V — V es una
transformacion lineal, A* es la version libre de bases del determinante,
en el sentido de que A*T = (det A)T para todo T € \"V*.

Dejaremos la demostracion de la proposicién anterior al lector. A conti-
nuacion analizaremos la asociatividad del producto cuna.

Proposicién 3.21. Sean S € @FV*, T € @'V*, w € AFV*, n € AlV* g
e NVE

1. Si Alt(S) =0, entonces Alt(S®T) = Alt(T ® S) = 0.
2. El producto cuna es asociativo; es decir, (w An) A0 =w A (nA0).

DEMOSTRACION. 1. Consideremos el subgrupo 3’; de Si4; formado por
las transformaciones o que dejan fijos a k+1,...,k+1 y las clases laterales

{UOEZ:JES;CH}:{alogz,...,amoég},m:(k+l)!/k:!

Entonces,

(E+DIAI(S®T)= Y (sgno)S@T oG

OGSkH

= Z Z Sgn 0,0 S®T) (Uia),\

i=1 crESk

= Z Z (sgno)Soa o (o, k) ®@sgn(o:)T o (0il{pi1,.. k1))
=

Z PALL(S) o (ailq1,... k) @ sgn(oi)T © (0l g1, k413 ) = 0.

2. Por el segundo inciso de la proposicién 3.18, tenemos que
Alt(At(w®n) —w®mn) =0.
Por el primer inciso de esta proposicion,

Alt(Alt(w @ n) @ 0) = Alt(w @ n ® 0).
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De manera similar,
Alt(w ® Alt(n® 0)) = Alt(w @1 ® 0).
Asi,

(k+14m)!

(wWARN) N = ] “Al(w@ne0) =wA(nAg). O

Corolario 3.22. Sean ¢1,...,¢r € V*, v1,...,v; € V; entonces,

P1N-Nop =K Alt(p1 ® - Q@ @) = Z sgno(p ® -+ P) o o,
€Sk
de modo que
IARER /\qﬁk(vl,...,vk) = det((bi(vj)).

Ahora obtendremos una base de AFV*.

Proposicién 3.23. Sea {¢1,...,¢n} una base de V*, entonces
{¢i1/\"’/\¢ik 1< < <Zk§n}

es una base de NFV*. Asi,

dim AFV* = <Z> .

DEMOSTRACION. Sea {v1,...,v,} la base de V dual a {¢1,...,¢n}.
Sabemos que {¢;, ® --- ® ¢, : 1 <i1,...,i < n} es una base de @*V* y
que para cualquier T € @*V* se tiene que

n

T= Z T(viyy -5 0i) Piy @ @ P

i1 ip=1

Si T € A*V* entonces

n

T=AT)= Y  T(i,...,v) Alt(di, ® - @ ¢,).

81,0t =1
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Observemos que cada término Alt(¢;, ®---® ¢;, ) se anula, o bien es un
multiplo de ¢;; A--- A ¢;,; esto muestra que los vectores {¢;, A--- A, } ge-
neran AFV*. Para mostrar que los vectores son linealmente independientes,
supongamos que

Z Qiy i, ¢i1 ANRERA ¢’Lk = 05
1<i1 <<, <n
Evaluando en (vj,,...,vj, ), tenemos
> i det (¢4, (v;,)) =0,
1< <-<1p<n
lo que implica que «j, ... j, = 0 para todo ji,..., jk. ]
El producto cufia provee de un criterio para verificar la independencia

lineal de elementos de V*.

Proposicion 3.24. ¢1,...,¢r € V* son linealmente independientes si y
solo si 1 N -+ N o # 0.

DEMOSTRACION. Si ¢1,...,¢r € V* son linealmente independientes,
completamos a una base ¢1,...,¢, de V*. Entonces, ¢1 A --- A ¢ forma
parte de una base de AFV* y asi, no es cero.

Reciprocamente, supongamos que ¢1,...,¢r € V* son linealmente de-
pendientes y digamos que ¢, = >, ;. a;¢;. Entonces

d)l/\.../\gbk:Zai(gbl/\“-/\gﬁk—l/\ﬁbi)zo' N

i<k

3.4. Formas diferenciales
Ahora definiremos las formas diferenciales, los objetos que integraremos
mas adelante.

Definicién 3.25. Sean M una variedad diferenciable y £ = (E,7) un haz
vectorial diferenciable sobre M. Definimos

NE= ] AE, QE)=T(\E).
peEM

Un elemento de Q¥(M) = QF(T*M) es una k-forma diferencial en M.
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Podemos extender la definicién del producto cuna, operando punto a
punto; es decir, si w € QF(M) y n € QY(M), definimos (w A7) (p) = w(p) A
n(p).

Observacién. Si F : N — M es diferenciable y w € QF(M),n € QY(M)
entonces F*(w An) = F*(w) A F*(n).

En cada punto p € R, {dx;} /\---/\d:):;)k :1<id; <.+ <ip<n}esbase

de /\kT; R™. Asi, cualquier w € QF(R"™) se escribe

w= Z iy dT™ A Nda'™ ., € C°(R™).
1<y < <ip<n
Por brevedad, para 1 < i3 < --- < 1 < n utilizaremos la notacién I =
(i1,...,ik) y escribiremos lo anterior como w = >, ardal.

Si U C R™ es abierto, FF = (F!,...,F™),F' € C®(U) y g € C®(R™),

tenemos

F*(gdy™* N--- ANdy'*) = (F*g) F*dy’ A--- A F*dy’*
= (goF)dF" A--- N dF*

HF Ik s
= (goF) zl:det<8xil >dw .

Los conceptos de producto cuna y de orientacién de un espacio vectorial
tienen una relacién estrecha. Si dimV = n, cualquier T € A"V* \ {0}
define una orientaciéon O en V: decimos que (vi,...,v,) € O siy sélo si
T(vi,...,v,) > 0. La extensién de este hecho al caso de las variedades es
como sigue.

Proposicion 3.26. Una variedad de dimension n es orientable si y solo si
posee una n-forma que nunca se anula.

DEMOSTRACION. Si M es orientable, entonces hay un atlas {(Uy, pa)}
tal que det D(¢q 0 gpgl) > 0. Escribiendo ¢, = (x),...,27), definimos

ot

o = dzh A Al

Sean {hq} una particién de la unidad subordinada a {U,}, entonces w =
Y o hawa nunca se anula. En efecto, sea p € M y sea (3 tal que hg(p) > 0.
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Para cualquier «a, w, = det D(¢q © (pgl) o pgwg. Asi
(Zh ) det D(¢a 0 5" )(9(p)) )ws (p).

Para el reciproco, sean w una n-forma en M que nunca se anula y
{(Uq, pa)} un atlas tal que cada U, es conexo; entonces

WUy = fadzl A Ada?

('R

con fo € C(Uy).

Como f, no se anula y U, es conexa, el signo de f, es constante y podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que f, > 0. En U, N Ug tenemos

fadetD(gpaogogl)ogpﬂd:c(ll/\.../\dxg:f/g d$}3/\~~-/\d1’g,

y asi det D(p, © (pgl) > 0. O

3.5. La derivada exterior

Ahora definiremos el operador de derivada exterior para formas. Primero
lo definimos para formas en R" y luego extenderemos esta definicién al caso
de las variedades.

Definicién 3.27. Sea U C R™ abierto. La derivada exterior d : QF(U) —
QFFL(U) se define para cada k > 0 por

d (Z ffda;f> = dfr Ada'.
I I

Proposicion 3.28. La derivada exterior tiene las siguientes propiedades:
1. d es lineal.
2. Siw € QFU) yneQU), entonces d(wAn) = dw An+ (=1)Fw Adn.

3. Si f € C®(U), entonces d(df) = 0.
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DEMOSTRACION. Es claro que d es lineal. Para el segundo punto, si
w= fdx' yn=gdz’, tenemos que w An = fgdx' Adx’ y asi

dwAn) = (gdf + fdg) Adx! A daz’
= df Ndx' A (gda”) + fdg A dx! A da?
= dw An+ (=1)Fw A dn.

Finalmente, si f € C*°(U), entonces

d(df) = d O 4o Zd( )AdZ—Z o —_da’ A da
6301 ozt OxI Oxt

B 8f j i o 0%
N U&vf&ndx Nde 0zJ Ozt

1<t 7<t

ded Ndx' =0. O

Corolario 3.29. Si w € QF(U), entonces d(dw) = 0.

DEMOSTRACION.  Por induccién. El caso k = 0 se demostré en la
proposicién 3.28. Suponiendo que el resultado vale para k£ — 1, tenemos
que

d(d(fdx™ A--- Adx'™)) = d(df Adaz™ A--- A da'™)
=d(df) Ndz"™ A--- Ndx't —df Ad(dz™ A --- A dzt)
= —df Ad(d(z"dz A--- Adz')) =0. O

Las propiedades de d establecidas en la proposicién 3.28 y el corolario
3.29 caracterizan a este operador completamente, como muestra el siguiente
resultado.

Proposicién 3.30. Sea d' : Q¥ (U) — Q¥F1(U) un operador lineal definido
para cada k > 0. Si d satisface las propiedades de la proposicién 3.28 vy
d' f =df para f € C®(U), entonces d' = d.

DEMOSTRACION. Observemos que

d(fdz A---Adx'™) = d' f Adx™ A+ Ada' + FAD (dz™ A---Ada'™). (3.5)
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Demostraremos que d'(dz™* A --- A dz'*) = 0 por induccién sobre k. Para
k=1, ddx" = d'dz" = 0. Suponiendo que el resultado es valido para k — 1,
tenemos que

d'(dz™ A - Ada'™) = d'dx™ A (daz A--- A da'™)
—dz Ad(dz™ A - Ada'™) = 0.
Sustituyendo en (3.5) tenemos que d = d'. O
Proposicion 3.31. Sea h: U — R" un difeomorfismo. Entonces
h*od=doh".

DEMOSTRACION. Basta observar que d’ = (h~1)* od = d o h* satisface
las condiciones de la proposicién 3.30. O

En realidad, es posible demostrar que h* od = d o h* para toda trans-
formacién h : U — R"™, no sélo para difeomorfismos. Dejaremos este caso al
lector.

Utilizamos las cartas para extender la definicién de la derivada exterior
a las variedades. Intuitivamente, dada una k-forma en M, “bajamos” ésta a
R” por medio de una carta, derivamos y volvemos a “subirla”. Formalmente,
si (Uy, pa) es una carta, definimos

dw = 7, (dlps ") w) -

Si (Ug, ¢p) es otra carta con U, N U # @, entonces h = pgo p, ! es un
difeomorfismo. Por la proposicién anterior,

(ppowa!) odlps)w=do(pgowy') (vs)w,
lo que es equivalente a
e (Ale5")w) = o (dlpa")w)

de modo que la definicion no depende de la carta elegida. Es facil mostrar
que esta definicién es equivalente a la siguiente.
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Definicién 3.32. Sea M una variedad diferenciable y (U,, ) carta de un
abierto en M. Sea w una forma con la expresién

w|Uqy = Zfayfdxg;
i

Para cada k > 0, definimos la derivada esterior d : QF(M) — QFHL(M)
como

dw|Us = dfas A dal,
I

El siguiente resultado da una expresion para dw en términos intrinsecos,
sin utilizar las cartas.

Teorema 3.33. Sean w € QF(M), X1,..., Xp11 € X(M); entonces

k+1
dw(X1, ..., Xpp1) = Z(—wﬂx-( (X1, X, X))

+Z H_JW XZaX] 5(\727"'7)/(27"'7)(/64—1)7

1<J

donde 3(\1 indica que el término se ha omitido.

DEMOSTRACION. Sean X1,%5 : X(M)F!1 — C°°(M) las sumas en el
lado derecho de la expresién anterior y sea d'w = X1 + Xs. Probaremos que
d'w es C°°(M)-multilineal. Observemos primero que

El(Xl,.. le,.. Xk+1):(—1)l+1le(w(X1,...,E,...,XkJrl))
+ 3 (DX (fw(Xn, L X Xy X))

I<i
+Z H_1)( fw(Xl,...,X\,...,Xl,...,Xk+1))
i<l
= fS1(X1 e X)) + ) (DTG (WX Xy X))

1#£l
Puesto que

(X, fXi] = fIXo, Xo) + (Xa )Xoy [f X0, XG] = f[X0, X5] — (X5 6) X0,
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tenemos que

Yo(Xa, oo f X0 Xigr) = fBa( X0,y Xign)
_Z l+ij (Xl7'")E7"'7EJ"'7XIC+1)
I<j
+Z( )Z+Z(Xf) (Xl7 "727"'73(\[7'”7)(16—&-1)
i<l
= fEo(X1, oy, X)) + Y (DX (X, Xy Xeg)
I<j
+Z(_1)Z(X2f)w(xl715(\la7Xk:+l)
i<l

Ast, dw(Xq, ..., f X, ooy Xky1) = fdw(Xy, ..., Xgs1). Recordemos que si
(U, ) es una carta con ¢ = (x1,...,x,), entonces

dw= E d’w( — .. : > dx"™ A -+ A dx'
i1 ) i1 s
A orh o'k
donde
k+1 A

0 0 0 0 0 0
! Y _Z ) = § : _1\s+1 -
dw(("xil""’c‘)xik*l) 821( D s (3331'1”"’8xis""’8x’k+l)

Para w = gdz/* A --- Adazi%, j1 < --- < ji, tenemos que

9 Ch d
w RS- per st REE e e

es igual a g o a 0 segun si (i1,...,0k+1) = (J1,.--,%,...,Jk) O bien si
{j1,-- gk} € {i1, ..., igs1}, respectivamente. Asi,

do= > (- 1)5+1§gld WA Ndrt A AN daE = dw. O
s {j1,ein}
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3.6. Cohomologia de de Rham

Aprovecharemos el operador de derivada exterior para estudiar unas
nuevas estructuras algebraicas asociadas a una variedad, los grupos de co-
homologia (de “de Rham”).

Definicion 3.34. Sea M una variedad diferenciable.

= Una k-forma en M es cerrada si y sélo si dw = 0. Denotamos por
ZF(M) el espacio de k-formas cerradas en M.

» Una k-forma en M es exacta si y sélo si existe una (k — 1)-forma 7 tal
que w = dn. Denotamos por B* (M) el espacio de k-formas exactas en
M.

= Puesto que dod =0, B¥(M) c Z¥(M) y podemos definir el k-ésimo
grupo de cohomologia de de Rham de M como

H*(M) = z¥(M)/B*(M).

= Sean QF(M) = {w € QF(M) : soportew es compacto} y
Bi(M) = BH(M)NQE(M),  ZF(M) = Z"(M) N QE(M).
El k-ésimo grupo de cohomologia con soporte compacto de M es

HE (M) = ZE(M)/BE(M).

Ejemplo 3.35. Sean A y B el conjunto de componentes conexas y el con-
junto de componentes conexas compactas de M respectivamente.

HY(M)=2°(M) ={g € C*(M) : dg = 0} = (PR
a€A

HO(M) = Z0(M) = {g € C=*(M) : dg = 0} = DR
acB

Observacién. Sea f € C°°(M, N).
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= Como f*d = df*, tenemos que
(2NN c ZF )y f1(BE(N)) € BE(M)

y podemos definir un homomorfismo f* : H¥(N) — H*(M). Ademés,
si g € C®°(N,P), es ficil ver que estos homomorfismos satisfacen

(gof) = frog"

= Si f es propia (la imagen inversa de cada compacto es compacta),
entonces f*(QF(N)) C QF(M) y se define un homomorfismo f* :
HE(N) — HF(M).

Ejemplo 3.36. Ya hemos senalado que toda forma exacta es cerrada. La
afirmacion reciproca no es valida en general; por ejemplo, es facil ver que la
forma y .

w=-"3 n y2da: + 24 y2dy
definida en R?\ {(0,0)} es cerrada. Sin embargo, de existir una O-forma f tal
que w = df, tal funcién deberia coincidir (salvo una constante) con la fun-

cién g(z,y) = arctan(y/x), pero esta funcién no es continua en R?\ {(0,0)}.

Este ejemplo muestra que tiene sentido buscar condiciones bajo las
cuales se satisface que toda forma cerrada sea exacta. Veremos que si una va-
riedad M es contraible, entonces se cumple esta afirmacion; pero para esto,
debemos ver cémo se comportan los grupos de cohomologia bajo transfor-
maciones homotépicas.

Definicion 3.37. Dos transformaciones diferenciables f,g : M — N son
homotdpicas si y sélo si existe F': M x [0,1] — N diferenciable tal que para
cada p € M se cumple F(p,0) = f(p), F(p,1) = g(p).

Sean 7y : M x [0,1] — M y t: M x [0,1] — [0,1] las proyecciones
naturales. Cualquier w € QF(M x [0,1]) puede escribirse en la forma

w = Thws +dt N, we € QX (M), € QFH (M), t € [0,1].

Lema 3.38. Sean iy : M — M x [0,1], z — (x,t) las inclusiones candénicas
y sea I : QF(M x [0,1]) — Q¥=Y(M) el operador definido mediante

1
I(mypwe + dt N myyme) = / ne dt.
0

Entonces ijw — ijw = I(dw) + dI(w).
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Figura 3.1: Las transformaciones f y g son homotdpicas.

DEMOSTRACION. Caso 1. Si w = gdz!, entonces I(w) = 0,
g . i 9y
_ I_ I I
dv = dgANdx” = % 8xidxl/\dx +atdt/\dx,

(dw) = </01%Zdt)d:rlz(g(:z:,l)—g(;z:,()))dx[,

ijw = gz, 1)de’, ifw = g(z,0)dz’.

Caso 2. Si w = gdt A dz!, entonces
1
I(w) = (/ g(x,t)dt)d:z:l,
0
dl(w) = Z(/l @dt)dxi A da?
3 0 31”

dw = Zggidx"/\dt/\dxf,

I(dw) = - Z(/Ol %dt)dwi Adzl.

Como para toda x € M se tiene que t o 4;(x) = s se tiene que ifdt = dijt =

d(t o i;) = 0. Entonces is*w = i} (dt) A i} (gdx’) = 0.

O]
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Proposicion 3.39. Sean f,g : M — N transformaciones homotopicas,
entonces f* = g* : HF(N) — HF(M) para todo k.

DEMOSTRACION. Si F es la homotopia entre f y g, se tiene que Foiy =
f, Foi1 = g. Entonces ijo F* = f*, 4] o F* = g*. Por el lema 3.38,

7' (W) — f*(w) = I(d(F*w)) + dI(F*w) = [(F*dw) + dI(F*w).
Si dw = 0, g*(w) — f*(w) = dI(F*w) v asf [¢"(w)] = [f*(w)] € H*(M).

Lema 3.40 (Poincaré). Supongamos que M es contraible, es decir, que la
transformacion identidad es homotopica a una transformacion constante.
Entonces H*(M) = 0 para k > 0.

DEMOSTRACION. Si g es una transformacién constante y k& > 0, se tiene
que g*|H¥(M) = 0. O
3.7. Integracién en cadenas

Definicion 3.41. Un k-cubo singular en M es una funcién diferenciable
c: 0,1 — M. Si w es una k-forma en M, c'w = gdz* A --- Nda¥ y

definimos
/w :/ c*w :/ qg.
c [0,1]% [0,1]%

Proposicién 3.42. Sean w una k-forma en R¥ y ¢ un k-cubo singular con

detc > 0. Entonces
/ cfw :/ w.
[0,1]% c([0,1]%)

DEMOSTRACION. Sea w = fdz' A --- A dz*, de modo que
c*w = (co f)det Dc dz* A --- A daF;

entonces

/ C*w:/ (cof)detDc:/ f:/ w.
[0,1]* [0,1]% c([0,1]%) c([0,1]%)
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Proposicién 3.43. Sean c un k-cubo singular en M y p : [0,1]F — [0,1]¥
suprayectiva con det Dp > 0. Entonces

/ o= / o
cop c
DEMOSTRACION.

/ w :/ (cop)w :/ p*(c*w) :/ cfw = /w. O
cop [0,1]% [0,1]% p([0,1]) c

Definicion 3.44. Una k-cadena en M es una combinacion formal entera
de k-cubos singulares ¢ = Zle a;ci, a; € 7.

Sea I" : [0,1]" — R" la inclusién. Para o = 0,1 definimos I}, :
[0,1]""1 — R™ por Iﬁa(xl, ot = (2t et 2. En-
tonces,

n

oIt = > (-nery,
=1
a=0,1

En el caso general, si ¢ es un n-cubo singular en M, definimos ¢; o = co I,
k)

y

n

Oc = Z (—1)i+°‘cm

Proposicién 3.45. Sic es un cubo singular en M, entonces 9(0c) = 0.

DEMOSTRACION. Observemos que

0(dc) = (~1)"*ci a.

7,0
Entonces,
n—1 n—1
. 1 ; -1
Oci = Z (_1)]-"-/362,’& o ]jﬁﬁ - Z (—1)*Pco Iy o I;.fﬁ .
j=1 J=1

B=0,1 $=0,1
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Sii<j<mn-—1,setiene que

n n—1/..1 n—2 n 1 j—1 j n—2
Iy oI5 (. 2" ) = Lo, 2?0 B 2T
ol i—1 i i—1 j n—2
= (x5 ..., 2" a2t 0T Bt 2.
Por otro lado,
n —1/..1 n—2\ _ yn 1 i—1 % n—2
Iy go Il (.. 2a" ) =1 gl 2 aat, 2"
1 i—1 i j—1 j n—2
=(z, ..., 2" a2t o0 Bt oL 2.
Asi,
d(0c) = E (—1)’+J+a+ﬂcofi’?aofzgl
i<j<n—1
a,5=0,1
_1\it+jt+1+a+p n -1 _
+ E (-1) collyygol'” =0. O
i<j<n—1
a,3=0,1

Teorema 3.46 (Stokes). Sean M wuna variedad diferenciable, ¢ una k-
cadena en M y w una (k — 1)-forma en M. Entonces

/dw:/ w.
c de

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que ¢ = I* y w es
una (k — 1)-forma en R¥ expresada por

w=fdx' A AdeTIAdRTUA - A da

Entonces
k k
o1t = > (-1, vy / w= Y (-1t / IFhw.
e ork = [0,1]k~1
a=0,1 a=0,1

Observemos que

IFrw = folf d(z oIt YA Ad(z ™ oIk YAd(x™ oIk A Ad(z oIk ,),
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de modo que

t, 1<,
aloIf (', . =2t ), ) ={a, 1=
=l 1>

De aqui tenemos

dtt, 1<y,
d(z' o I},) =40, 1=}
dt'=1, 1> 3.
Y asi
kx ’ j?é i?
Law= {fo[’? dt' A~ ANdtETL =4
], ’ :
de donde

Por otro lado, dado que

10
dw = (—1)1_18—52.61301 Ao Ada®,
tenemos
/dw = / (fl)i_I%dazl oo da
I* [0,1]%

. . 1
:/(—1)Z f(xl,...,t,azj,...,:ckfl) dot - dxt L.

0
(0,1]F=1

Ahora consideremos el caso en que w sea una (k — 1)-forma en M y ¢
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un k-cubo singular.

cdw = /c*(dw): d(c*w)

[0,1]% [0,1]*
n
_ * i+a kx x
= /cw— (—1) /Ij@cw
a[0,1] N [0,1]k-1
n n
C S [ e S [ om [ o
i=1 _ i=1 Che ¢
a=0,1 [0,1]k~1 a=0,1

3.8. Integracion en variedades

Proposicién 3.47. Sean ci,c2 : [0,1]" — M dos n-cubos singulares y
w € QM) con soporte contenido en c1([0,1]™) N c1([0,1]™). Supongamos
ademds que det D(c]* o ca) > 0. Entonces

/w:/u
c1 ca

Por tanto, tiene sentido definir

[o=[w=[w
M c1 c2
DEMOSTRACION.
/ w= / Cow = /cZw :/(01_1002)*CTW: /c’fw :/ w.
c2 c

[0,1]" eyt soportew eyt soporte w et soportew
2 2 1

Definicién 3.48. Sean M™ una variedad orientada, {(Ua,pq)} un atlas
tal que [0,1]" C vq(Uy), de modo que ¢, preserve la orientacién y ¢ una
particién de la unidad subordinada a {U,}. Si w € QF(M), entonces

{¢ € ® : soporte ¢ Nsoportew # &}

es finito. Definimos la integral de w en M como

/MWZZ/MSDQJ'

ped
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Si U es otra particién de la unidad subordinada a {U, }, entonces

27 ED o) LD 3oy HEEED f X

YED et VM pep YEY pED pED
lo cual muestra que la definicién de f s w no depende de la particion elegida.

Definicién 3.49. Sean M™ una variedad con frontera, p € OM y (U, ) una
carta con ¢(p) = 0. Decimos que un vector v € T,M apunta hacia afuera si
Yip(v) = (w1, ..., wy) con wy < 0.

El concepto no depende de la carta, ya que si (V,1)) es otra carta con
Y(p) =0, at) = t(wi,...,w,) y B(t) = op~!oalt), entonces

Dup(v) = (¥ 0 ™ )p(Pup(v)) = F'(0) = 1fm sty

t—0—

Como B(t) € H*, 8,(0) <0, y ya que ¢up(v) € Ry (o l),, es un
isomorfismo, 1., (v) ¢ R*™1. Asi, 8,,(0) < 0. O

Si M tiene una orientacion p, definimos la orientacion du en OM:
(v2,...,vp) € Oy siy sélo si (v,va,...,v,) € fp

para v € T, M apuntando hacia afuera.

Supongamos que el cubo ¢ : [0,1]" — M preserva la orientacién y que
el conjunto ¢, 0([0,1]"71) estd contenido en M. Sea w una (n — 1)-forma
en M con soporte contenido en ¢([0,1]™), entonces w = 0 en cx ([0, 1]"71)
para (k,a) # (n,0). Asi

/ w:(—l)"/ Ch oW = (—1)”/ w:/ w.
oM [0,1]»—1 Cn,0 dc

Teorema 3.50 (Stokes). Sea M"™ una variedad con frontera y sea w €

Qr=Y(M). Entonces
/dw:/ w.
M oM

DEMOSTRACION. Sea ® una particién de la unidad tal que para toda
¢ € ® hay una carta (U,v) que preserva orientacién con [0,1]" C ¥(U) y
tal que el soporte de ¢ estd contenido en ¢ ~1([0,1]"). Denotaremos ¢, =

0,17
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= Si~1([0,1]") C int (M) # @, entonces

/Md(cpw)—/%d(cpw)—/acwcpw—O—/aMW-

= SiyL([0,1]") NOM # @,

/Md(@w):/% d(w)z/a% W:/aMW'

Como ¢ es una particién de la unidad,

dde=0 y Y dlpw) = pdw,

ped ped ped

de modo que

[ 5 i 5 f o~ S e

Sea M™ una variedad orientable conexa y sin frontera. Sabemos que

Hk(M) ~ Rv k= 07
B 0, k> 0,M contraible.

&
s
I

R, M compacta,
0, M no compacta.

99

Queremos calcular H"(M) y H?(M). Observemos que si n € Q71 (M),

entonces

/ dn:/ n = 0.
oM

Asi,siw e QM) y [, w # 0, se tiene w # dn y entonces H!' (M

C0n51deremos la esfera "' € R™. Definamos ¢/ € Q"~1(S"~!) por

J;)(Ul, ey Up—1) = det(p,v1,. .., Up_1).
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Es claro que si definimos

n A /\

o= Z(—l)z_lzidzl Ao ANdzEN - Nd2"

i=1
ei:S" ! — R" es la inclusién, entonces o’ = i*(0). Sea r : R™\ {0} — S*~!
dada por r(z) = z/|z|. Entonces (r*0”), = 0,|z|". Consideremos el cambio
de variable ¢ : B\ {0} — S ! x (0,1], #(2) = (r(2),|2]). Sean =,t las
proyecciones de S"~! x (0, 1] sobre sus factores. Cualquier w € Q*(S"~1 x
(0,1]) se escribe w = hr*a’ A dt con h € C*°(S"~! x (0, 1]). Entonces

¢'w = (ho ¢)¢*7T*(0') Nd(to¢) = (ho¢)r* (o) Adlzl

= (hoqﬁ)g (-1)"~ 1’Z‘lndzl/\~-/\ciz\i/\~-/\dz"§ z;dz’
z
=1 ;
Z” (=)

i=1

- (ho¢>(H

Dada f : B — R, queremos determinar h tal que h(¢(z)) = (—|z)" 1 f(2).
Si h(p,t) = (—t)" 1 f(tp), entonces

f= [ ¢*(ha*c’ Adt) = h 7w Ndt = 1t”_1f(tp)dt o
L=, / /(] )

Sn=1x(0,1] Sn=
(3.6)

)nilalz1 A ANdzZ"

Teorema 3.51. Sea M"™ una variedad orientable conezxa y sin frontera. En-
tonces la funcional lineal [ : H'(M) — R, [w] — [;,w es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sélo hace falta ver que [ : H(M) — R es inyectiva;
es decir, que si [, w = 0, entonces existe n € QI (M) tal que w = dn.
Haremos la demostracion por induccién, mostrando que:

1. La afirmacién es cierta para M = R.

2. Si la afirmacién es cierta para toda variedad de dimensién (n — 1),
entonces es cierta para R”.
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3. Sila afirmacion es cierta para R™, entonces es cierta para toda variedad
de dimension n.

Paso 1. Si w € QL(R), entonces w = df con

Si [pw = 0, entonces

N
0:/ df =cy —c_,
N

de modo que f—cp € CP(R) y w=d(f —cy).

Paso 2. Sea w € Q"(R™) con soporte en la bola unitaria By [p,w = 0.
Sea F': R™ x [0,1] — R"™, dada por F(z,t) = tz. En el lema de Poincaré de-
finimos I : Q*(R" x [0,1]) — Q" }(R") tal que w = —d(I(F*w)). Si
w= fdx' A--- Ada", entonces

Frow = (foF)d(tz1) N--- Nd(tz)
(f o F)(z1dt +tdz") A -+ A (zdt + td2")
(fo F)(t"dz' A+ Ad2" +t"71dt A o),

de modo que

I(F*w) = /l t" 1 f(tz)dt o.

0
Para z # 0 fija hagamos el cambio de variable u = |z|dt; entonces

un—l

|| 1 o
— *0) = ur(2))du o = W (ur(2))du ——
= 1) = [ o = [ ) o

ya que f(z) =0si |z] > 1.
Sea g : S" ! — R definida por g(p) = fol t"~1f(tp)dt; entonces n =
(gor)r*a’ =r*(go’). Por (3.6),

Por la hipétesis de induccién, [ : H?71(S"™1) — R es inyectiva y asf go’ =
d\. Luego n = r*(go’) = d(r*\). Sea h : R™ — [0,1] suave con h = 0 en
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una vecindad del origen h = 1 fuera de B. Entonces { = n — d(hr*)) tiene
soporte en B y d§ = dn = w.

Paso 3. Sea M™ una variedad orientable conexa y sin frontera. Sea U
vecindad difeomorfa a R™. Sea 1 € Q(M) con soporte en U tal que [,, 1 >
0. Queremos mostrar que para toda w € Q7 (M) existen ¢ € R, 8 € Q1 (M)
tal que w = cn + dB. Sea ® una particiéon de la unidad subordinada a un
atlas. Como {¢ € ® : soporte ¢ N soportew # @} es finito,

w=o1w+ -+ Ppw, ¢; € d.

Si mostramos que ¢;w = ¢;n + df;, habremos concluido la demostracion.
Asi, debemos mostrar que si w tiene soporte en una vecindad V difeomorfa
a R™, entonces w = cn + da, a € QP (M).

Sean U; = U,Us,...,U; = V vecindades difeomorfas a R™ con U; N
Uiy1 # 9. Escojamos w; € Q.(M) con soporte en U; N Uit e fM w; # 0.
Entonces

w1 = c1n + day, consoporte a; C U,

en general w; = cjw;—1 + day, con a; C U;, de modo que
w=qwi_1t+day=---=¢---cint+dag+---+c¢...cqoda;. O

Teorema 3.52. Sea M™ una variedad conezxa, no orientable y sin frontera.
Entonces H} (M) = 0.

DEMOSTRACION. Escojamos w una n-forma con soporte compacto con-
tenido en una vecindad coordenada U difeomorfa a R tal que con la orienta-
cién inducida wa > 0. Es suficiente demostrar que w = dn para alguna
n € Q1 (M). Sea (Vi,¢1),...,(Vy, ) una sucesién de cartas tales que
U = Vi, cada V; es difeomorfa a R™ y ;41 o %—1 preserva la orienta-
cién. Para cada 1 < i < r elijjamos w; € QF(M) con soporte en V; N Vi
de modo que con la orientacién inducida por ¢; o por ;;1 se tenga que
f% w; = fVi+1 w; > 0. Por lo tanto,

— fV1 v
fVl w1

Wi
>0, y ¢:= fVi ‘

=i S 1<i<n
fvi_lwi—l

Ccl .

Como HZ(Uy) = R, existe ¢c; € Ry (1 € Q?1(M) con soporte en U tales
que w; = ciw + d¢;1. Andlogamente, como H!(U;) = R para cada 1 <i <,
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existen ¢; € Ry ¢; € Q2 1(M) con soporte en U; tales que w; = cw;_1 +d(;,
de modo que

wy = cociw + codC + dCa := kow + dn2, ko >0,
w1 = Ctkrow+tcadn_2+d¢1 = ke qw+dne—1, ke > 0.
Como M no es orientable, podemos encontrar una sucesion de cartas tales
que V., = Vi y que ¢, o gol_l revierta orientacion. Considerando w, = —w
tenemos

—w=caw+dn, c¢>0
y asi (c+ 1)w = —dn. O
Teorema 3.53. Si M"™ es conexa y no compacta, entonces H™"(M) = 0.

DEMOSTRACION. Escojamos una cubierta numerable {U;} de M forma-
da por vecindades coordenadas difeomorfas a R™ con cerradura compacta
tales que U; N U;11 # &, de modo que para cualquier compacto K exista
n(K) tal que U; N K = @ si i > n(K). Asi, la cubierta es localmente finita.
Sea {¢;} una particién de la unidad subordinada a la cubierta {U;}.

Escojamos w; € Q' (M) con soporte en U; N Uiy1 y tal que [, w; # 0.
Entonces existen ¢; € Ry n; € Q2 1(M) con soporte en U; tales que

wi = dn; + Cip1wit1
de modo que para cada [ > ¢ tenemos
wi =dn; + Cip1dnipr + -+ Cipr o adn + e Wi

Si fijamos p € M y consideramos K como una vecindad compacta de p,
sabemos que existe N (K) tal que UjNK = @ para j > N(K), de modo que
las correspondientes w; y 7; se anulan en K. Asi, si hacemos | = N(K) en
la ecuacién anterior, obtenemos que el iltimo término se anula en K. Por
lo tanto, la expresién

o
Gr=mi+ > cip1eam
I=it+1



104 3.9. EJERCICIOS

es una suma finita para cada p y ademas

Siw e QF(M), entonces ¢;w tiene soporte en U; y existen k; € R,
a; € Q¥ 1(M) con soporte en U; tales que

piw = kjw; + doy = k;d¢; + dag;

asi,
o (o.0] o
w=Y diw=Y (kdG+do;) =d (Z ki + ai> ,
i=1 i=1 i=1
lo que concluye la demostracion. ]

3.9. Ejercicios
1. Siv,w € V son linealmente independientes, muestre que vQw # wWRw.

2. Si A es un tensor de tipo (1, 1) que tiene las mismas componentes con
respecto de cualquier base, muestre que A; = )\(5;- para alguna A € R.

3. SiT e V*, S € A2°V* y v,w,u € V, muestre que
3T A S(v,w,u) =T(v)S(w,u) + T(w)S(u,v) + T'(u)S (v, w).
4. Demuestre que vy,...,v, € V son linealmente independientes si y
solo si v1 A+ A vy, # 0.

5.8 v eV, v#0y T e AFV, entonces v AT = 0 si y sélo si existe
S € AF=1V tal que T = vAS. Sugerencia: Use una base tal que v = e;.

6. Sea V un espacio vectorial. Para v € V, T € AFV*, definimos la
contraccion i(v)T € A*~1V* mediante

i(v)T(v1,...,05-1) = T(v,01,...,05_1).

a) Muestre que i(v)(i(w)T) = —i(w)(i(v)T).
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b) Muestre que si T € AFV* y S € AlV*| entonces
i(W)(T AS) = (i()T) NS+ (=T A (i(v)S)

7. Sea V un espacio vectorial. Un elemento T € AFV* se puede descom-
poner si existen ¢1,...,¢r € V* tales que

T=¢1 A A g

a) Demuestre que si dimV < 3, todo elemento de A%2V* se puede
descomponer.
b) Si dimV > 3, dé un ejemplo de un elemento que no se pueda

descomponer.

8. El anulador de T € NFV* es el conjunto
an(T) ={p e V' : o NT = 0}.

a) Muestre que diman(7) < k y que la igualdad se da si y sélo si T’
se puede descomponer.

b) Si dimV = n, muestre que todo elemento de A"~'V* se puede

descomponer.
9. Sean V un espacio vectorial real de dimensién n, {vi,...,v,} una
base de V' 'y {wi, ..., wy} un conjunto de vectores, con w; = ) a;;v;.

Muestre que

det(aij)wi A--- Awy, =v] A--- Aoy,

n

10. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n con producto escalar.
Extendemos el producto escalar a A*V* definiendo

(V1 A= AN, wr A=+ Awg) = det((vg, wy)).
a) Pruebe que si eq,...,e, es una base ortonormal de V', entonces

la base {e;; A---Nej, 11 <ip < - < i < n}de NEV* es
ortonormal.
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b) Sea O una orientacién en V' y definamos * : AV* — AV* de

modo tal que si (eq,...,e,) es una base ortonormal, entonces
x(ep N+ Nep) = =1,
(1) = Ler A+ Aep,
k(ep N--Nep) = Tepr1 A Aen,
donde se elige el signo + si (e1,...,e,) € Oy el signo — en caso
contrario.

Pruebe que #* | ARV = (=1)k("=%) y que si T, S € AFV*, entonces
(T,S) = (T NxS) =*(S A«T).
¢) Dado v € V, defina v : AFT1V — AFV por
((T), 8) = (T,0 1 5)
para T € AFT1V y S € A¥V. Pruebe que
(T = (—=1)™ « (v A +T).
11. Sean (E, ) y (E',7’) haces sobre B, tales que E C E'.

a) Defina el haz cociente E’/E. Muestre, en particular, que su defini-
cion satisface la condicién de trivialidad local.

b) Si E’ tiene una métrica, muestre que E'/E = E+.

12. Muestre que

) ) Oa;;  Oa;  Oagg
d idzt ANdx? | =0 siy sélo si Yo 2 =0
Zaw v v ty ! aZEk aﬂfj + 6951
1<)
para todo i, j, k.
13. (Lema de Cartan.) Sean M una variedad y wy,...,w, 1-formas lineal-
mente independientes en cada punto de M. Sean 61,...,0, 1-formas

tales que

.
291 ANw; = 0.
=1
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Pruebe que existen a;; € C*°(M) con a;; = aj; tales que

T

(91': E Qi;Wsj, 121,...,7’

i=1

14. Muestre que si w es una k-forma, también lo es L xw. Pruebe ademaés
las siguientes igualdades:
a) Lx(w1 Awe) = (Lxwi) Awa + w1 A (Lxws).
b) X(w(X1,,...,X,)) esigual a

Lxw(Xi,...,X +Z DI w([X, Xi), X1, Xa o X))

¢) dw(Xy,...,Xpr41) esigual a

r+1 A e
Z(_l)H—lLXiw(Xl? . (T 7X7"+1)
=1

+ 3 (DX X)X X X)),
1<J
d) Lxw =1i(X)dw + d(i(X)w).
e) 2dw(Xy,...,X,41) es igual a

r4+1

ST XWX, X, X))
=1

—

+ Lx,w(X1,..., X, ..., Xr41)).
f) Por dltimo, muestre que d(Lxw) = Lx(dw).
15. Sea v la n-forma en R™ definida por
viep,...,en) =1,

donde {ey,...,e,} es la base canénica de R™. Muestre que si v; =
>~ ajjej, entonces

v(vi,...,vp) = det(ai;) = vol (v1,...,v,).
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16.
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La forma v es la forma de volumen de R™. Muestre ademds que si

Ty, .

.., xy son las coordenadas cartesianas de R",

v=dz' A Adz".

Sea M™ una variedad riemanniana con orientacién O, ¢ : U — R" una
carta de M y (g;;) la matriz que representa la métrica riemanniana
en esa carta.

)

Muestre que la forma

v = y/det(gi;) dzt A -+ Ada™

no depende de la carta elegida. Esta es la forma de volumen de
M, que también denotaremos por dV.

Sea X1q,...,X, un marco ortonormal en U y w1,...,w, Sus co-

rrespondientes 1-formas duales. Muestre que
V=2dwi A A\ wnp,

donde se elige el signo positivo si (X1,...,X,) € O y el negativo

en caso contrario.

Muestre que para cada marco Xi,..., X, (no necesariamente
ortonormal) se tiene

V(Xl, . ,Xn) = j:w/det((Xi,X])).

17. Sea M™ una variedad riemanniana con orientaciéon O y v su forma de
volumen (véase el ejercicio anterior). Pruebe que

Lxv=d(i(X)v) =divX .

Sugerencia: Sean p € M, {E;} un marco geodésico con orientacién
O en p y {w;} las correspondientes 1-formas duales. Muestre que si
Oi =wi A~ ANW; A -+ Awy, entonces i(X)v =Y w;(X)0;, dwi(p) =0
y dB;(p) = 0. Muestre finalmente que

d(i(X)w)(p) = Y Eiwi(X)(p)v(p) = div X (p)v(p).
i=1
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18. Sea w la (n — 1)-forma en R™ dada por

n
w= Z(—l)j_lxj dzt A Adxd A - A da™
j=1

a) Muestre que w es invariante bajo el grupo ortogonal O(n).

b) Muestre que la restriccién de w a la esfera S"~1(r) es precisamente
la forma de volumen de dicha esfera.

19. Sean wi,wsy formas diferenciales en una variedad M. Suponga que
ambas son cerradas y que ws es exacta. Muestre que w; Aws es cerrada
y exacta.

20. a) Sea M™ una variedad compacta orientable sin frontera y w una
(n—1)-forma en M. Muestre que existe p € M tal que dw(p) = 0.

b) Muestre que no existe una inmersién de S' en R.

21.  a) Sea M™ una variedad compacta orientable con frontera OM # @.
Muestre que no existe una transformacién diferenciable f : M —
OM tal que f|gns sea la identidad. Sugerencia: Suponga que tal f
existe; sea w la (n— 1)-forma en M dada en la proposicién 3.26.
Use el teorema de Stokes y el hecho de que d(f*w) = f*(dw) =0
para llegar a una contradiccién.

b) Investigue qué dice el teorema de punto fijo de Brouwer y use el
inciso anterior para demostrarlo.

22.  a) Suponga que w es una k-forma en M tal que para cada k-cubo
C en M, fcw = (0. Muestre que w es idénticamente nula. Suge-
rencia: Use coordenadas y k-cubos suficientemente pequernios.

b) Suponga que w,w’ son k-formas en M tales que para cada k-cubo
CenM, [w= [, =0. Muestre que w = w'.

c¢) Sea w una k-forma en M tal que para todo (k+1)-cubo C en M,
S50 w = 0. Muestre que w es cerrada.

23. Sea M la unién del disco unitario (abierto) en R? y de un subconjunto
propio de la frontera de este disco. Muestre que

/ dw # w,
M oM
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24.

25.

26.

27.
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aunque ambas expresiones tengan sentido. De manera andloga, en-
cuentre un contraejemplo al teorema de Stokes para M = (0,1) y w
una 0-forma con soporte no compacto.

Sea w una l-forma en S? invariante bajo todas las transformaciones
ortogonales de R3. Muestre que w = 0.

Considere el semiplano superior
H: ={(z,y) eR|y >0}

dotado de la métrica

<7 >7

donde (, ) denota la métrica euclidiana usual. Considere ademds la
identificaciéon usual z = x 4 ¢y y muestre que una transformacién de
Moébius de la forma

T(z) =

es una isometria de esta variedad.

1
g9(z,y) = =
y2

az+b

—— ) ad—bc=1, a,bc,deR
cz+d

Demuestre que el conjunto de isometrias de una variedad M en si mis-
ma es un grupo con la operacién de composicion.

Un grupo I' de difeomorfismos de una variedad M es propiamente
discontinuo si y sélo si satisface las siguientes propiedades:

= Para cada punto p € M existe una vecindad U de p tal que si
o(U)NU # @ con ¢ € T', entonces ¢ = e.

» Sip(p) # q para todo ¢ € I, entonces existen vecindades U, V' de
Py q respectivamente, tales que o(U) NV = & para todo ¢ € T.

a) Muestre que si M es una variedad diferenciable y I es propiamen-
te discontinuo, entonces M /I" tiene una estructura de variedad
diferenciable.

b) Muestre que si M es una variedad riemanniana y I" es un grupo
propiamente discontinuo de isometrias de M, entonces el cociente
M /T posee una métrica de modo que la proyecciéon « : M — M/T’
es localmente una isometria.
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¢) Sea {v,w} una base de R2. Considere el grupo de traslaciones
Fovw=A{Tum| Tam(u) =u+nv+mw, n,meZ}.

Muestre que no todos los toros R? /Ty son isométricos.






CAPITULO 4

Conexiones y curvatura

En este capitulo presentamos una introducciéon a algunos de los con-
ceptos distintivos de la geometria diferencial: conexiones, campos paralelos,
geodésicas y curvatura. Destacamos en especial el concepto de curvatura
que usualmente aparece en muchos textos de geometria diferencial en una
forma tan abstracta como la siguiente:

Rxy(Z) = VxVyZ — VyVxZ - Vixy|Z. (4.1)

;,Qué tiene que ver esta expresién con algo tan intuitivo? En realidad,
esta expresién es como el final de una pelicula; o més precisamente, la con-
clusién de una etapa en un proceso de abstraccién. Sin duda, seria intere-
sante estudiar y describir este proceso en forma detallada.

Para decepcién de algunos lectores, no contaremos aqui toda esta histo-
ria. Optimizaremos nuestro trabajo, trabajando con cierta velocidad para
pasar de los conceptos intuitivos hasta expresiones como (4.1); o incluso
mas abstractas atun. Para acelerar el paso, pediremos a nuestros lectores
que proporcionen la demostracion de algunas afirmaciones, invitandolos a
compartir un poco del sabor de esta historia.

4.1. Conexiones en haces tangentes

Iniciamos nuestra historia con la idea de curvatura para curvas. Desde
un punto de vista intuitivo, la curvatura mide qué tanto deja una curva de
ser una recta. Podemos medir de varias formas, pero un punto importante
es que esta medida debe ser local; es decir, la curvatura en un punto no debe

113
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depender del comportamiento de la curva lejos de tal punto. Aprovechemos
entonces uno de los conceptos locales por excelencia, la derivada: Si C' es una
curva en R™ parametrizada por «(t), donde t es el parametro de longitud
de arco, entonces o/ (ty) mide la variacién del vector tangente en el punto
a(tp). Si tal variacién es diferente de cero, decimos que la curvatura de o
en tg es diferente de cero.

Oé”(to)

Figura 4.1: El vector o mide la variacién del vector tangente.

., Qué ocurre si queremos generalizar este procedimiento al caso de una
variedad cualquiera M? Es claro que si M es diferenciable, tiene sentido
hablar de &/(tp). Sin embargo, para obtener la “segunda derivada” necesi-
tamos algo mas.

Si M es un subconjunto de R", tiene sentido calcular o (ty), aunque
este vector se “salga” de nuestro espacio tangente T, ;,)M. Si pensamos
que nuestra segunda derivada debe ser un vector tangente a M, podemos
proyectar el vector o (ty) sobre T, a(to)M . A este vector le llamamos la deriva-
da covariante de o/ (t) en ty y le reservamos la notacién especial

Do/ , () —d(t)
W(to) = Proy thi% i

Echemos a volar nuestra imaginacién. Estamos derivando el campo o (t)
“en la direccién” de o/(tp). Nada nos impide derivar un campo v(t) (definido
en los puntos de la curva C') en la direccién de o/(ty) y proyectar de nuevo;
en simbolos, la derivada covariante de v estd dada por

(a(t) — v(ato))

t—to

Du
dt

v
(to) = Proy lim
t—to
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Figura 4.2: La derivada covariante.

Dejamos algunos pendientes en este camino. El lector podra observar que
la frase “derivar en la direccién de o(tp)” sugiere que la expresién anterior
no depende de la curva C' en si, sino solamente del vector o/ (ty). Esto es
cierto y es uno de los primeros pendientes que dejamos al lector.

En realidad, no s6lo podremos derivar en la direccién de o (tp), sino que
podemos derivar un campo cualquiera (definido en una vecindad de un punto
en cuestion) jen la direccién de otro campo cualquiera! Denotaremos este
exceso de imaginacién por VxY, donde X y Y son dos campos definidos en
M, o al menos en una vecindad del punto de nuestro interés. En simbolos:

VxY(p) = Proy tlirg) Y(O‘(t)i : 7?;(Oz(to))

)

donde « es cualquier curva tal que a(tg) =py o (tg) = X(p). Asi, VxY es
la derivada de Y en la direccién de X, “vista” desde M (por aquello de la
proyeccién). Observe que VxY (p) es un vector tangente a M en el punto p.

Hemos dicho que VxY es una manera de derivar. Como tal, debe cumplir
ciertas condiciones minimas, que coleccionaremos a continuacién. Lo intere-



116 4.1. CONEXIONES EN HACES TANGENTES

Figura 4.3: Interpretacién de VxVY.

sante es que existe una infinidad de maneras de derivar, todas ellas carac-
terizadas en la siguiente definicion general.

Definicion 4.1. Sea M una variedad diferenciable. Una conezidn en M es
una transformacién V : X(M) x X(M) — X(M) tal que asocia a cada pareja
X,Y € X(M) otro campo VxY € X(M), con las siguientes propiedades:

L. vaH-XzY = valy + VX2Y7 donde f € COO(M) y X1,X0,Y €
x(M).

2. Vx(A\Y] + Y3) = AVxYi + VxYs, donde X € Ry X, V7,Y5 € X(M).
3. Vx(fY) = fVxY + X (f)Y, donde f € C°(M) y X,Y € X(M).

Antes de regresar por el camino que recorrimos en esta seccién, hasta lle-
gar al concepto de “segunda derivada”, veamos cudntas conexiones existen,
al menos localmente. Recordemos que el haz tangente cumple la propiedad
de trivialidad local, de modo que para cada p € M existe una vecindad U
de p y una familia de campos vectoriales {F1,...,E,} C X(U) tal que en
cada punto g € U se tiene que {E1(q), ..., En(q)} es una base de T, M. Asi,
si X,Y € X(M), podemos escribir

n n
X=> aE y Y=> bE,
i=1 j=1
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donde a;, b; son funciones diferenciables definidas en U. Las propiedades de
una conexiéon V implican que

VXy = i CLZ'VEiY
=1

y ademas

n

VY =V, | Y 0B | =) (0;VEE; + Ei(b)E)).
j=1 J=1

Puesto que en cada punto ¢ los vectores E1(q),..., Ey(g) forman una base

de T, M, existen coeficientes Ffj, llamados simbolos de Christoffel, tales que

VEEi(q) =Y Th(q)Er(q). (4.2)
j=1

Analizando la expresién para VxY, vemos que la conexién queda de-
terminada de manera tnica para cada ¢ € U si fijamos n® ntmeros I‘fj(q)
Dicho de otra forma, la conexién queda determinada por n? funciones {I’f]}
definidas en U. Més adelante impondremos restricciones a la conexiéon con
el fin de reducir el universo de posibilidades para los simbolos de Christoffel.

Para cerrar esta seccién veremos que es posible definir un concepto de
“derivada a lo largo de una curva” usando una conexiéon V. Primero pre-
cisemos qué entendemos por tales derivadas.

Definicién 4.2. Sea o : I — M una curva diferenciable en una variedad M.
Denotemos por X(«) al conjunto de campos diferenciables definidos en la
imagen de . Una derivada covariante a lo largo de o es una transformacién
de X(a) en X(a) denotada D/dt que satisface las siguientes propiedades:

1. (w1 +vg) = A 4 B2 donde A € R y v1, 05 € X(a).

2. %( fo) = % + %v, donde f es una funcién diferenciable definida en
la imagen de a y v € X(a).

De nuevo, es posible demostrar que hay una infinidad de derivadas cova-
riantes en una variedad. Sin embargo, dada una conexién V, ésta determina
de manera unica a una derivada covariante, como veremos a continuacion.
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Definicién 4.3. Decimos que una derivada covariante D/dt es compati-
ble con una conexién V si y sélo si dado un campo v € X(a) que puede
extenderse a un campo Y € X(M), se tiene que

Dv
E - Va/(t)Y. (43)
Proposicion 4.4. Dada una conexion V, existe una unica derivada cova-

riante D/dt compatible con V.

Observacién. Puesto que en varias ocasiones deberemos mostrar la exis-
tencia y unicidad de un objeto (en este caso, la derivada covariante), desta-
camos el siguiente esquema de demostracion, que usaremos repetidamente.
Supondremos primero que tal objeto existe y obtendremos una tnica expre-
sién para éste. Para mostrar la existencia, bastara definir el objeto mediante
la expresion obtenida.

Demostracion. Sean o : I — M una curva en M, con 0 € I y U una
vecindad de a(0) = p donde estén definidos n campos Fj, ..., E, € X(U)
tales que en cada g € U, los vectores F1(q), ..., Ey(q) formen una base de
T,M. Asi, podemos expresar o/(t) como Y a;(t)E; para ciertas funciones
a; : I — R. Ademas, si Y € X(a), existen funciones b; : I — R tales
que Y =) bje;, donde e; = E;(a(t)). Si D/dt es una derivada covariante,

entonces
n n

DY D De;  db;
- — b; b=
dt Zdt( i) = Z( at | dt J>

Supongamos que D/dt es compatible con una conexién V. Como los campos
E; € X(U) extienden a los vectores e; € X(a), la compatibilidad implica
que
Dej
dt

Usamos los simbolos de Christoffel para escribir

De
] ZQZVEE = Z a;T Ey,.
i,k=1

- Vo/(t)E]"
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Sustituimos lo anterior en la expresiéon de DY/dt y hacemos un cambio
de indices para obtener

n n

DY dby,
— = b+ == | Ey.
dt ; MX::IG it g |

Dado que esta expresion sélo depende de a;, b; y sus derivadas, asi como
de los simbolos de Christoffel, podemos concluir la unicidad de la derivada
covariante compatible con la conexién. De acuerdo con la observacién an-
terior a esta demostracion, esta expresion nos permite definir la derivada
covariante en la vecindad U. O

FEn esta demostracion hemos utilizado la propiedad general de trivialidad
local del haz tangente. Esto sugerira al lector que los conceptos de conexién
y derivada covariante seran susceptibles de definirse en otros haces, lo cual
haremos posteriormente.

Veamos una manera conveniente de escoger los campos Fy, ..., Ey,. Si
(U, p) es una carta, u; son las funciones coordenadas usuales en R" y x; =
u; o ¢, podemos elegir E; = 0/0x;. En este caso, escribimos la curva «(t)
como (x1(t),...,z,(t)) y su derivada como

y la expresién para la derivada covariante de un campo Y esta dada por

DY <& " dx; db, \ 0
i Tk R 4.4
dt ; Z,]Zl at it g Oz, (4.4)

4.2. Campos tangentes paralelos y geodésicas

En esta seccién regresaremos por el camino que nos llevé al concepto
de conexién. Recordemos que el concepto de conexién se introdujo para
generalizar el concepto de derivacién de un campo v(t) definido a lo largo
de una curva «(t). Ahora formalizamos estas ideas.
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Dada una conexién V, si una derivada covariante D/dt es compatible
con ella, la condicién (4.3) dice que

Dv
- = V / Y,

dt s o (to) 1

donde Y es cualquier extensién de v(t) a una vecindad de a(tp).

En particular, si v es el propio campo de vectores o’ tangentes a la
curva «, la derivada covariante Da’/dt nos da una “segunda derivada” o
“aceleraciéon” de una curva, vista desde la variedad M.

Si utilizamos la notacién del final de la seccién anterior y sustituimos
v = o en la ecuacién (4.4), obtenemos la siguiente expresién para Da//dt
con respecto de una carta (U, ¢):

Do/ - " du; dvj g  d*zp | 0
dt Z dt dt Y dt2 | oz

(4.5)

k=1 \4,j=1

Utilizaremos esta expresion para destacar una clase de curvas en una
variedad.

Definicion 4.5. Una curva a : I — M es una geodésica en tg € I siy solo
si Do’ /dt se anula en ty. La curva « es una geodésica si y s6lo si « es una
geodésica en t para todo t € I.

Intuitivamente, una geodésica en una variedad M juega un papel andlo-
go al de una linea recta en R"™, pues una recta (con una parametrizacion
adecuada) es una curva con aceleracién nula. Mds adelante veremos otras
analogias entre las geodésicas de una variedad arbitraria y las rectas en R".

A continuacién veremos que el hecho de que una curva sea geodésica se
traduce en un sistema de ecuaciones diferenciales.

Proposicion 4.6. Sea o : I — M wuna curva cuya imagen estd contenida
en el dominio de una carta (U, ), con coordenadas ;. Entonces o es una
geodésica si y solo si

" dxi@ k +d2xk
dt dt Y7 g2

=0 (4.6)
i,j=1

para cada k=1,... n.
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La demostracién es obvia al analizar la ecuacién (4.5) y usar el hecho
de que para cada g, los vectores Ei(q), ..., Ey(q) forman una base de T;M.

Arriba derivamos el campo de vectores tangentes a una curva. El con-
cepto similar al de geodésica, correspondiente a un campo definido a lo largo
de una curva, es el siguiente.

Definicién 4.7. Un campo v € X(«) definido a lo largo de una curva o
es paralelo si y sélo si su derivada covariante se anula; es decir, si y sélo si
Dv/dt = 0.

Antes de analizar con detalle a los campos paralelos y a las geodésicas,
extenderemos el concepto de conexién a otros haces vectoriales. Para esto,
observemos que una conexién V : X(M) x X(M) — X(M) se puede ver
como una transformacién

V:iX(M)— X" (M) x X(M),

donde X*(M) = I'(T*M); es decir, como una transformacién
V:INTM) - T(T"M @ TM).

Este punto de vista permite definir la extensiéon prometida.

Definicién 4.8. Sea { = (E,7) un haz vectorial diferenciable sobre una
variedad M. Una conezion en £ es una transformacion

V:I(E) - I(T*"M @ E)
tal que para cada f € C°(M) y s € I'(F) se tiene que

V(fs) = fVs+df ®s.

Observacion. Sea {si, ..., sy} un conjunto de secciones de F definidas en
un abierto U C M de modo que para cada punto p € U, {s1(p),...,sn(p)}
es una base de E,. Abreviaremos esto diciendo que {s1, ..., s,} es un marco
movil. Definimos la matriz w = {w;;} de la conexién con respecto de este
Marco como

n
Vs; = Zwij ® 85, wij € P(T*M).
j=1
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Si{s),...,sl,} CT(E) es otro marco mévil en U, tenemos

s = Zaws], Sk = Zakl Sl

=1

Por las propiedades de la conexion,

n n n n
ng = Z a;jVs; +da;; @ s; = Z aj ijk & si + Z da;i & s

Jj=1
n n n n
-1 -1 /
= E E QWi + dai, | @ sk = E daikakl + E aijWika; | & sy,
k=1 \j=1 k=1 j=1

de modo que si w’ es la matriz de la conexién con respecto del marco {s}},
entonces
W =da-at+a-w-al

Definicién 4.9. Sea V una conexién en el haz { = (E, ) sobre M. Para
X € X(M) definimos la derivada covariante de la seccién s en la direc-
cién de X como Vys = Vs(X). Si w = {w;;} es la matriz de la conexién
con respecto de un marco {s;}, se definen los simbolos de Christoffel de la
COMETLOn como

0
Ffj = Wjk <ai) , de modo que VSJ' <6I’> = erjsk
i v k

Observacion. Si X € X(M) y {s1,...,sn} C I'(F) es un marco mévil, para
cualquier s € I'(E) se tiene que s = ), fis; y asi

Vs(X) = f:( flsz—l—fzzww ):Z( fJ+ZwaZJ )J

=1 7j=1

Por lo tanto, para calcular Vs(X) en ¢ sélo hay que conocer X(q), las
componentes de s en ¢q y sus derivadas en la direccién de X (q). Sea av: [ —
M una curva diferenciable y sea s : I — F una funcién diferenciable tal que
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s(t) € Eq ) para todo ¢ € I. Decimos que s es una seccion a lo largo de a.
Si s(t) = >, fi(t)si(a(t)), definimos la derivada covariante de s a lo largo
de la curva mediante

D20 = S (50 + X A (@) sila). (@7)
=1

Jj=1

Decimos que la secciéon s es paralela a lo largo de « si 'y sélo si Ds/dt = 0.

Teorema 4.10. Sean £ = (E, ) un haz vectorial diferenciable sobre una
variedad M, V una conexion en & y « : [a,b] — M una curva diferenciable.
Para todo v € Eyq) hay una tnica seccion s paralela a lo largo de a tal
que s(a) = v. Si denotamos s(b) por P, (v), tenemos que la transformacion
Py 1 Eqa) — Ea@) €s un isomorfismo lineal.

DEMOSTRACION. Sea (Ug, ), k = 0,...,1 — 1, una familia finita de
cartas que cubre a la imagen de «, con la propiedad adicional de que existe
un marco mévil {s¥} en Ug. Dividimos el intervalo [a,b] en subintervalos
[te,tes1] tales que a([ty, try1]) C Up. Sea w¥ la matriz de la conexién con
respecto del marco {sF}. Para todo u € R", el sistema lineal en [tg, t541] x R™

f'=—=fwhp (@) (4.8)

tiene una tnica solucién f : [tg,trr1] — R™ tal que f(tx) = u. Sea fO :
[a,t1] — R™ la solucién del sistema (4.8) con k = 0y (a(a), f%(a)) = 1o (v).

Definimos
Z £o(t) ),t € [a,t1].

Inductivamente, sea f* : [ty,tx11] — R" la solucién del sistema (4.8) que
satisface (a(ty), f*(tx)) = ¥r(s(ty)) v definamos

ka )t € [t tesa].

La transformacién P, es inyectiva debido a la unicidad de las soluciones
de (4.8). Que la transformacién P, es lineal se sigue del hecho de que el
conjunto de soluciones de un sistema lineal es un espacio vectorial. O
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Figura 4.4: El transporte paralelo.

Definicién 4.11. La transformacién lineal Py : Eyq) — Eqp) dada por
el teorema anterior se llama el transporte paralelo. Mas formalmente, si
v € Eyq), entonces Py, (v) es el transporte paralelo de v desde a(a) hasta
a(b) a lo largo de c.

Mas adelante utilizaremos el transporte paralelo para motivar el con-
cepto de curvatura. Por ahora, analizaremos la relacion de los conceptos de
conexién y paralelismo con una métrica dada.

Definiciéon 4.12. Sea V una conexién definida en un haz vectorial diferen-
ciable ¢ = (E, ) sobre una variedad M. Si (, ) es una métrica en E, la
conexién V es compatible con la métrica si y sélo si para todo s, € I'(E) y
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X € X(M) se tiene que

X (s,r) =(s,Vxr)+ (Vxs,r).

Observacién. Supongamos que la conexién V es compatible con una métri-
ca (, ). Si s,r son secciones paralelas a lo largo de «, entonces

4 600 = (0.0 ) + (0. 570 ) =0

Asi (s(t),r(t)) es constante y el transporte paralelo P, preserva la métrica.

Observacién. Supongamos que V es compatible con (, ). Si {s1,...,s,} C
['(E) es un marco mévil ortonormal (con respecto de (, ), por supuesto),
entonces

0= X(si,5;5) = (si, Vxs5) + (Vxsi, 85) = wji(X) + wij(X)

para todo X € X(M ), de modo que la matriz w con respecto de este marco
es antisimétrica.

Teorema 4.13 (Levi-Civita). Sea (, ) una métrica riemanniana en la va-
riedad diferenciable M. Entonces existe una inica conexion en T M, simétri-
ca y compatible con la métrica. Dicha conexion es llamada conexién de Levi-
Civita.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que V es simétrica y compatible
con la métrica, de modo que para X,Y,Z € X(M),

X(Y,Z) = (VxV,Z)+(Y,VxZ),

Y(Z,X> <VYZ, X> + <Z, VYX>,
Z(X)Y) = (VzX,Y)+(X,VzY).

Entonces

XY, Z)+Y (Z,X)— Z(X,Y) =
(X, 2),Y) + ([Y, Z), X) + (X,Y], Z) + 2 (Vy X, Z)



126 4.3. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE CURVATURA

de modo que

2(VyX,Z) =
X(KZ> +Y<Z7X> - Z<XaY> - <[XaZ]7Y> - <[Y7Z]>X> - <[XaY]¢Z>
(4.9)

Esto demuestra la unicidad. Por otra parte, la ecuacién (4.9) define una
conexién y se comprueba facilmente que ésta es simétrica y compatible con
la métrica. O

De aqui en adelante, siempre que esté dada una métrica y se utilice una
conexién, supondremos que ésta es compatible con la métrica.

4.3. Introduccion al concepto de curvatura

En esta seccion motivaremos el concepto de curvatura, que desarrolla-
remos formalmente en la seccién 4.4. Al estilo del cldsico [5], no haremos
demostracién alguna, sino que dejaremos la demostracién de todas las afir-
maciones de esta seccién al cuidado del lector.

Como indicamos al definir el transporte paralelo, esta transformacién
nos da la clave para el concepto de curvatura. Sea M una variedad, p € M
y « : [a,b] — M una curva en M. Ya vimos en el teorema 4.10 que el
transporte paralelo desde «(a) hasta «(b) es una transformacién lineal. Si
ahora suponemos que la curva « es cerrada basada en p, de modo que
a(a) = a(b) = p, entonces P, es una transformacion lineal de 7,M en
si mismo.

Veamos un ejemplo. Si M = R", entonces para cualquier p € R" y toda
curva cerrada basada en p se tiene que P, es la transformacién identidad.
Este comportamiento se cumple para toda curva a y todo punto p. Veamos
qué ocurre con otras variedades.

1. Sea M = S? C R3, p el polo norte de la esfera y a : [a,b] — S? un
tridngulo formado por un arco del ecuador y dos arcos de paralelos,
que se cortan en p con un angulo #. Describa el transporte paralelo
P, en términos del dngulo 6.
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Figura 4.5: Transporte paralelo en la esfera.

Este ejercicio muestra que el transporte paralelo a lo largo de una curva
cerrada basada en un punto p puede depender de la curva elegida y del
punto p en cuestion.

El lector meticuloso observard que en este ejercicio utilizamos una ex-
tension del concepto de transporte paralelo, ahora a lo largo de curvas di-
ferenciables por partes. Sin duda, el lector podra formalizar esta extensién
sin mayor problema.

2. Analice si el transporte paralelo depende de la curva elegida o del
punto p, cuando M es el cilindro S' x R C R3.

Presentamos el cilindro debido a que pareceria que éste y el plano
tienen curvaturas diferentes. Sin embargo, ambas superficies son localmente
isométricas; es decir, hay una transformacién que “enrolla” el cilindro en
el plano y que preserva la distancia, al menos localmente. Dos superficies
isométricas tendran la misma curvatura en puntos correspondientes.

Podemos postular ya nuestra primera idea de la curvatura: Una variedad
M tiene curvatura cero en un punto p € M si y sélo si el transporte paralelo
a lo largo de curvas cerradas basadas en p no depende de la curva elegida.
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Usaremos esta idea para encontrar una expresion formal para la curvatu-
ra. (jEn realidad, escribimos tal expresién al principio del capitulo!) Dado
un punto p € M, consideraremos una sucesién de curvas «, cerradas y
basadas en p, con lo que obtendremos una familia de transportes paralelos
P, : T,M — T,M. Si hacemos “tender” las curvas o, a p y las trans-
formaciones P, “convergen” a una transformacién P, entonces este limite
contendrd la informacion sobre la curvatura de M.

Pasemos a la construccién formal. Lo primero que haremos es interpretar
a una conexion en términos del transporte paralelo.

3. Sean M una variedad, p € M,Y,Z € X(M) y 3 : [s0, S0+ €] — M una
curva tal que 3(sg) =py

B'(s) = Y(B(s)) para toda s € [sg, so + €];

es decir, 0 es una trayectoria del campo Y que pasa por p cuando
s = sp. Sea P; el transporte paralelo desde p hasta (3(s). Muestre que
P (Z(8(s) — Z(p))

VYZ(p) - slirglo ) s — 580

(4.10)

e interprete geométricamente.

Observe que la expresién (4.10) es practicamente igual a la definicién
usual de derivada, salvo por la aparicion del transporte paralelo. Es claro
que una expresion del tipo Z(3(s)) — Z(p) no tiene sentido si 3(s) # p, pues
los vectores Z(3(s)) vy Z(p) pertenecen a espacios distintos.

Hemos dicho que para definir la curvatura en p nos fijaremos en el trans-
porte paralelo a lo largo de curvas cerradas basadas en p. Si X, Y € X(M),
consideraremos una curva « (un “cuadrildtero”) construida partiendo de p
en la direccién de X (es decir, siguiendo una trayectoria de X que pase por
p), para luego seguir en la direccién de Y, regresar por una trayectoria de
X y finalmente regresar por una trayectoria de Y.

El problema de esta construccion radica en que nada garantiza que este
cuadrilatero se “cierre” en forma adecuada: No es seguro que regresemos a
p. A continuacién daremos una condicién para esto.

4. Sean X,Y € X(M) y ¢, s sus correspondientes flujos locales. De-
muestre que [X,Y] = 0 si y sélo si los flujos conmutan; es decir, si y
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sélo si ¢ 015 = 15 0 ¢ para todo s,t donde las composiciones tengan
sentido.

Supongamos entonces que [X,Y] = 0, de modo que la trayectoria o
definida lineas arriba cierra en forma adecuada. Més precisamente, sea « la
trayectoria formada al partir de p mediante una trayectoria de X y recorrer
ésta durante un tiempo t. A continuacion, se parte de ¢.(p) y se recorre
una trayectoria de Y durante un tiempo s. En el tercer pedazo, se parte
de ¥ o p(p) v se recorre (en sentido inverso) una trayectoria de X, para
finalmente regresar a p recorriendo en sentido inverso una trayectoria de Y.

Si Z € X(M), transportamos el vector Z(p) paralelamente a lo largo de
esta trayectoria y comparamos el vector obtenido al final del proceso con
Z(p), tomando su diferencia. El lector deberd convencerse que este proceso
es completamente andlogo al siguiente: Si consideramos el valor de Z en el
punto 15 o ¢ (p), podemos “regresar” este vector por dos caminos, siguien-
do primero una trayectoria de Y y luego una trayectoria de X o bien al
contrario.

5. Con base en el proceso descrito, interprete geométricamente la siguien-
te férmula:

Pl o PPN (2 0 0u(p)) — Pyt o P (Z (i o a(0))).

Esta expresion nos acerca a un paso de la definicién de curvatura. Al
considerar el limite de la expresién cuando s — sg y t — £y, obtendremos
una sucesién de curvas que “tienden” a p.

5. Suponga que [X,Y] = 0 y utilice la ecuacién (4.10) para mostrar que
L P o POAZ (W 0 ) — P o PN (200 4(p)))
5,t—50,t0 (t —t0)(s — s0)
esigual a VxVyZ — VyVxZ.

Observe que la expresion VxVyZ — VyVxZ ya se parece bastante a la
expresién (4.1). En el caso en que [X,Y] # 0, tendremos que corregir esta
expresion VxVyZ — VyVxZ. El siguiente ejercicio da una justificacion
algebraica para agregarle un término.

6. Muestre que la expresion VxVyZ — VyVxZ no es C*®-lineal en
X,Y, Z, pero que la expresién del lado izquierdo de (4.1) si'lo es.



130 4.4. CURVATURA PARA HACES VECTORIALES

4.4. Curvatura para haces vectoriales

Como en el caso de las conexiones, el concepto de curvatura se puede
extender a haces vectoriales, como sigue.

Definicién 4.14. Sea V una conexién en un haz vectorial £ = (E, ) so-
bre M. Extendemos la definicién de la conexién V" : Q"(M) @ T'(E) —
QY (M) ® T(E) mediante

Viiw®s)=dv®s+(—1)"wAVs.

Definimos la curvatura de la conexién como Q = Vo V.
Observacién. Sean w € Q' (M) y s € I'(E); entonces

Viw®s)(X,Y) =dw(X,Y)s —w A Vs(X,Y)
— (X(w(Y)) = Y(@(X)) — w([X, Y])s — w(X)Vys + (V) Vxs
=Vx(w()s) — Vy(w(X)s) —w([X,Y])s.

Asi,
(Qs)(X,Y) = VH(Vs)(X,Y) = Vx(Vys) — Vy(Vxs) — Vixyjs. (4.11)
Si f € C°°(M), entonces
Q(fs) =V fVs+df @s)=df NVs+ fQs +ddf @ s —df ANVs = fQs.

Sea w la matriz de la conexién con respecto de un marco {s,...,s,} C I'(E)
y observemos que

n n
Qs; = Zvl(wij X® Sj) = Zdwi]‘ ® 85 — wij A VSj
P =1
n n

k=1 j=1

Asi, la matriz de € con respecto del marco local es 2 = dw — w A w.
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Si la conexién es compatible con una métrica (, ) en E'y {s1,...,S,} es
un marco local ortonormal, ya sabemos que la matriz de w es antisimétrica;
por consiguiente, {2 también lo es. Luego

(i) (X, Y), 80) = Qi (X, V) = — (s, (Qs) (X, Y)) .
Como 2 es C*°(M )-lineal, se tiene que para todor,s € I'(F), X, Y € X(M),

(Qr)(X,Y),s) + (r, (2s)(X,Y)) = 0. (4.12)

Teorema 4.15. Sea V la conexion de Levi-Civita correspondiente a una

métrica riemanniana en M. Sean {E1, ..., Ey} un marco mévil ortonormal
local de TM y{01,...,0,} el marco dual. Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

= Ecuaciones de estructura: df = w A0, dw = Q +w A w.

= Primera identidad de Bianchi: Q A § = 0.

= Segunda identidad de Bianchi: dQ2+ QAw —-wAQ =0.

DEMOSTRACION. El marco dual satisface 6;(Y) = (E;,Y). Asi,
d0;(X,Y) = X (6:(Y)) = Y(0:(X)) — 0:([ X, Y])

=X(E,Y)-Y (B, X) — (B, [X,Y])
= <Vin,Y> — <VYEZ',X> + <EZ‘,VXY — VyX) — <Ei, [X, Y]>

=Y wii(X) (B, Y) = > wi (V) (B, X)
=1 j=1
= Z(wij A 0])(X, Y)
j=1

De este modo,

db; = > wij A0;.
j=1
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De aqui obtenemos
0=d(df) = (dw) N0 —wAdf =(dw—wAw)ANO=QA0.
De manera andloga,

0=d(dw) = dQQ4+wAw)=dQ+ (dw) Nw —w A dw
= dO+ (Q4+wAw)Aw—-—wA(Q+wAw)
AU+ QNw—w A Q.

Regresemos al tensor de curvatura que motivamos en la secciéon anterior.
Definicién 4.16. Si (, ) es una métrica riemanniana en M y V es la
conexién de Levi-Civita, se acostumbra denotar (22)(X,Y) = RxyZ y
se define el tensor de curvatura R € T(T*(M)) por

R(X,Y;Z, W) = <RXYZ7W> :

La conexién de Levi-Civita se extiende a V : I'(T"(M)) — ['(T"1(M)),
VS(Z, X1, Xe) = Z(S(X1,.... X)) = ) S(X1,...,VzXi, .. X;)
i=1

Proposiciéon 4.17. El tensor de curvatura tiene las siguientes propiedades:
1. RIX,Y,ZW)=—-R(Y,X,Z W)
2. RIX,)Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z)
3. RxyZ + RyzX +RzxY =0
4. RIX,) Y, ZW)=R(Z,W,X,Y)
5. VR(X,Y,Z,-,)+VR(Y,Z,X,-,- )+ VR(Z,X,Y,-,-) =0

DEMOSTRACION. El inciso (1) se sigue de la definicién, mientras que
(2) se sigue de (4.12).
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(3) Sean {FE1,..., E,} un marco local ortonormal de TM y {61,...,0,}
el marco dual de T*M. Por la primera identidad de Bianchi, para k =
1,...,n se tiene

<(QZ)(XY) QX)(Y, 2) + (QY)(Z, X), Ek)

= ZQM (X,Y)0;(Z) + Zgzk (Y, 2)6:(X) + > Qui(Z, X)0;(X)
=1 i=1

_Z ik NO)(X,Y,Z) =0

(4) Se sigue de (1), (2) y (3) que

R(X,Y,Z, W)+ R(Y, Z,X,W
R(X,Y,Z,W)+ R(Y,W,Z,X
R(Y,Z,X,W)+RY,W,Z,X
R(Z,W,X,Y)+ R(Z,X,Y,W

R

~
—~

Z,X,Y,W
X, W,Y,Z
ZW,X,Y
X, W,Y,Z

~—
—~

R
R

+ + + +
Il
o o o o

)
)
)
R )

~—
—

Sumamos las dos primeras ecuaciones y restamos las dos tltimas para ob-
tener (4).
(5) De la segunda identidad de Bianchi,

QX Y, Z) + > Qi A wiy — win A Q) (X,Y, Z) =0 (4.13)
k

Por el teorema 3.33, tenemos que

dQ(X,Y, Z) = X(Q5(Y, 2)) + Y (Q5(Z, X)) + Y (Q25(Z, X))
_Qij([Xv Y]7Z) - Qij([Y7 Z]>X) - Qij([Z7X]7Y)

Como Q”(, ) == R(, 'aEian)v
X(Q;5(Y,2)) = VR(X,Y,Z, E;, Ej) + Qi(VxY, Z) + Qi (Y, Vx Z)

—{—szk Qk] (Y, 2) +Zu}]k ) (Y, Z)



134 4.4. CURVATURA PARA HACES VECTORIALES

Puesto que [X,Y] = VxY — Vy X, tenemos

d;(X,Y, Z) =D (wie A Qg + wip A Qi) (X, Y, Z)
k
+VR(X,Y,Z,E;,E;) +VR(Y, Z,X,E;, E;) + VR(Z, X, Y, E;, E;).

Comparando con (4.13) obtenemos (5). O

A continuacién definimos en el contexto de las variedades algunos ope-
radores diferenciales que el lector recordara de sus cursos de cédlculo.

Definicién 4.18. Sea (, ) una métrica riemanniana en M y sea V la
conexiéon de Levi-Civita.

» Para f € C°°(M) definimos el campo gradiente de f por
(grad f, X) = df (X) = X(f).

= Sea X € X(M). Entonces VX € T(T}H(M)) = T'(hom(TM,TM)).

Definimos la divergencia de X por
divX =¢(VX)=TrVX,
donde ¢ denota la operacién de contraccion; véase el ejemplo 3.1.

» El hessiano de f es
HT = v(df).

s El laplaciano de f es
Af =div(grad f) = Tr V(grad f)
Observacion. Sea F, ..., E, un marco local ortonormal de T'M, entonces
n
divX =Y (Vg X, E;).
i=1
Por otro lado, el hessiano satisface

HI(X)Y) = X(df(Y))—df(VxY)=X(Y(f) - VxY(f)
= Y(X(f)) - VyX(f) = H' (Y, X)
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Por lo tanto, H/ es simétrico; ademés,
Hf(X7 Y)=X(grad f,Y) — (grad f, VxY) = (Vx(grad f),Y) .
Finalmente, el laplaciano se expresa como

Af:zn:(VEigradf,E ZH (E;, E;).

i=1

Definicién 4.19. Para X,Y € X(M), sea Q € I'(hom(TM,TM)) dada
por Q(X,Y)(Z) = RxzY . Definimos la curvatura de Ricci Ric € T'(T?(M))
como Ric(X,Y) =TrQ(X,Y).
Ric(X,Y) =Y (Rxx,Y,X;) =) R(X, X, Y, X;).
j=1 J=1

Hay un isomorfismo entre T'(T?(M)) y T'(hom(TM,TM)) dado por
T(X,Y) = (T(X),).

A la métrica (, ) le corresponde la identidad I. A Ric le corresponde un Ric
simétrico.

Definicion 4.20. Definimos la curvatura escalar Sy el tensor de Einstein
G por

S =TrRic, vy GzRic—%S(,f

En otras palabras,

S=> Ric(Xs, Xi) = Y R(Xi, X, X;, X;).
i=1 ij=1
Dados T € I'(hom(T'M,TM)) y Y € X(M) se puede ver que
(VT)(Y) € T'(hom(T M, TM))

esta dada por

(VI(Y))(X) = (VxT)(Y) := Vx(T(Y)) - T(VxY),
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mientras que div7T € Q'(M) estd dado por (divT)(Y) = Tr((VT)(Y)). Asi

n n

(divT)(Y) = Y (VDY) Xi) =D (Vx(T(Y)) - T(Vx,Y), Xi)
=1 =1
= Zn: X{(T(Y, X;)) = T(Y,Vx,X;) — T(Vy,Y, X;)
=1

= Y VT(X;,Y,X;).
=1

Para finalizar esta seccién damos dos propiedades de los conceptos arriba
definidos.

Proposicién 4.21. dS = 2div Ric. Ademds, st dim M = 4, divG = 0.

DEMOSTRACION. Sean p € M y Ej,..., E, un marco geodésico en p.
Puesto que Ric(X,Y) =" | R(X, E;,Y, E;), tenemos que

VRic(Z,X,Y) = Z(Ric(X,Y)) — Ric(VzX,Y) — Ric(X, VzY)

=Y VR(Z.X,E;,Y,E) + R(X,V2E;,Y,E) + > R(X,E,Y,VE;),
i=1 =1

de modo que

V Ric(Z, X,Y)(p) = Zn: VR(Z,X,E;Y,E;)(p).

=1
Entonces .
divRic(X)(p) = > VR(E;, X, E;, Ej, E;)(p)
7,7=1
y
dS(X) = Y VR(X,E; E; E; E))

3,j=1

n
+2 Y " R(VxE;, E;, B, E;) + R(E;, VxE;, E;, Ej).
ij=1
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Por el inciso (5) de la proposicién 4.17,
—VR(X,E;, E;, E;, E;) = VR(E;, E;, X, Ej, E;) + VR(E;, X, E;, Ej, E);
es decir,
n
VR(X,E;, E;, E;, Ej) =2 VR(E;, X, E;, Ej, ).
ij=1

Utilizamos lo anterior para obtener

dS(X)(p) =2 3 VR(E;, X, i, By, Ey)(p) = div Ric(X)(p),
ij=1

lo cual concluye la demostracion. O

4.5. Ejercicios

1. Sea ¢ = (E,7) un haz trivial sobre una variedad M; es decir, £ =
M x R™ y 7 es la proyeccién natural. Cada elemento de I'(E') se puede
identificar con una transformacion f : M — R™. Muestre que la asocia-
cion d : f — df es una conexion en £.

2. Sean V,V dos conexiones en R".

a) Muestre que B(X,V) = VxV — VxV es bilineal.

b) Demuestre que las conexiones V, V tienen las mismas geodésicas
si y s6lo si B(X,X) = 0 para todo X.

c¢) La torsion T asociada a una conexién V se define como

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

Demuestre que dos conexiones con las mismas geodésicas y la
misma torsiéon coinciden.

d) Dada una conexién V se define la conexion conjugada V* y la
stmetrizacion V° mediante las expresiones

1
VXY =VaY +T(X)Y), V= (V+V).

Muestre que V* es una conexién cuya torsion es —7T'.
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e) Muestre que V* es una conexién con torsién nula.
f) Muestre que V, V* y V* tienen las mismas geodésicas.

3. Sea V una conexién en R? cuyos sfmbolos de Christoffel son I'l, =
=1y Fi?j = 0 en todos los demds casos.

a) Determine y resuelva las ecuaciones de las geodésicas para esta
conexion.

b) Determine una geodésica que pase por (2,1) con vector tangente
(1,1).

¢) (Es posible llegar a cualquier punto de R? con una geodésica que
parta de (0,0)?

d) Conteste los incisos anteriores para la conexién no simétrica tal
que I'l, = 1, con todos los demds simbolos iguales a cero.

4. Muestre que la transformacién L : TM x TM — TM dada por la
derivada de Lie (X,Y) — LxY no es una conexién en T'M.

5. El rotacional rot V de un campo V € X(M) se define como
(rot V)(X,Y) =(VxV,Y) — (VyV, X).
Muestre que

a) rot V es un tensor antisimétrico de tipo (0, 2) cuyas componentes
en coordenadas son
v, oV
8:@ 8xj .

b) rot(grad f) = 0.
¢) rotV = df, donde 0 es la 1-forma dada por (W) = (V, W).
d) EnR3, (rot V)(X,Y) = (X xY) - (V x V).
6. Sea (M,g) una variedad riemanniana y N una subvariedad de M.

Muestre que la conexion de Levi-Civita para N se obtiene a partir de
la conexién de Levi-Civita para M mediante una proyeccién ortogonal.
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7. Sea M una variedad riemanniana. Muestre que para cada p € M existe
una carta de una vecindad de p tal que los simbolos de Christoffel se
anulan en p; es decir, tal que I‘fj(p) = 0 para toda 1,7, k. Muestre
que ademds se puede suponer que g;;(p) = d;j; es decir que la base
correspondiente es ortonormal en p. Sugerencia: Dada una carta (U, ¢)
de una vecindad U de p, ¢ = (z1,...,2y), con simbolos de Christoffel
Ffj simétricos en 1, j, defina

ela) = 2x(0) —s(p) + 5 D T (0 (0)(5(0) — () (wx(0) — 4 ().
ij=1

Verifique que existe un dominio V' C U tal que y|y : V' — R" es una
carta para la cual los simbolos de Christoffel se anulan en p.

8. Sean x1,...,x, las coordenadas cartesianas de R".

a) Sea X un campo definido en un subconjunto abierto de R"™, que
puede escribirse como

0

Muestre que la divergencia de X estd dada por

b) Sea f : R™ — R diferenciable. Muestre que el gradiente de f
esta dado por

gradf = § €is
= O

donde ¢; es la base candnica de R™.

c) Sea f : R" — R diferenciable. Muestre que el laplaciano de f
esta dado por
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10.

11.

12.

13.
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Sea f : M — R una funcién diferenciable definida en una variedad
riemanniana M. Suponga que | grad f| = 1 en todo M y muestre que
las curvas integrales de grad f son geodésicas.

Sea M una variedad riemanniana, X € X(M)y ¢ : M — M el flujo
determinado por X. Demuestre que

d

o V(ge(D)) :/ div X dV

D

t=0

para todo conjunto relativamente compacto D C M. Aqui V denota
la funcién de volumen en M.

Sean f,g : R? — R funciones diferenciables y M? una variedad com-
pacta con frontera OM.

a) Demuestre la primera identidad de Green

/(gradf,gradg)dv+/ ngdV:/ f{grad g, N) dA,
M M oM

donde dV y dA son las formas de volumen de M y OM, respec-
tivamente, y N es el vector unitario normal a OM.

b) Demuestre la seqgunda identidad de Green
| Gaa—ganav = [ (fleadg. V)= flerad f.N) dA

donde la notacion es como la del inciso anterior.

Sea M una variedad compacta orientable sin frontera. Muestre que M
no es contraible.

Sea M una variedad riemanniana. Un campo vectorial X € X(M) es
un campo de Killing si y sélo si su flujo local ¢; es una isometria de
M sobre M para toda t suficientemente pequena.

a) Demuestre que X es un campo de Killing si y sélo si X(Y,Z) =
(LxY,Z)+ (Y,LxZ) paratodo Y,Z € X(M).
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b) Demuestre que X es un campo de Killing si y sélo si
(Vv X,Z)+(Y,V2X) =0

para todo Y, Z € X(M). Es decir, la transformacién lineal ¥
Vy X es antisimétrica con respecto de la métrica.

¢) Demuestre que un campo coordenado 9/0xj, es de Killing si y
sélo si 0g;;/0xy, = 0 para toda 1, j.

d) Muestre que si N es una subvariedad de M, X es un campo de
Killing en M y X(p) € T,N para toda p € N, entonces X |y es
un campo de Killing en N.

e) Demuestre que si M es conexa, entonces el espacio de campos de
Killing tiene dimensién menor o igual a n(n + 1)/2.

f) Determine todos los campos de Killing en R3.
14. Una variedad riemanniana M"™ con métrica g es de Einstein si y sélo
si Ric = Ag para cierta funciéon A. Muestre que
a) Si M™ es conexa y de Einstein con n > 3, entonces A es constante.

b) Si M3 es conexa y de Einstein, entonces M tiene curvatura sec-
cional constante.

¢) Muestre que una variedad de Einstein de dimensién mayor que
tres no necesariamente tiene curvatura seccional constante. Su-
gerencia: Considere la variedad S? x S2.






CAPITULO 5
Geodésicas y campos de Jacobi

En este capitulo haremos un estudio mas detallado de las geodésicas
de una variedad M. Primero utilizaremos a las geodésicas para definir una
importante transformacion, la exponencial. Con base en ella definiremos el
concepto de completez geodésica y mostraremos que esta condicién es equi-
valente a la completez de M como espacio métrico. Mas adelante definire-
mos y analizaremos los llamados campos de Jacobi, que nos dan informacién
acerca de relacion entre la distribucion de las geodésicas en M y la curvatura
de esta variedad.

5.1. La transformacion exponencial

Para definir esta transformacion, usaremos el siguiente resultado, donde
“coleccionamos” muchas geodésicas en una sola transformacién.

Teorema 5.1. Sea M una variedad riemanniana y p € M. Entonces exis-
ten numeros €,6 > 0, una vecindad W de p en M y una transformacion
diferenciable ® : (—e,e) x W' — M, donde

W' ={(q,v) | ¢eW, veTM, |v] <4},
de modo que para cada (q,v) € W', la curva ®(t,q,v) es la inica geodésica
que pasa por q con velocidad v en el instante t = 0. En simbolos,

0d D 09

®(0,q,v) =q, —-(0,q,v)=v y prarn

at (t7Q7v) = 0

143
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DEMOSTRACION. Recordemos que las condiciones para que una curva
sea una geodésica de M estan dadas por (4.6), que pueden escribirse como
un sistema de ecuaciones de primer orden en el haz tangente, con el pro-
cedimiento siguiente. Sea (U, ¢) una carta de una vecindad de p en M, con
¢ =(x1,...,z,). Entonces el sistema (4.6) se puede escribir como

dl’k dak - k
o = o Z I aiay,
3,j=1
donde k£ =1,...,n. Podemos aplicar el teorema 1.51 a este sistema en una
vecindad de (p, 0) en TM, de modo que la transformacién ® no es méas que el
flujo local asociado. El mismo teorema garantiza que ® estd definida en un
conjunto abierto en T'M, de modo que sin pérdida de generalidad podemos
suponer que su dominio W’ tiene la forma indicada en el enunciado de este
teorema. I

La transformacién ® se llama el flujo geodésico en torno de p.
Nuestro siguiente resultado dice que podemos modificar el intervalo de
definicién de una geodésica cambiando su velocidad.

Proposicion 5.2. Sean a un numero positivo y v una geodésica en M,
definida en un intervalo (—e¢,€), con y(0) = p y~'(0) = v. Entonces la curva
a dada por a(t) = v(at) es la inica geodésica de M definida en (—¢/a,€/a)
tal que

a(0)=p y o' (0) = av.

Demostracion. Las igualdades «(0) = p y o/(0) = av son consecuencia
directa de la definicién de « y de la regla de la cadena. En particular,

Do’ D~
—_— = = 0’
dt ot
lo cual muestra que « es una geodésica. O

En adelante utilizaremos la notacién (¢, p, v) para la geodésica que pasa
por un punto p con vector velocidad v en el instante ¢ = 0. Con esta nota-
cion, la proposicién anterior dice que

v(t, p, av) = vy(at, p,v).
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Definicién 5.3. Supongamos que (p,v) € TM es tal que la geodésica
~v(t,p,v) estd definida para ¢ = 1. La imagen de v bajo la transformacion
exponencial en p, denotada por epr(v), es el punto en M dado por

epr(U) = 7(1’1)’ U).

Observemos que

[v]| v
exp (v)—v(l,p,’v)—’y<,p,v =v(llvll,p: 7 ) -
P o]l o]l

La ultima expresién denota una geodésica con velocidad unitaria, de modo
que la longitud recorrida por dicha curva en el intervalo [0, ||v]|] es precisa-
mente [|v]|.

T,M

Figura 5.1: Definicién de la transformacién exponencial.

Teorema 5.4. Para cada p € M existe una vecindad W tal que para todo
q € W, la transformacion exponencial exp, estd definida y es invertible en
una vecindad de 0 € T,S.
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DEMOSTRACION. Dado p € M, sean ¢, § y W los nimeros y la vecindad
de p en M dados por el teorema 5.1. Asi, para cada ¢ € W la geodésica
v(t, q,u) estd definida al menos para los vectores u tales que |ju|| < §. Por
otro lado, si en la proposiciéon 5.2 elegimos a < €, sabemos que la curva
a(t) = y(at,q,u) estd definida para t = 1. Como ~v(at,q,u) = v(t,q, au),
tenemos que exp, v = 7(t, ¢, v) estd definida parat = 1,siqg € Wy [Jv[| < ad.
Ademds, exp, es diferenciable en una vecindad de 0 € 7,5, pues el flujo ®
dado en el teorema 5.1 lo es.

Para demostrar que cada transformacion exp, es invertible, aplicamos
el teorema de la funcién inversa. Formalmente, (exp,)«o : To(13S) — 155,
aunque es claro que podemos identificar To(75S) con T;,S. Bajo esta identi-
ficacién, si n € 1,5, entonces

d d
(expy)s0(n) = aequ(tn) o %7(1761,1577) i
= iw(t )| =0
dt b 9 t:0 b

lo cual muestra que (exp,)«o es la identidad. Usamos el teorema de la fun-
cién inversa para concluir que exp, es invertible localmente. Sin embargo, la
afirmacion del teorema es un poco mas fuerte, pues garantiza la existencia
de toda una vecindad de p € M donde la exponencial es invertible. La
demostracién de este hecho depende nuevamente del teorema de la funcién
inversa, esta vez aplicado a la transformacion

exp: W' — M x M, exp(q,&) = (q,exp,(£)),

donde W' es la vecindad dada en el teorema 5.1. O

La proposicién anterior sugiere una definicién.
Definicién 5.5. Sea M una variedad riemanniana y p € M. Entonces

1. M es geodésicamente completa en p si'y sélo si exp,, esta definida para
cada v € T,M.

2. M es geodésicamente completa si y solo si es geodésicamente completa
en p para todo p € M.
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Definicién 5.6. Una vecindad W de p € M tal que exp,, : exp;l(W) - W
es un difeomorfismo se llamara una vecindad normal de p.

Con esta definicién, podemos parafrasear la proposiciéon 5.4 como sigue.

Proposicién 5.7. Para todo p € M existe un abierto W tal que es una
vecindad normal de cada uno de sus puntos.

La existencia de vecindades normales nos permite utilizar a la trans-
formacion exponencial como una parametrizaciéon en torno de un punto y
trasladar a la variedad M algunos conceptos de R".

Definicion 5.8. Sea W una vecindad normal de p € M. Entonces

1. Las coordenadas normales en W son las correspondientes a las coor-
denadas cartesianas en exp,, Lw).

2. Una geodésica radial que parte de p es la restriccion v : [0,e) — S de
una geodésica que pasa por p.

3. Un circulo geodésico de radio r con centro en p (también llamado
circulo normal) es la imagen bajo exp,, de un circulo de radio r con
centro en 0 € T, M contenido en W.

4. Una bola geodésica de radio r con centro en p (también llamada bola
normal) es la imagen bajo exp,, de una bola de radio 7 con centro en
0 € T),S contenida en W.

En la seccién 5.2 usaremos el siguiente resultado para estudiar las pro-
piedades minimizantes de las geodésicas. En este lema, p € M, v € T,M
es un vector donde estd definida exp,v y w € Ty,(T,M); aqui usaremos la
identificacién natural de T3, (T, M) con T, M.

Lema 5.9 (Gauss). Con la notacién anterior, se cumple

<(epr)*v(U), (epr)*u(w)> - <U, w>

Demostracion. Escribimos w = Av+wv+, donde (v,v') = 0. Por la definicién

de exp,,
((expp)iw(v), (expy)s0(v)) = (v,v),
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de modo que por linealidad basta ver que se cumple la proposiciéon para
un vector de la forma w = vt # 0. Sea w(s) una curva en T,M tal que
w(0) = v, w'(0) = v y ||w(s)|| constante. Consideremos la transformacion

f(t,s) = exp,tw(s), dondete€[0,1]y s € (—¢¢),

para € > 0 suficientemente pequena.

Figura 5.2: Interpretacién geométrica de f(t, s).

Observemos que

of of
ot’ Os
Primero demostraremos que <%{, %> no depende de t. Tenemos que
9 [of of\ _ /Dof of\  [of DOf
ot \ot’ 9s/ \otot’ Os ot’ ot ds )
Por la definicién de f, el primer término del lado derecho se anula, pues

f(t,s) describe una geodésica cuando s esta fija. Por otro lado, es posible
mostrar (jejercicio!) que

of Dof\ /of DOf

of DOf\ 10 /of oF\ _
ot’ds ot/ 20s\ot’ ot/

= <<epr)*v(v)a (epr)*”(vl)> '

(1,0)

pero
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donde usamos de nuevo el hecho de que f(t, s) es una geodésica para s fija.

Asi, <%{, %> no depende de t; pero

of L
lim =% =1 sotv— =0,
0 Os (t.0) tg%(expp) ttv
lo cual muestra el resultado. OJ

5.2. Geodésicas y curvas minimizantes

Sean M una variedad y p,q € M. Una curva diferenciable por partes
que une a los puntos p y ¢ es una funcién continua « : [a,b] — M tal que
~v(a) = p, v(b) = q y existe una particién de [a, b] de la forma

a=tog<ti<---<tpy=>

de tal manera que |y, , 4, es diferenciable de clase C°°. Denotaremos por
{(«) la longitud de « desde a(a) hasta a(b). De hecho, deberiamos escribir
¢%(a), pero preferimos no complicar la notacién, pues el intervalo en cuestién
serd claro por el contexto.

Definicién 5.10. Decimos que una curva « : [a,b] — M es minimizante
si y solo si para cada ti,t2 € I, la longitud de a desde «(t;) hasta a(ta)
es menor o igual que la longitud de cualquier otra curva que una «(t;) con
O[(tg).

En esta secciéon analizaremos la relaciéon entre los conceptos de curva
geodésica y curva minimizante. Primero mostraremos que, al menos local-
mente, las geodésicas son minimizantes.

Proposicion 5.11. Sean M una variedad riemanniana, p € M y W una
vecindad normal de p en M que contiene una bola geodésica B con centro en
p. Sean v : [0,a] — B una geodésica radial tal que v(0) =p y o : [0,a] — M
cualquier otra curva diferenciable por partes que una p con y(a). Entonces

{(y) < ().

Ademds, la igualdad vale si y sélo si o es una reparametrizacion de .
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Figura 5.3: Demostracién de la proposicion 5.11.

Demostracion. Supongamos primero que la imagen de « estd contenida en
la bola geodésica By que a(t) # p para t # 0. Entonces a1 se escribe
de manera tinica como exp,(r(t)v(t)) = f(r(t),t), donde v(t) es una curva
en T,M con |v(t)|| =1y r:(0,1] — RT. Entonces, salvo por un nimero
finito de puntos,

of of.

/ / vJ

al(t) =5 () + 50

usando el lema de Gauss y ||v(¢)|| = 1 tenemos que
ol =por+ [ %] = vor

Al integrar,

1 1 1
[z [Cwlae [ rwa= - e

Al tomar el limite cuando € — 0, tenemos que ¢(c) > (1) = £(). Si
l(a)) = £(v), entonces ||0f/0t|| = 0 (de modo que v(t) es constante) y r'(t)
es positivo, por lo que a no es més que una reparametrizacién de ~.
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Por otro lado, supongamos que la imagen de « sale de la bola B y que
lo hace por primera vez en a(ty). Si g es el segmento de o que va de p a
a(to), entonces

t(a) > £(ar) = ().
Esto concluye la prueba. O

Ahora veremos que cualquier curva minimizante es necesariamente una
geodésica.

Proposicién 5.12. Sean M una variedad riemanniana y o : [0,a] — M
una curve diferenciable por partes y parametrizada por longitud de arco. Si
Qa es una curvae minimizante, entonces a es una geodeésica.

Demostracion. Supongamos primero que « es diferenciable en todo [0, al.
Mostraremos que para cada punto p = «a(sg), so € (0,a), existe € > 0 tal
que « es geodésica en (sg — €, 50 + €).

Sea W una vecindad normal de p y ¢ = a(s) € W. Si v es la geodésica
radial que une p con ¢, entonces £(«) = () y por la proposicién 5.11, «
es una reparametrizacién de v. Como « estd parametrizada por longitud de
arco, « es geodésica en (s, s). Por continuidad, « es geodésica en [sg, s].

Ahora supongamos que existe una particion 0 = ) < t; < -+ <
tr = a de [0,a] tal que « es diferenciable en cada subintervalo (t;—i,t;).
Mostraremos que « no tiene “picos” en los puntos ¢;, ¢ =1,...,k — 1.

Sea W una vecindad de p = a(t;) que es vecindad normal de cada uno de
sus puntos y sea € > 0 tal que los puntos ¢ = a(t;—¢€) y § = a(t;+¢) estén en
W. Sea ~y la geodésica radial (minimizante) que une ¢ con §. Entonces ¢(7y) <
{(«) en (t;—e, t;+¢€); pero por hipdtesis se cumple la desigualdad £(«) < £(7),
de modo que la proposicién 5.11 implica que « es una reparametrizacion de
~ y entonces « es diferenciable en ;. O

5.3. Distancia y el teorema de Hopf-Rinow

Aprovecharemos el concepto de longitud de una curva para definir una
distancia en una variedad M.

Definicion 5.13. La distancia intrinseca entre dos puntos p, ¢ de una varie-
dad M es el infimo de las longitudes de las curvas diferenciables por partes
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que unen p con ¢; en simbolos,
d(p,q) = inf{ {(a) | @ une p con q }.

Lema 5.14. La distancia intrinseca arriba definida es realmente una dis-
tancia; es decir, satisface las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera p,q € M, d(p,q) = d(q,p).

2. Para cualesquiera p,q € M, d(p,q) > 0. Ademds, d(p,q) =0 si y sdlo
s1p=q.

3. (Desigualdad del triangulo.) Para cualesquiera p,q,v € M se cumple
que
d(p,r) < d(p,q) +d(g, 7).

Demostracion. Es claro que d satisface las dos primeras propiedades de la
definicién, por lo que basta demostrar la desigualdad del tridngulo. Sean
Qypg LN CUI'Va que une p con g y (g Una curva que une g con r. Denotamos
por oy, a la curva definida al recorrer primero a,, y luego ay,. Es claro que

d(p, ) < U apy) = Llapg) + L ag),

de donde
d(p,r) — Lagr) < Llapg).

Como ay es una curva arbitraria que une p con ¢, esto implica que

d(p,r) — l(ag) < d(p,q).

Anidlogamente, como oy, es arbitraria, obtenemos que

d(p,r) —d(q,r) < d(p,q),

de donde se sigue la desigualdad del triangulo. O

Observacidén. Si una curva « une p con ¢q y satisface ¢(a) = d(p,q), la
proposicion 5.12 implica que « es una geodésica.

Definiciéon 5.15. Una variedad M es completa si lo es con respecto de la
distancia intrinseca; es decir, si (M, d) es un espacio métrico completo.
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El siguiente lema es el paso crucial de la demostracién del teorema prin-
cipal de esta seccién.

Lema 5.16. Sea M wuna variedad riemanniana. Si existe p € M tal que
M es geodésicamente completa en p, entonces para todo q € M existe una
geodésica v que une p con q tal que d(p,q) = (7).

Demostracion. Sea B(p,d) una bola geodésica con centro en p contenida
en una vecindad normal de p y supongamos que ¢ ¢ B(p,d), pues de lo
contrario basta elegir una geodésica radial. Si S(p,d) denota la frontera de
B(p,§), entonces la funcién f : S(p,0) — R dada por f(s) = d(s,q) es
continua y S(p,d) es compacta, de modo que f alcanza su valor minimo en
algun punto r € S(p,d). Sea y(t) la geodésica con rapidez unitaria que pasa
por 7.

S(p,9)

e ——————

Figura 5.4: Elecciéon de la direccién adecuada para hallar la geodésica que
une p con q.

Probaremos que
d(p,q) = d(p,r) +d(r,q).

La desigualdad del tridngulo garantiza que el lado izquierdo es menor o igual
que el lado derecho. Para mostrar la otra desigualdad, observemos que si
Q. es una curva que une p con ¢, ésta corta a S(p,d) en algin punto que
descompone a « en dos partes a1 y ao. Tenemos entonces que

t(a) = L) + lag) 2 6+ d(r, q) = d(p,r) + d(r,q).
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Al considerar el infimo del lado izquierdo obtenemos la desigualdad requeri-
da.

Afirmamos que v es la geodésica minimizante que une p con ¢q. Para
mostrar esto, veremos que el conjunto

A={tel0.dpq)]|d(t),q) =dp,q -1}

contiene al nimero d(p,q), de modo que v(d(p,q)) = ¢. Observemos que
A es no vacio (0 € A) y que por definicién estd acotado superiormente, de
modo que tg = sup A existe. Como las funciones implicadas en la definicién
de A son continuas, A es cerrado y por tanto tg € A. Supondremos que
to < d(p,q) y llegaremos a una contradiccion.

Sea p’ = y(tg). Como en el caso de p, sea B(p', §’) una bola geodésica con
centro en p’ contenida en una vecindad normal de p’. Si S(p/,d’) denota a
la frontera de B(p',d’), entonces la funcién f : S(p/,d") — R, f(s) = d(s,q),
alcanza su minimo en un punto ' € S(p’, ). Sea o la geodésica con rapidez
unitaria que une (tg) con r’.

Con un razonamiento analogo al realizado para p,

d(p',q) = d(p',r') +d(r’.q) = 6" + d(r', q).
Por otro lado, como tg € A,
d(p',q) = d(p, q) — to-
De estas ecuaciones obtenemos que
d(p,q) —d(r',q) = &' + to.
Al aplicar la desigualdad del tridngulo, obtenemos que
d(p,r') > ¢ + to.

Pero el lado derecho es precisamente la longitud de la curva 7| [0,¢0) Unida
a olj,s. Asi, esta curva minimiza la distancia entre p y r’, por lo que
no puede quebrarse (proposicién 5.12). Esto dice que podemos extender el
dominio de 7 a [0,t + ¢']. Pero entonces ' = ~y(to +¢') y

d(y(to+ "), q) = d(r',q) = d(p,q) — d(p,r") = d(p, q) — (to + 0'),

de modo que tg + &' € A, lo que contradice la eleccién de ty y concluye la
demostracion. O



CAPITULO 5. GEODESICAS Y CAMPOS DE JACOBI 155

Teorema 5.17 (Hopf-Rinow). Sea M una variedad conexa. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. (M,d) es un espacio métrico completo.
2. M es geodésicamente completa.
3. FExiste p tal que M es geodésicamente completa en p.

4. (Condicién de Heine-Borel) Todo conjunto cerrado y acotado en M es
compacto.

Demostracion. Supongamos que (M, d) es completo. Sea v : [0,a) — M
una geodésica. Queremos demostrar que 7y se puede extender a a. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ||7/|| = 1. Si {¢;} es una sucesién
en [0,a) tal que t; — a, entonces la sucesién {v(¢;)} es de Cauchy en (M, d),
pues
d(y(ti),(t;)) < [ti — ;]

y {ti} es convergente. Como (M,d) es completo, {7y(¢;)} converge a algin
punto p € M. Es claro que si {t;} es otra sucesién en [0,a) tal que t; — a,
{~(t})} también converge a p, pues

d(y(t:), (1)) < [t = ti].

Esto nos dice que v se puede extender como y(a) = p.

La segunda implicacién es clara. Supongamos ahora que M es geodési-
camente completa en p y sea A un conjunto cerrado y acotado en M. Por el
lema 5.16, sabemos que para cada g € A existe una geodésica minimizante -,
que une p con ¢, tal que £(4) = d(p, q). Por otro lado, como A estéd acotado,
existe r € M tal que d(r,q) < d para algin nimero § > 0. La desigualdad
del tridngulo implica que

d(p,q) < d(p,7)+d5 =10

para todo ¢ € A. Esto dice que A estd contenido en una bola B(p,d’). Pero
entonces

A C exp,(B(0, 5)),
donde B(0,¢") es la bola con centro en 0 y radio ¢’ en T,M. Como B(0, ¢')

es un conjunto compacto y exp, es continua, K = exp,(B(0,d')) es un
conjunto compacto. Como A es cerrado y A C K, A es compacto.
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Finalmente, sea {p;} una sucesién de Cauchy en M. Entonces @ es
un conjunto cerrado y acotado, por tanto compacto. Esto implica que la
sucesion debe tener una subsucesion convergente a un punto p € M. Como
la sucesion es de Cauchy, es facil ver que toda la sucesiéon converge a p. Por
tanto, (M, d) es completo. O

5.4. Campos de Jacobi y puntos conjugados

Analizaremos ahora un tipo de campos vectoriales que nos dan informa-
cién sobre la manera en que se distribuyen las geodésicas en una variedad,
distribucién que dependera de la curvatura. Antes veremos algunos resulta-
dos auxiliares.

Proposicién 5.18. Sea f: A C R?2 — M diferenciable, con f = f(s,t) Sea
V' un campo vectorial definido en la imagen de f. Entonces

DDV DDV

TR T

DEMOSTRACION. Si (U, ¢) es una carta, entonces podemos escribir

0
Soof:(fla-”vfn), V:Z‘/j%
j J

La expresion para la derivada covariante de V' es

DV N[0V af\\ o
@t_jz_;(& +§V""”<at)> oz,

DDV NS (Ve NmOVi (OFY 0 (OF
s ot~ =\ osot =05t \ot) " os "\ o

"0V & of af B,
2> <at 2 Vi (m)) o (30) ) e

=1 i=1
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Al intercambiar los papeles de s y t y restar, tenemos

DBV_BB_Zn: 9 OINY 2 (. (2L
osot’ —otos = \os \“*\or)) ot \"" \0s

- 0 0 0 0
o (@)on() (n()) e

Siw=3",a;dz", tenemos que
w ory _ a-afi
ot) 4ot

) <8f> Ba; 0f; 0f;i 0*fi

de modo que

9s% \ ot 927 9s ot “igsot

=1

y

o (0f\ 0 [(0f\ <~[(0a; da;\0f0fi . (0f Of
95" <8t> t“’<as>_z<axi_axji>as]at_dw<as at>‘

Asi,

DDV DDV - " af of 0
yaevalll v ol dwij, — ij A\ wj 7 | Vi
- of of 0
, Zk(as’8t>vﬁxk R%?{V
i,k=1
lo que concluye la demostracion. O

Corolario 5.19. Sean p € M y f(t,s) = exp,(tu(s)). El campo vectorial

J(t) = gf (t,0) definido a lo largo de v(t) = f(t,0) satisface la ecuacion de
Jacobi D2J
W(t) + Ry (t) = 0. (5.1)
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DEMOSTRACION. Para s fija, la curva ¢t — f(¢, s) es una geodésica, por
lo que
_ DD _DDOj . 9f DD . 0f
90t 0t oids ot 5% ar  ototos YD
Evaluando en s = 0 obtenemos (5.1). O

Definicién 5.20. Un campo vectorial J definido a lo largo de una geodésica
v :[0,a] = M es un campo de Jacobi siy sélo si satisface la ecuacion (5.1).

Desde un punto de vista intuitivo, la siguiente proposicion nos dice que
podemos obtener un campo de Jacobi considerando una variaciéon de y por
geodésicas.

Proposicion 5.21. Sea J un campo de Jacobi, definido a lo largo de la
geodésica v : [0,a] — M, con J(0) = 0. Entonces hay una curva u :
(—e,e) = TpyM, p = v(0) tal que si definimos f(t,s) = exp,(tu(s)), en-
tonces

of

55 b0

DEMOSTRACION. Sean v =+/(0) y u: (—¢,e) — T, M tales que

J(t) =

wO)=v y w(0)=200)

Si f(t,s) = exp,(tu(s)), entonces
V(1) = 21,0) = (exp,) a0/ (0)

es un campo de Jacobi con Y (0) = 0. Como

O = (Hexp, )t (0) = £ (exD, ety (0 (0)) + (5D, )y (' (0)),
al evaluar en 0 tenemos
DL (0) = (exp,)uolw(0)) =1/(0) = 22 (0).

Por el teorema de existencia y unicidad 1.48, J(t) = Y (¢). O
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Definicién 5.22. Sea~ : [0,a] — M una geodésica. El punto y(T) (0 < T <
a) es conjugado a y(0) a lo largo de v si y sélo si existe un campo de Jacobi
J no idénticamente nulo a lo largo de v tal que J(0) = 0 = J(T'). El nimero
maximo de tales campos linealmente independientes es la multiplicidad del
punto conjugado (7).

Figura 5.5: Los puntos p y ¢ son conjugados a lo largo de ~.

Corolario 5.23. Sea v : [0,a] — M una geodésica. El punto v(7T) es
conjugado a y(0) a lo largo de « si y sélo si Tv = T+'(0), es un punto critico
de exp,. Més aun, la multiplicidad del punto conjugado ¥(T) es igual a
dim ker(exp,,)«7y-

DEMOSTRACION. Por la proposicién 5.21, cualquier campo de Jacobi J
a lo largo de v con J(0) = 0 se escribe como

J(t) = (expy)urnltw), w = %(0).

Por el teorema de existencia y unicidad 1.48, sabemos que J no es nulo si
y sblo si w # 0. Por lo tanto, v(7T') es conjugado a ~y(0) si y sélo si existe
w e T,M \ {0} tal que

(expy,)«1o(Tw) = 0.

Usamos de nuevo el teorema 1.48 para obtener que los campos de Jacobi

J1, ..., Ji con J;(0) = 0 son linealmente independientes si y sélo si
DJy DJy,
—(0),...,—
o (0o == (0)

son linealmente independientes. ]
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5.5. La primera y segunda variaciones de la accién

El conjunto formado por las curvas diferenciables por partes que unen
a py ¢ se llamara un espacio de trayectorias y se denotara por Q(M;p, q).

Definicién 5.24. El espacio tangente a Q(M;p, q) en la trayectoria v es el
espacio vectorial que esta formado por todos los campos vectoriales W a lo
largo de +, diferenciables por partes, para los cuales W(0) =0y W(T) = 0.

Definicién 5.25. Considere una trayectoria v € Q(M;p,q). Una varia-
cion de v es una funcién continua F : (—¢,e) — Q(M;p,q), € > 0 tal que
F(0) = « y para la cual existe una particién de [0,T], con 0 = tg < t1 <
--- <ty =T, de tal manera que la funcién

fi(—ee)x[0,T] - M

definida por f(u,t) = F(u)-t es C* al restringirla a cada (—¢,¢) X [ti—1, ],
coni=1,...,k.

Observacion.

1. Dado que cada F'(u) pertenece a Q(M;p,q), se tiene que f(u,0) = p
y f(u,T) = q para todo u € (—¢,¢).

2. Para referirnos a la variacién usaremos f 6 F' indistintamente. En
ocasiones, en vez de (—¢,¢) se considera una vecindad U de R® con
centro en 0; en ese caso, f se llama una wariacion a s pardmetros de

Y-

3. Si f es diferenciable simplemente diremos que la variacién es diferen-
ciable.

Para t fija, consideremos la curva diferenciable f; : (—¢,e) — M dada
por fi(u) = f(u,t). El vector velocidad de esta curva en u = 0 es

_of

W (t) 9

0,1).

El campo vectorial W € T, es el campo tangente a la variacién f.
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Observacion. Dado cualquier campo W diferenciable por partes, a lo largo
de 7 la funcién f(u,t) = exp. ) (uW (t)) define una variacién de ~ cuyo cam-
po tangente es W (t). Consideremos el funcional de accion E : Q(M;p,q) —

R definida por
T
E(y) =+ /0 (0,7 (8)) dt. (5.2)

Lema 5.26. Sean p,q € M y seay : [0,T] — M una geodésica minimizante
que une p con q. Para toda curva c : [0,T] — M que une p con q se tiene
que

E(y) < E(c)
y la igualdad vale si y sélo si ¢ es una geodésica minimizante.

DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Schwarz,

I(c)? = (/OT |c’|dt)2 < T/OT ¢ |2dt = TE(c)

y la igualdad ocurre si y sélo si || es constante. Asi

TE(y) =1(7)* <l(c)* < TE(c)
y E(y) = E(c) implica que |¢| es constante y I(v) = I(c), lo que a su vez
implica que ¢ es una geodésica minimizante. O

Teorema 5.27 (Férmula de la primera variacién). Sean F' una variacion

0
de la curva v € Q(M;p,q) y W(t) = a—f(O,t) su campo vectorial tangente.
u

Entonces
T / k—1
(BoryY©) =~ [ (DL W) =3 ()~ (6. W) 63

donde
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DEMOSTRACION. Observemos que

1 (T /of of
EoF = -, =
° 2/0 <8t’8t>dt’
de modo que

dEoF) of of [T /Dof of
T /0 < u ot 8t> —/0 <8t8u’8t>dt

o /of of T Jof Dof
/0 a<a 6t>dt /0 <8u8t@t> dt

af af\ [t T /10f Dof
<au 8t> /0 <8u’é?t<9t>dt

Evaluando en u = 0 obtenemos la férmula (5.3). O

|
H.Mw

Definicién 5.28. Una trayectoria v € Q(M;p,q) es critica si y sélo si
(E o F)'(0) = 0 para toda variacién F de 7.

Corolario 5.29. Una trayectoria v € Q(M;p,q) es critica si y sélo si es
una geodésica de M.

DEMOSTRACION. Supéngase que 7y es una trayectoria critica. Por la
ecuacién (5.3), tenemos que

—/0 <ZZ Wt >dt+z ~ W

para toda variacién. Sea g : [0,7] — R una funcién diferenciable por partes,
con g(t) >0sit#t;,ygt;)=0coni=0,1,...,k—1.8Si

=0 (5.4)

ti—1

D~

W) = g(t) =

entonces

=0.

Z<%
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Asi, por (5.4),
2

dt = 0.

T D,_y/

/0 9(t) ’ it

de donde D+/(t)/dt = 0 para toda t < t; y asi cada v|(t;,t;+1) es una

geodésica. Solo falta ver lo que ocurre en los puntos t;. Consideremos otro

campo variacional W*(¢) con W*(0) = 0 = W*(1). Si t; # 0,1, defini-

mos W*(t;) = +/(t;) —+/(t). Usaremos el hecho de que 7|(¢;,t;+1) es una
geodésica. Asi,

k
0=> ()=~
=1

de donde v € C! en cada t; y por lo tanto  es una geodésica.
Ahora supongamos que v € Q(M;p, q) es una geodésica. Entonces

T D’)/
/ <dt,W(t)>dt:O para todo W € T, €.
0

Como 7 es diferenciable,

k "
Z <’y', > =0.
i=1 ot
Al sumar estas dos condiciones obtenemos que (E o F')'(0) = 0. O

Teorema 5.30 (Férmula de la segunda variacién). Sea F' una variacion de
la geodésica v con campo tangente W. Entonces

T 2
oy == [ (W de Ry (0

— DW DW
- ZZ; <W(ti)’dt(ti ) — 7 —(t; )> (5.5)

DEMOSTRACION. Observemos primero que

k
v N~ (DOTOF\ s 08 DOr i
(EoF)" = i1<8u3u ot +; ou’ du Ot / It
_/ Dof Bﬁ /T of DDof\ .,
o \Oudu’ ot ot ou’ Ou Ot Ot
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Al evaluar en u = 0, el primer término se anula, y ya que v es una
geodésica, también lo hace el tercero. Como en el corolario 5.19,

D D of D2W
gaa( 1) = e + Ry ) 7 (1)

Evaluando el segundo término de la expresién para (E o F)” en u =0,

" J8f D af\ |t DW DW
;<8u’8u@t> N _—Z< ti), —— (ti) 7 (ti)>.

Al reunir estos hechos obtenemos (5.5). O

Teorema 5.31 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad riemanniana com-
pleta de dimensidn n tal que para todo p € M, v € T,M, |v| =1 se tiene
que

(n—1)

r2

Ric(v,v) > > 0.
Entonces M es compacta y el didmetro de M es menor o igual a mr.

DEMOSTRACION. Sean p,q € M y v : [0,1] — M una geodésica mini-
mizante que une p con q. Basta demostrar que [(y) < 7r.
Supongamos por el contrario que I(y) > 7r. Sean

er(t), ... en—1(t), en(t) =

campos paralelos ortonormales a lo largo de . Definamos
Wj(t) = sen(nt)e;(t), j=1,...n—1.

Sean F); una variaciéon con campo tangente W; y E; = E o F};. Usando que
e; es paralelo en (5.5) tenemos

! D2W;
E7(0) = _/ <WJ, o +Rwﬂ()7’(t)>dt
0

1
= /0 sen’(7t)(n% — K (e, (t), e;(t))) dt
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donde K (ey(t),e;(t)) es la curvatura seccional del plano generado por ey, (t)
y €;(t). Sumando

n—1 1
Z E7(0) = / sen?(7t)((n — 1)7? — 12 Ric(en(t), en(t))) dt.
i=1 0

—1
Como Ric(en (), en(t)) > (”TQ L

n—1
> Ej(0)<0
=1

y por lo tanto existe j tal que E;-’ (0) < 0, lo que contradice el hecho de que
~ es minimizante. O

Corolario 5.32. Sea (M, (, )) una variedad riemaniana completa con la
propiedad de que Ric(v,v) > § > 0 para todo p € M, v € T, M. Entonces el
cubriente universal de M es compacto. En particular, el grupo fundamental
71 (M) es finito.

DEMOSTRACION. Si P : M — M es el recubrimiento universal de
M, tenemos que M con la métrica P*(, ) es una variedad completa con

Ric(M) > 6 > 0. Por el teorema 5.31, M es compacta. Asi, las fibras de P
son finitas. Pero la cardinalidad de (M) coincide con la de las fibras. [

5.6. Ejercicios

1. Muestre que en un sistema de coordenadas normales con centro en
p € 5, todos los simbolos de Christoffel se anulan en p.

2. Sea M una variedad paralelizable (definicién 6) y X1, ..., X, € X(M)
tales que en cada punto p € M los vectores X1(p), ..., X,(p) son una
base de T,M. Se dice que Xj,...,X,, es una paralelizacion de TM.
La conezion de la paralelizacion V se define mediante la expresion

Vx (Z fz'Xi> = ZX(fi)Xi-
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a) Muestre que los simbolos de Christoffel de V con respecto de X;
son nulos.

b) Sea M = C\ {0}, el conjunto de niimeros complejos diferentes
de cero, que puede identificarse con R? \ {(0,0)}. Si (x,y) son
las coordenadas cartesianas en M, muestre que los campos X y
Y dados por X(z,y) = (z,y) y Y(x,y) = (—y,x) son una pa-
ralelizacion de TM. Si V es la conexién de esta paralelizacion,
muestre que la transformacién exponencial en p = (1,0) coincide
con la funcién exponencial compleja al identificar T, M con C; es
decir,

ex u2 + vﬁ = Ut
Po\ "oz oy) '

Un difeomorfismo F' : S; — So es una transformacion geodésica si y
sélo si para cada curva « geodésica en S se tiene que la curva imagen
F o~ es una geodésica en So. Muestre que si F' es una transforma-
cién geodésica conforme, entonces existe A constante tal que para todo
p € 51, §,n € T,,S1 se tiene que

(& mp = MdFL(§), dFp(1)) p(p)-

Considere el semiplano superior H: = {(z,y) € R?|y > 0} dotado

con la métrica
1 0
(9ij(z,9) = | o 1
y

Demuestre que la longitud de los vectores es arbitrariamente grande
cuando estan cerca de la frontera de Hi. Demuestre que este espacio
no es completo probando el hecho de que la longitud del segmento de
recta vertical (0,t), con 0 < ¢t <1, tiende a 2 si t — 0.

Un rayo geodésico en S desde un punto p € S es una geodésica = :
[0,00) — S tal que v(0) = p con la propiedad de que para todo
t € [0,00), la restriccién de vy a [0, t] es la geodésica minimizante entre
py v(t). Muestre que si S es una superficie completa conexa y no
compacta, entonces para cada p € S existe un rayo desde p.

Sea M una variedad conexa y f,g: M — N isometrias. Muestre que
si existe p € M tal que f(p) = g(p) v fsp = gup, entonces f = g.
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7. Una subvariedad N C M es totalmente geodésica si y sélo si siempre
que y sea una geodésica de M tal que v(0) € N y +/(0) € TN,
entonces 7 estd totalmente contenida en V.

a) Sea Z un conjunto de isometrias de M. Muestre que el conjunto
de puntos fijos de Z dado por

F(I)={pe M| f(p)=pparatodo f €T}

es una subvariedad totalmente geodésica de M.

b) Muestre que si N es una subvariedad totalmente geodésica de M
y X es un campo de Killing en M, entonces la proyeccién de X
sobre cada espacio tangente a N es un campo de Killing en N.
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