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INTRODUCCION

Este trabajo surge de la necesidad tanto de tadiastes del Colegio Nacional de
Capacitacion Intensiva (CNCI), y de una inquietedspnal, como asesora de este centro
de ensefianza, de contar con un material de apagicepastudio de la materia de Calculo
Diferencial.

En este centro de ensefianza, se abarca el plastutBos de cada materia en un
periodo de cuatro semanas en forma de asesorigsarkcular, las materias de ciencias
exactas, como son Matematicas, Fisica y Quimieaeti asignadas 40 horas de asesoria
por modulo.

Estos apuntes estan apegados al plan de estudioleeglo en este centro de
ensefianza, con lo que pretende cubrir las necesidmpecificas de los estudiantes de este
tipo de bachillerato modular no escolarizado. Setgmde que con estas herramientas
basicas el estudiante pueda, por su cuenta, priaameh el estudio de los diferentes temas
de Calculo Diferencial.

El material de trabajo que se presenta, tieneocoiojetivo que el alumno tenga la
opcion de avanzar en sus conocimientos tanto deotrm fuera de la escuela y de forma
individual y/o en equipo, ya que por lo reducidd tteempo de los modulos, no es posible
abarcar todos los temas Unicamente en el tiempe agesoria aunque los alumnos siempre
tienen la opcién de preguntar sus dudas. El estegierno es también una forma de
fomentar el autoaprendizaje en los alumnos.

Espero que estos apuntes también sean de utilatadqs asesores que impartan la
materia, como apoyo para la organizacion de lasodses de la misma.

La estructura general de los apuntes es la siguient

» Se basan en los objetivos definidos para cada tema.
Se presentan los conceptos tedéricos de cada tefoantke resumida.
Se desarrollan ejemplos resueltos.

Se presentan problemas de aplicacion.

YV VWV VY V

Se proponen ejercicios y problemas para que seaeltes por el alumno.
Los temas estan divididos por semana, de la sigumanera:
En el Capitulo | se presenta el material de estdéita primera semana. Se retoman

concepto basicos definidos ya en cursos anteri@@®0o son el concepto de relacion,
funcion, y la clasificacion de estas ultimas.



El Capitulo 1l corresponde a la segunda semanat®eluce el concepto de limite,
asi como su definicion formal. Se presentan lapipdades de los limites de funciones y
los teoremas para calculo de limites, incluso famraas indeterminadas. En este capitulo,
se ha tratado de ejemplificar cada uno de los temsepresentados aunque también se dan
ejemplos de calculo de limites por medio de lanigfbn formal, estos ultimos s6lo son
presentados y ejemplificados, pero no se profunelizallos, ya que para esto se requeriria
de un tiempo mayor al que se establece para ess®.c8in embargo, este tema es
contemplado por ser parte del plan de estudio detaria.

En el Capitulo Il se presentan los temas de lataisemana. Se revisan los temas
de derivada y razon de cambio. Se inicia con lan&in de derivada y se resuelven
ejercicios utilizando el método de los cuatro paslas principales férmulas de derivacion.

En el Capitulo IV se revisan los temas de la samaBe presentan ejemplos y
ejercicios de maximos y minimos en los que se pdetemostrar la aplicacion de los
mismos en diferentes areas del conocimiento.

Por ultimo, se presenta un anexo que contiendaal d® Estudios de la materia de
Céalculo Diferencial, en la que se han basado egiostes, asi como la bibliografia basica
gue permitira complementar este material.

Con la conviccion de que los alumnos, que llegéonaar este curso, son personas
capaces de aprender todos los temas presentadesteematerial contando la guia del
asesor, espero que estos apuntes faciliten el cumapto de los objetivos de la materia de
Célculo Diferencial que son:

» Aportar los conceptos bésicos y fundamentales deul@édDiferencial de
manera clara y resumida.

» Motivar al alumno a profundizar en el estudio déaceema.

» Que el alumno conozca la importancia que tienesaldeo del Calculo
Diferencial en la vida cotidiana y como se relaeicon diferentes areas del
conocimiento.

» Que el alumno pueda “reconstruir” el conocimierdguarido en base a los
ejercicios propuestos de cada tema.

» Que el alumno desarrolle un pensamiento criticosarésultados obtenidos
para los ejercicios propuestos.

» Que el alumno desarrolle una metodologia de imyastin, estudio y
autoaprendizaje.



CAPITULO |,

1. CONCEPTOS BASICOS
1.1. RELACIONES Y FUNCIONES
En esta seccidn, se recordaran algunos elemersa@obdelacionados con funciones y
relaciones.
1.1.1. PRODUCTO CARTESIANO

Si tenemos dos conjuntdsy B, y tratamos de armar todas las parejas posibles
formadas por un elemento del conjuAty un elemento del conjun®, obtendremos
el producto cartesiano de los dos conjuntos. f@senta como:

Ax B.

Podemos representarlo de diferentes formas: Tabliagramas de flechas,

diagramas de arbol, y graficas cartesianas. @adga que formemos con un elemento

a deA vy unob deB, en ese orden, recibe el nombre de pareja ordet@dal manera
que la definicién de producto cartesiano quedakstala de la siguiente forma:

AxB={(aB| ad Ay bJ B.
Esto es, el conjunto de parejas ordenadédales quea esta erAy b esta erB.

Ejemplo:

Dados los conjuntosy B

1-{0.0} r-{@ H.A}

Su representacion, en diferentes formas del ptodiartesiancAx B es

' e B A
O Ce) On ©A)

O e O ©A)




Diagrama de Flechas

Diagrama de arbol
Todas ellas representan a las siguientes parejasadas:

vo-{(0.®). OB .0A4).C®).00.0A)}

Otra representacion grafica del producto cartesias la de las graficas
cartesianas, pero en éstas solamente podemoseamarresonjuntos en los que se tenga
definido un orden.

Ejemplo 1:

Si A={12} y B={123} se tiene queAx B ={ (1), (12), (13), (21), 22), (23)}.
Su representacion como grafica cartesiana es:

BA
3+
2 +
1+




Ejemplo 2:

Un equipo de futbol escogera el uniforme queaatikh la siguiente temporada.
Digamos queéA es el conjunto de las playeras que se puedemn glBgel conjunto de los
shorts. Encontrar todas las posibilidades de Idsmumes que se pueden escoger.

A ={azul, roja, café, verde} B = {azul, negro, blanco}

Solucién:
Formemos la tabla de posibles uniformes que rept@sé x B:

Playeras a=Azul r = Roja c = Café v = Verde
Shorts
a=Azul (a, a) (r, @) (c, a) (v, @)
n = Negro (a, n) (r, n) (c, n) (v, n)
b = Blanco (a, b) (r, b) (c, b) (v, b)

El producto cartesiano representado por paregiEnadas es:
AxB :{(a, a), (a,n), (a,b), (r,a), (r,n), (r,b), (c,a), (c,n), (c,b), (v,a), (v,n), (v,b) }

Ejemplo 3:
Representar el producto cartesiamox B de los conjuntosA= {13,5} y
B={2468 utilizando parejas ordenadas.
AxB={(12), 14), 16). (18), (32, (34). (36), (38). (2. (54). (56). (53)}.

1.1.2. RELACIONES

Se llama relacion entre los conjuntAsy B a un subconjunto del producto
cartesianoA x B. Este puede estar formado por una sola parejamadde varias o todas
las que forman parte dax B.Al conjunto A se le llama dominio y al conjun®se le
llama contradominio.

Ejemplo: Dados conjuntodA = {l35} y B ={ 2,4,6,8} tenemos que
AxB={(12), (14), 16), 18), 32). (34), (36), (38), (52), (54), (56), B)}.

Podemos definir las siguientes relaciones:
a) R es el subconjunto del producto cartesiafa B formado por las parejas
cuya primera coordenada es 1:

R={(1,2),(1,4),(1,6),(1,8) .

b) S es el subconjunto del producto cartesidww B formado por las parejas cuya
segunda coordenada es menor que 5:

$={(1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4} .



Como se puede observar, en los ejemplos antefimsesonjuntosR y S, son
subconjuntos del producto cartesiaAa B. A estos conjuntos les llamam@daciones

Ejemplos de relaciones:

a) Definimos m como la relacién de los alumnos de Prepa Plus ynlaerias que
cursa en el médulo actual.

Alumnos Materias
Dominio Contradominio

b) Definimos p como la relacion entre la marca de un coche cqmai que lo
produce

Dominio Contradominio

Italia

Marca Pais

c) Seaq larelacidon entre los nimeros naturales pareorasmue 8
a={(2,2),(2,4)(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2)(6,4)(6,6)} .
d) Seas la relacion entre los nimeros naturales menoressqu

s={(1,1),(12),(13).(2.1).(2.2),(2.3),(3.1).(3.2).(3.3}..



1.1.3. FUNCIONES.

Unafuncion es una relacion que existe entre dos conjuntoslaccondicion de que a
cada elemento delominio le correspondeno y sélo unelemento detontradominia
Cada elemento detontradominio que estarelacionado con algun elemento del
dominio recibe el nombre denagende éste. El conjunto de imagenes se |laango o
dominio de iméagenes El rango es un subconjunto propio o impropio del
contradominia

En consecuencid@gda funcion es unarelacion, pero algunas relaciones no son
funciones.

Ejemplo 1: Ejemplo 2:

Relacion Funcién
A B

Dominio Contradominio Dominio Contradominio

Si elEjemplo 1, lo representamos por parejas ordenadas se tigne q
AxB={(r, R),(r,S),(s,V), (t, T),(t, U)},

donde se ve que hay elementosdaomor, al cual le corresponden dos elementoB,de
por lo que este ejemplo representa una relaci@amuyna funcion.

En una funcion, I&Regla de correspondenciadefine laasociacionque hay
entre eldominioy el contradominia

Dada una funcion, a la variable a la que se asigadores, se llam&aariable
independiente.

Lavariable dependientees aquella que su valor se determina “dependiedd
la variable independiente

Ejemplos de funciones:

a) Definimosf como la edad de cada persona de un grupo:



Dominio Contradominio

20 afos
21 anos

Alumnos Edades

b) Definimos g como la funcién entre cada alumno de CNCI y strimda

Dominio Contradominio

0780021
0780103

0780250

0780309
0780054

Alumnos Matricula

¢) Seah la funcidn entre los niameros naturales menorebqgusu doble
h={(1,2),(2,4).(3,6),(4,8).
d) Se& la funcién entre los nimeros naturales menoredquel nimero 3

k ={(1,3),(2,3),(3,3),(4,3} .

1.1.4. ACTIVIDADES DE REFUERZO.
I. Resuelve los siguientes ejercicios sobre pradoattesiano.
a) Escribe un ejemplo practico en el que utilicesipcto cartesiano.

b) Escribe la representacion en parejas ordenadagrdducto cartesiamdx B si:
A={-2-1012} vy B={-11}.

II. De los siguientes ejemplos, di cuales son retes y cuales son funciones.
Representa graficamente.

a) Seaf la relacidbn que asocia las fechas del mes de juon los dias de la
semana.

b) Seah la relacién que asocia a cada mujer que es meainesus hijos.

c) Seag la relacion que asocia a cada pais con su capital.



[ll. Propdn dos ejemplos de funciones y dos deciefes.

IV. De los siguientes conjuntos de parejas ordesyadaentifica cuales son funciones y
cuales no.

a) {(-22),(-11), (00), (D), (22)}
b) {(32), (42, 53), (63)}.

0 {@7, 57, 69, 78).

d) {@0), (24), (35), (36), (5A).

1.2. FUNCIONES REALES

Una funcién se define por tres elementdst dominio, el contradominio y la
regla de correspondencia:

Una funcion real de variable rdaes aquella que tiene conaominio un
subconjunto de los nimeros reales ycentradominio es el conjunto de los nimeros
reales.

Si en una funciorf, el dominio se representa caxy el contradominioconBy f
es laregla de correspondenciantre eldominio y el contradominiq la funcién sera
representada como:

f:A- B y=f(x) dondexOA yOB

Ejemplos:

1 f:0 - O tal que f(x) =2x+4, y=2x+4.

2. f:0 -0 talque f(x)=x*+3x-8 y=x*+3x-8.
3. f:0 - O tal que f(x) =senx), y =senx).

1

4. f:0 - O0-{0} tal quef(x)zl, y="-.
X X

En los ejemplos anteriores,representa a laariable independienteasi como
y o f(X) alavariable dependiente.



1.2.1. TRAZO DE GRAFICAS DE LAS FUNCIONES REALES

La gréfica de una funciones el conjunto de puntos en el plano de la fo('mg)
en dondex esta en el dominio de la funcignesta en etontradominia A la x también
se le llama abscisa y ayardenada:

Ejemplo: Representar graficamente la funcié(x) = x + 2

Hagamos la tabla def(x)=x+ 2 dibujemos los puntos en el plano que le
corresponden:

En la columna dex pondremos algunos puntos del dominio. En la coluny,
la imagen correspondiente xldajo la funcion:

Tabla Gréfica
X |y=f()
-4 | -2
3 -1
-2 0
-1 1
0 2
1 3
2 4
3 5

1.2.2 .SIMETRIA CON RESPECTO AL EJE Y

Un elemento que resulta un auxiliar en la gréafieduwhciones, es determinar si
existe una simetria de la funcion con respectgeat e

Si los puntod; y P, son simétricos con respecto al ¥jg las coordenadas &g
son (-x,y), entonces las coordenadasRieseran(x, y); es decirP; y P; tienen la
misma ordenada y sus abscisas tienen el mismo afasmiuto pero diferente signo.

Y A

Pz Y). . P,(z.Y)




1.2.3. INTERSECCION CON LOS EJES

Al trazar la grafica de una funcion, es importaetecontrar los puntos de
interseccién de la grafica con los ejes.

Cuando una grafica intersecta el efe entonces la ordenada es cero y
corresponden a las raices o soluciones reales aearacion, también conocidas
como ceros de la funcion.

Cuando una grafica intersecta el ¥jeentonces la abcisa es cero.

Ejemplo:

. . ., 2 .
Determinar los puntos de interseccion ge —§x+ 2 con los egjes.

Solucién:
La interseccion con el ej¢se obtiene sustituyendacon cero en la ecuacion.
Six = 0 entonces (sustituimos el valorxden la ecuacionje donde

__2
y= 3(0)+2
—0+2

=2
Por tanto,(0,2) es el punto de interseccién con el¢je

La interseccion con el e}¢ se obtiene sustituyengacon cero en la ecuacion.
Si y =0, entonces (sustituimos el valorylen la ecuacion) y despejamos

0=—gx+2
3
—2:—Zx
3
x=_2
2
3
x=3.

Por tanto, (3, 0) es el punto de interseccion ¢@jeeX.



Tabla

w|Oo

Grafica

N

5 4 -3 -2 -1
-1

123\4\)?

1.2.4. CARACTERISTICAS GENERALES DE LAS FUNCIONES

Se dice que una funcién @syectiva si cada elemento delontradominb es
imagende, cuando mas, un elemento del dominio. A unaidmrinyectivatambién
se le conoce comfoincion uno a una

Se dice que una funcion saprayectivasi cada elemento debntradominioes
imagen de cuando menos un elemento deminio. A una funcidnsuprayectiva
también se le llamfuncién sobre.

Las funciones en que a elementos diferentedaeiniocorrespondeimagenes
distintas y, ademas, cada elementoadeitradominioesimagende algun elemento
del dominio, son inyectivas y suprayectivaga la vez, se llaman funciones
biyectivas A la funcion biyectivatambién se le llamfuncion biunivoca

1.2.5. FUNCIONES BASICAS

A continuacién se describiran algunas funcionedesede variable real, sus

gréficas y sus propiedades:

1.2.5.1. FUNCION CONSTANTE

Seaf:[0 - 0O, talquef(x)=k con kOO.

Ejemplo:

Seaf :[0 - O,talque f(x)= 3

Grafica de una funcién constanféx) =

3

Es el conjunto de puntos del plano que represeatkas parejas ordenadas de la
funcién, donde su primera componente es un nuneadoyrsu segunda componente
es el valor constante; en este caso el numero 3.

Tabla
Datos

1
H
WlWwWw(w(w|<

Gréfica

YA

f(x)=3

Q

=N

10

N
N
My



Propiedades de la funcién constaritex) = 3

a) Inyectividad.
A cada elemento del dominio corresponde3 @lomoimagen de manera que
diferentes elementos da@bminio tienen la mismamagen por tanto, esta funciéon

constanteno esinyectiva

b) Suprayectividad
Como eldominioy el contradominiode la funcion son los nimeros reales y a
cualquierxd0 le corresponde el niumero 3, entonces si llamatakconjunto
de las imagenes dé(x t¢nemos que:

C :{3} y {3} # [0 por consiguiente, la funcion no ggprayectiva.

c) Biyectividad.
La funcidbn no esinyectiva ni suprayectiva,en consecuencia, tampoco es

biyectiva.
1.2.5.2. FUNCION IDENTIDAD:
Sea:f:00 - O tal quef(x)=x.

Gréfica de la funcion identidad:
Es el conjunto de puntos del plano que represemtkas parejas ordenadas de la
funcién, cuyas primeras y segundas componenteslgoismo nimero real.

Tabla Grafica

Datos Yt

X |y 4

3 |3 5

2 | -2 R
1 |-l 4 2 2 4Xx
0 0 -2

11 4

2 2

a) Inyectividad.
Dados dos numeros reales diferentes, las imagerekes corresponden también

son diferentes; es decir: S¢,x,J0 y x #X,, entoncesf(x) # f(x,) por
consiguiente, l&uncion identidadesinyectiva.

b) Suprayectividad.
La imagen de la funcion identidadgs igual al contradominiol; en
consecuencia, la funcion identidadseprayectiva.

c) Biyectividad.
La funcién identidaces inyectivay suprayectivaa la vez, por lo que también es
biyectiva.

11



1.2.5.3. FUNCION CUADRATICA
Sea f:0 - O, tal que f(x) = X°.
Grafica de la funcidn cuadratica: es el conjunéolas puntos del plano que

representa a las parejas ordenadas de la funcerprimera componente es un
namero real y la segunda componente es el cuadeatioprimera.

{(x F(0) [0 =x2,x00}.

Veamos la gréfica de esta funcion:

Tabla Grafica
Datos

X y = NG

-2 (_ 2)2 -4

-1 (-1 =1

0 (0f =0

(W =1
2 (2 =4
1 2 x

Otro ejemplo de funcién cuadratica es el siguiente:

Seaf:0 - Ocon f(x)=(x-3).

Tabla Grafica
Datos Ay
X y

21246 X

a) Inyectividad Existen dos numeros reales diferentes — por efnmgns numeros
simétricos — tales que su imagen bajo la funci®raemisma. Al trazarectas
paralelas al eje X cada una de ellas corta en dos puntos a la epeEsdn
geométrica de la grafica de la funcion, por elduhcion cuadratica no es inyectiva.

12



b) Suprayectividad La funcion cuadratica tienrdominioy contradominioreal, pero su
imagen es el conjunto de logimeros reales no negativgsno la totalidad de los
nameros reales, es decir, existen elementos eanttadominio(los nimeros reales
negativos), los cuales no son imagen bajo la funaé algin elemento ddbminiq
entonces lduncidn cuadratica no es suprayectiva

c) Biyectividad Dado que lafuncion cuadraticano esinyectiva ni suprayectiva,
tampoco ediyectiva.

1.2.5.4. ACTIVIDADES DE REFUERZO.

a) Traza la gréfica de siguiente funcion constaeaf : [0 — Otal que f(X) =- 2

b) Dada la funcionf : 00 — [0, tal que f (X) = —x, traza su grafica y describe las
diferencias corg: 0 - O, g(Xx) = x.

3) Traza la grafica de la siguiente funcién cuadaatSeaf : [0 - O, tal que
f(X) = -2x°.

1.2.6. CLASES DE FUNCIONES.
De manera general, las funciones se clasificarigeiicas y trascendentes.
1.2.6.1. FUNCIONES ALGEBRAICAS

Una funcion algebraica es aquella cuyo valor sel@uwbtener mediante sumas,
restas, multiplicaciones, divisiones o extracciérraices.

En los ejemplos se muestran las gréficas de lasdnes para que los alumnos se
familiaricen con ellas. Con los elementos con quentan en este momento, no podrian
dibujarlas con exactitud.

Ejemplos:

a) f(x) =x—£3.
X

13



1

b)f(x)=1—;.
) f(x)=+x. .
A
2..
1..

1.2.6.2. FUNCIONES POLINOMIALES

Una funcién polinomial es una funcién algebraicgactegla de correspondencia es
un polinomio en una variable.

f(x)=ax"+a_X""+a X"’ +..+ax +ax+a,
donde a,,a,,,a,,,...-8,,&,8, SONn numeros realegy, # .0

Ejemplos:
a) f(x)=-x°-x>-2x*+3x+4.

241 112 3X
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b) f(x)=x>+x-3.

c) f(X)=-x*+1

1.2.6.3. FUNCIONES TRASCENDENTES

Las funciones trascendentes son las funcionesntrigétricas, logaritmicas y
exponenciales.

1.2.6.3.1FUNCION LOGARITMICA

Recordemos que el logaritmo de un namero es elnexqpe al cual se debe
elevar la base para obtener dicho nimero. Es, decirene la expresion:

2°=8.
Al dos le llamaremos base, al tres exponente glab @otencia de manera que:

2°=8=log,8=3.

Ejemplos:
1. 2* =16= log, 16 = 4.
2. 77 =49=log, 49= 2.

> 1
3.362=6= Iog%6=§.

15



Definicion de Logaritmo Natural. [1]

Sobre un intervalda,b] del semieje positiviX construyamos dos rectangulos,
uno inscrito y otro excrito a la grafica de la figmc f (x) == . Hagamos lo mismo sobre
X

el intervalo[ta,tb] , dondet > 0. Veremos que las areas de los dos rectangulostassc
coinciden entre si, y que lo mismo sucede condasrectangulos excritos.

Yy 4
(a,)

),
a, —
' ta I(tb)t_JI;)

w
1

»
»

a b ta ;I tb X
t

Solucion:

Las areas de los rectangulos construidos s[zbb&a son

| :(b—a)(%j (inscrito) E:(b—a)(éj (excrito).
En tanto que las areas de los rectangulos condne[saatb] son
l :(tb—ta)[%j (inscrito) y E, :(tb—ta)(tij (excrito).
a

Simplificando las expresiones anteriores obtenemos:

I, =(tb —ta)(%j =(b- a)[%) =1 (inscrito)

E, = (tb—ta)(lj =(b- a)(ij =E (excrito)
ta a
Usando técnicas del célculo integral y los resolsaainteriores, se puede probar

que el area debajo de la gréfica flgx) :é en el intervalo[a, b] es igual al area debajo

de la curva en el intervaloa, tb]

YA
y Al a,b]
\yﬂ\
v
a b ta tb X

Es decir, si para cada interva[lm b] cona>0 llamamosA,, al area de la region que

esta sobre el intervalﬁa, b] y abajo de la gréafica dé(x) = 1, entonces resulta que:
X
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A{a,b] = A{ta,tb] Si t> O ........... (1)
Consideremos ahora dos numexpg mayores que 0, entonces es claro de la figuea g
Ar] = A T Ao
Al = Ayl

A[l,xy] = A{LX] + A[LY] (2)

y por (1) tenemos

de donde

z,Y > 1

(a (b)
Definimos la funciénin : (0,) — [, llamada logaritmo natural, como

si x=21
Inx = Aunl :
—AIM] si x<1

la cual por la propieda@) satisface que
Inxy=Inx+Iny para x,y positivos.

Esta igualdad se conoce como propiedad logaritmica.
Propiedades de los logaritmos:

SiN, x, b son tres cantidades tales que
N=b*; b>0;, b#1.

Entoncesx es el logaritmo d#l en basd y se escribe x =log, N .
Por tanto:

log, N =x si ysolosi N =b".
Para los logaritmos se cumplen las siguientes pdajpies:
1.log,(MN) =log, M +log, N.
M
2.Iogb(Nj =log, (M) —log, (N).

3. log,(M)" =nlog, M.
4.log,1=0.

5.Iogb[;j = -log, N.

17



Los logaritmos mas utilizados son el de baqéogaritmo neperiano), el de base
10 (logaritmo comun), el de base 2 (logaritmabim). La eleccién de un determinado
namero como base de los logaritmos no es cru@bidd a que se pueden hacer las
conversiones de una base a otra de manera seRaitkaello, es Gtil la siguiente férmula
gue define alogaritmo de N en base (suponiendo quea, N, y b son nimeros reales
positivos y que tant@ comob son diferentes de 1):

log, N
log,a

log, N = abzl.

Ejercicios: Resuelve los siguientes logaritmos:

a) Iogszl).

b) Iog8:11.

1
) |0951_2='

1.2.6.3.1. 1. FUNCION LOGARITMICA BASE 2

Seaf :0 — 0" talque f(x)=log, X.
Esta funcién la podemos expresar cor2b= x.

Si y=f(x), ademasf (x) =2 setiengg=2° o bien:
2* =y que significa: logy =x.

De tal manera que al sustituirya= f(x) con los valores de la tabla anterior, se
tiene:

Tabla Gréfica
X | f(x)=log, x
(x) =log, S
1 1_ y_1 ] _
3 log, e y entonce2” = a de aquiquey =-3 104
1 I0921 =y entonce’ = 1 de aquique y=-2 ° log,®
4 4 4 -~
-10 -5 5 X
1_ y_1 . _ -5
log, = =y entonce” == deaquique y=-1
2 2 -10
log,1=y entonce®’ =1deaquique y=0

log, 2 = yentonce’ =2 deaquique y=1

log, 4 =y entonce2’ =4 deaquique y=2

A NP NI

log, 8=y entonce?” =8 deaquique y=3
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En las tablas def (x) =2 y y =log, X se observa que las coordenadas de las parejas

ordenadas correspondientes estan invertidos, lppedhge puede observar en la grafica,
donde las representaciones geomeétricas respestivasimeétricas respecto a la funcion
identidad. De aqui que las funciones exponendadjgritmica son inversas una de otra.

1.2.6.3.1.2. FUNCION LOGARITMICA BASE 10
Cuando en un logaritmo se usa la base 10, no stuadara escribirla

Asi en 10* =100entoncedog,,100=2 se escribe logl00= 2.

A estos logaritmos se les llama logaritmos decimale
La funcién logaritmo en base 10 esta definida@dr(x) = log(x) y su grafica

es la siguiente:

N
ol
-1
o
=
a1
S 4

1.2.6.3.1.3. FUNCION LOGARITMO NATURAL
Si el logaritmo tiene como base al nUmerse denota como:

y =log,x=Inx.
A esta clase de logaritmo se le llama Logaritnaduial. Demos & valores que
faciliten la gréfica de esta funcion:

Tabla Gréafica
X y=Inx cAY
1 -1
€ »
1 1 5 10 15 X
Je 2 5
1 0
€ 1
& 5 -10
-15
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Cabe mencionar que los logaritmos que mas seartilson los logaritmos

naturales y los decimales.

1.2.6.3.2. FUNCION EXPONENCIAL

La funcion exponencial es una funcién real, tradeate, cuya regla de
correspondencia es:

Sea f:0 - O talque f(x)=a"
Sus caracteristicas son:
- Si a es cualquier namero real positivo diferente dexlgsunnumeroracional,
la funcién exponencial de base f(x) =a* asocia a cada numero reaton un
ndmero positivoa*.
-Si a es cualquier numero real positivo diferente de 1 vy
X esun nameroirracional , la funcion exponencial de base f(x) =a* asocia a
cada niamero reat con un nimero positiva* = exp(xina) = e*"?.

-Si la base fuera un nimero real negativo, nooskig afirmar nada de su potencia,
pues ésta podria dar lugar a tres situacionespastiva si el exponente es par,
negativa si el exponente es impar o quedar indifign los nimeros reales para

con xOO, a>0, a#1l

, , . 1
ciertos exponentes fraccionarios come — .

1.2.6.3.2.1. FUNCION EXPONENCIAL BASE 2

Si aQ [l oo], por ejemplo,a = 2la funcion se expresé(x) = 2* . Al calcular
algunos valores d& se obtiene la tabla:

Tabla

Grafica
X f(x) = 2%
-3 L 1 1
-3) = === YA
f(3=27=" =2 Y
-2 _ 1 1
f(_2)=22=?:Z 15
-1 f(_l):z-lzizl 10
2t 2 5
0 f(O):ZO:i_}:]_
20 Ry >
f(l):2122 -10 '6 -2 2X
f(Q)=22=4
3| tE=2°=8
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La funcidn exponencial tiene como dominio el cop de los niumeros reales y
como rango el conjunto de los nimeros reales positi
También se puede observar en la grafica, quenieidn crece a medida que los

valores dex aumentan y que pasa por el punto de coorden@@is pues2® =1.

1.2.6.3.2.2. FUNCION EXPONENCIAL CON BASE.

Numeroe. El nUmeroe es un namero irracional que se utiliza en el éstdd
fendmenos fisicos, bioldgicos o sociales.
Su valor aproximado es dez= 2.7182818< 272
Se define lafuncién exponencial en base como:

f(X) =e* dondee es la base. La gréfica de esta funcion es:

AY

15
10 ¢
51
-15 -10 -5 X>

1.2.6.3.3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Para definir el seno y el coseno de ang[lpsmos movemos sobre el circulo
unitario (circulo con centro en el origen y radjoalpartir del punto (01) y en sentido

contrario al movimiento de las manecillas del relgj punto P obtenido tiene
coordenadasP(cosx,serx )

YA

En la figura anterior, tenemos qu& es un angulo yP(a,b )es un punto

cualquiera sobre la circunferencia; si= OP que es la distancia del origenRy, las
funciones trigonométricas se definen como:

21



sen9=9; cosH:E; tanH:E; cot@zg; se06?=L; cscd =
r r a b a b

De estas relaciones, se tiene q(&:b) = (cosd,serd).

En las funciones trigopnométricas, su dominio yago son subconjuntos de los
nameros reales. Todas las funciones trigonométscageriddicas.

Grafiquemos, algunas de estas funciones, utilizdasltablas de las funciones
trigonométricas o la calculadora:

Ejemplo 1: Trazar la grafica de la funcion senb{x) =senx )

n n n 7l 27 3n 5n
Xx|0| — — — — | — — — | 7
6 4 3 2 3 4 6
y|0]0.5|0.7071| 0.866| 1 | 0.866| 0.7071| 0.5
T 5n 47 3n 5n 77 11n
X | — — — — — — — 2n
6 4 3 2 3 4 6
y | -0.5] -0.7071| -0.866 -1 -0.866 -0.7071 -0.5 0

14
;\/{\n 14 n\/zn/\%\;

Como se puede observar:

La grafica intersecta &jeY en el origen.

La gréfica intersecta &je Xen £nx (es decir,n, 2t , 3r...).

La curva “se vuelve a repetir”’, es decir, formma periodo cadan2
El rango de la funcion es{—: 1,1].

Ejemplo 2: Trazar la grafica de la funcion cosenfd(x) = cosk )

7l 7l n| n| 2n 3n 5n
X0 — — — | = | — — — n
6 4 3 2 3 4 6
y|1]0.866| 0.707| 0.5| 0| -0.5] -0.707 -0.866 | -1
17 5n 47 3n 5n 17 117
X — — — — — — — 2n
6 4 3 2 3 4 6
y | -0.866 | -0.707 -0.5 0 0.5 0.707 0.860 1
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Como se puede observar:
La grafica intersecta aje Yen el (0)) .
La gréfica intersecta aje Xen +(2n —1)(7—9 es decir(z,%,%..j.
La curva “se vuelve a repetir”, es decir, forma@dos cada2
El rango de la funcion e:ﬁ:— 1,1] :
Ejemplo 3: Trazar la grafica de la funcion tangenfgx) =tan(x )
7l 7l 7l 7 2n | 3n on
X0 — | = | —= — — | — | — | n
6 4 3 2 3 4 6
No -
y|[1|0577| 1 |1.732 definidal 1.732 -1 | -0.577, 0
n | 50 [ 4n [ 3 [ s [ In [ in [,
6 4 3 2 3 4 6
No
y | 0.577 1.732 definida -1.732 -1 -0.577 0
i L y4 i i
ey I /ey
) Tn: 2 2} 21T § X

Como se puede observar:
Dado que la funcién tangente esta definida com@penosk), no esta definida en los

valores para los cuales el cgs€ 0 (en los puntos de la forrﬁﬁ{n +%)n, es decir,

371 5n

21 on on
2'2'2

)

La gréfica soélo intersecta al eje Y en el origen.
La grafica intersecta al ejeen +nn es decirn,2n,371 ...
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La curva “se vuelve a repetir”, es decir formagpeniodo der.
1.2.6.4. FUNCION IMPLICITA DE DOS VARIABLES X, Y
Una funcién implicita de dos variables es la quexg@esa por una ecuacion no

resuelta (es decir, que no esta despejada) payama de las variables. Se denota
como:f(x,y).

Ejemplos:
a) f(xy)=xy"+yx-Inx
b) f(xy)=y’ -y’ -5yx’ +4.
c) 3x’y? -5xy’ - x* =5.
1.2.6.5. ACTIVIDADES DE REFUERZO.

Ejercicio: Di si las siguientes funciones son Algebraicasasdendentes.

Funcion: Tipo de funcion:
y=x*—2x+1.
y—-Inx=1.

_3x-2

X -1
y =serf(2x).

1

y=x3.

1.2.6.6. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES
Una funcidn es creciente en un conjunto C conteaidel dominio de la funcién
si para cualesquiera dos punxey X, en C se tiene que:

X, <X, entoncesf (x;) < f(x,).

Una funcion es decreciente en un conjunto C cotteen el dominio de la
funcidn si para cualesquiera dos puntog x, en C se tiene que:

X, <X, entoncesf (x;) > f(x,).

Funcién Creciente Funcién Decreciente
Y A Y A
T
F(2,) | F@) el :
f(z) | F (@) -t
i i > T T, X
Ly ) X
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1.2.6.6.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO:

1. Tomando al menos tres valoresxden el intervalo(0]) , di si las siguientes
funciones son crecientes o decrecientes en elaltey por qué:

Funcion Creciente o decreciente
f(x) =-2x+1.
_1
X
f(x) =3x-8.
y=x>+2.
f(x)=-x*+8.
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CAPITULO II.

2. LIMITES

Sea f una funcion. Queremos saber el valor de la fundigr) cuandox se
aproxima a un valoc, pero no es necesariamente igua.&Esto es, sk se aproxima
mas y mas &, perox no es igual &, ¢qué pasa coml(x ?)Diremos que sif (X )se
acerca mas y mas a un valgrentonces diremos qué(x tjende aL conformex se
aproxima ac Yy se representa de la forma:

lim f(x)=L.

X-C

Decir que "x se aproxima a c'o "x tiende a € significa que independientemente de lo
proximo que esté& del valor ¢, existe siempre otro valor de (distinto dec) en el
dominio de f que estad aun mas proximaa

Veamos unos ejemplos:

Ejemplo 1: Sea f(x)=4+Xx.

Solucion:Queremos saber que pasa coh'rrg)4+ X.
X -

Al darle valores a cercanos a cero obtenemos nimeros que se acefcpora
la derecha y por la izquierda.

X y=4 +X
—01 3.9
001 | 3.99 o derech
— 0001 3.999 porfa derecha
—0.0001 3.9999
0.1 4.1
0.01 4.01 por la izquierda
0.001 | 4.001

0.0001| 4.0001

El valor dex se acerca a "cero" y el valor d€x (la imagen de la funcion) se acerca

a4. Para hablar con propiedad, en matematicas diceé'se acerca a" sino "tiende a".
Cuandox tiende a cero,f (x) tiende a cuatroEsto lo escribimos como:
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Funcidn analizada

xtienide a cero

Nota: En este ejemplo se puede observar que et dalda funcion cuandx=0 es
igual al valor del limite. Esta propiedad la tierlas funciones polindbmicas, esto es, el
limite cuandox se aproxima o tiende @ se puede calcular sustituyendgor x en el
polinomio.

Limites laterales:

El limite lateral por lazquierdade una funciony = f (x) en el puntox =c es el
valor al que se aproxim&(x guandox se aproxima al valor da por valores
menores quec. Lo representamos por:

lim f(x)

X-C

El limite lateral por lalerechade una funciény = f (x en el puntox =c es el
valor al que se aproximé(x guandox se aproxima al valor da por valores
mayores que. Lo representamos por:

lim f(x)

Una funcion no puede tender a dos limites didiatéa vez. Esto esi el limite
de una funcion existe, es unico.

Teorema El limite lim f (x) existe, si el limite por la izquierddim f(x), y el limite
X-C X-C~

por la derechdim f(x), son iguales, es decir:
lim f(x) = lim f(x).

En los siguientes ejemplos se mostrara, dando eslarx, que se cumple el limite
propuesto.
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Ejemplo 1: lim x> +1=10.

104Y X f(X)
2.90 9.41

8 1 2.95 9.7025
2.99 9.9401

61 2.999 | 9.994001

.l 3.0001 | 10.0006
3.001 | 10.006

5 3.01 10.06
3.1 10.61

—_— >

12 3X

3

Ejemplo 2: Sea f(x) = X

1, x#1, verque Iirq f(x)=3.

Para todo punta # 1 podemos trazar la gréfica de la funcién. Ahoaapener idea del
comportamiento de la gréafica fleerca dex = 1, usamos dos conjuntos de valaxeanos

gue se aproximen al 1 por la izquierda y otroslpalerecha. La siguiente tabla muestra los
correspondientes, valores déx) .

YA 3
X f0=X"1 xz1
x-1
3-.
09 |271
2..

\\/ 0.99 2.9701
1

0.999 | 2.997001

-1 1 X
1.001 | 3.003001
Mientrasx se acerca al 1 por la izquierda @st
como x se acerca al 1 por la derecha, sugede01 3.0301

quef (x) se acerca al 3.

11 3.31
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Como se puede observar, en la grafica hay un kayel punto (1, 3), esto se

debe a que la funcidhno esta definida en el nUmero 1. Por tanto, cuarsoacerca a
1, f(x) se acercaa 3.

De lo anterior tenemos que $(Xx) se aproxima arbitrariamente a un numikero
cuandox se aproxima & por ambos lados, decimos quelietite de f(x) cuandox

tiende a ¢ esy.escribimos

lim f(x) = L.

2.1. DEFINICION FORMAL DE LIMITE

Se dice quelim f(x) =L si y solo si para cada >0 existed > Qal que si

x0 Domf y 0<|[x-d <d, entonces |f(X)-L|<e.

En forma gréfica se tiene:

para cade > O existed > 0
Y A
YA
L+¢

c-0 € c+0 X

N"

tal que si0O<|x-¢ <d, entoncesf(X)-L| <&

YA

L+¢

£ (@) /-
I /

e/

: |

»
>

c-0xc c+0 X
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Puede decirse entonces que la definicion de lidata anteriormente, establece
gue los valores de la funcidifx) se aproximan a un limite, conforme x se aproxima
a un numera, si el valor absoluto de la diferencia enfpd y L se puede hacer tan
pequefia como se quiera tomamxdsuficientemente cercand@, pero no igual dc".

Veamos algunos ejemplos en los que se utilizaflaidén de limite:

Ejemplo 1. Probar qudimz(2x—1) =3.

Solucion: Debe probarse que dado>0 existe 0> Otal que si xOO vy
0<|x-2/<J, entonces|(2x-D) -3 <e.

Vamos a establecer una relacion er{ze-1) y (x-2).
Como |(2x-1)-3 =[2x-4 =2x-2,.

&

Entonces, para hacfex-1) -3 < £, es suficiente qux -2 < 5

por lo que0<5s§.

Luego, si xOO y 0<|x-2<d, entonces para§s% tenemos que |x -2 <%

2x-2<e deaquique [2x-4<e como [2x-4=[2x-1-3.

Entonces |2x-1)-3<e y |[f(¥)-L|<e.

Ejemplo 2. Probar quelirr;(4x—1)= 11

Solucion: Debe probarse que dade > Oxiste 0> 0 tal que si xOO vy
0<|x-3<0J entonces |(4x-1)-1]<¢.

Como

|(4x-1)-11 =|4x-1-11 = |4x-12 = 4x -3,

entonces 4x-3 <& si |x—3<% por lo que O<5s§.
Luego, si xOO y 0<|x-3 <J, entonces parab's% tenemos que|x—q<§

30



4x-3<e  deaguique [4x-12<e vy [4x-1-12+1<¢
(@x-1)-11<e y f()-L<e.

En general, el determinar dim f(x)=L mediante el uso directo de la
X-C

definicion no siempre es sencilla, por lo que pareerlo se contara con la ayuda de una
serie de teoremas, que estudiaremos mas adelante.

2.2. TEOREMAS DE LIMITES

Para facilitar la obtencion démite de una funciénsin tener que recurrir cada
vez a la definicion formal, se establecen los eigies teoremas.(Véase [2] para
demostracion de teoremas)

T-1. Si k es una constanteayun nimero cualquiera, entondea k = k.

X-a

T-2. Para cualquier nUmero daalo lim x=a.
X—a
T-3. Sim y bson dos constantes cualesquiera, entoriceénx+b) = ma+Db.
X—-a

T-4. Si Ixi[r;f(x): L vy lx'ETl g(x) =M entonces:
i) Ixi[r;[f(x)ig(x)]:LiM.
i) tim[f ) @)=L ™.

1)) Iim{w} - L siempre qudimg(x)Z 0y M #0.
X-a g(x) M X—a
iv) Iim[kf(x)] =KL, sik es una constante.

T-5. Silim f(x) =L y n es un entero positivo, entonces:
lim[ f ()]" =[Iim f(x)} =L".

T-6. Si f es un polinomio v es un namero real, entonces:

lim £ () = f (a).

T-7.Silim f(x) =L y n es un entero positivo, entonces,
X-a
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lim g/ () :[n lim f(x)}=Q/E

tomando en cuenta quie(x) =0y L >0 cuando es

par.

T-8.Si f(x)=g(x) Ox#a y limg(x) =L, entoncedim f(x) =L.

Se resolveran los siguientes ejemplos, utilizandddoremas de limites.

Ejemplo 1: Calcular Iirré 15

Solucién:Utilizando el T-1 tenemos que 15 es una constaoite |o tanto:
Iirré15: 15.
Ejemplo 2: Calcular Iing(3x— 7).

Solucion:La funcién f (x) =3x— 7 tiene la forma mx+b. Utilizando el T-3 tenemos
que:
Iing(3x—7) =306)-7=15-7=8.
Ejemplo 3: Calcular Iirr;(x2 +2x+9).
Solucion: f (x) = x> +2x+9 es una funcién polinomial, por lo tanto, utilizanel T-6:
f(2=2°+22)+9=17
0 Iirr;(x2 +2x+9) =17.

Ejemplo 4: Calcular lim X2 .
x-42x+1

Soluciéon:Como40Dom f 'y IirrJ1 2x+1= 9, aplicando el T-4-iii de limites se tiene

que:
f(4):5(4)—2:1_8: | 5x—2_2_
24H+1 9 x-4 2x+1
. . X+1
Ejemplo 5: Calcular lim :
x-1{ X+3

Solucién: Aplicando T-3y T-7, se tiene que comdllDom f , si x>0, entonces
8x+1>0 y x+3>0, entoncesf(x)> 0

lim. B+ - ”m[8x+1}: m@x+D _ /8(1)+1:\/§=§
-1\ x+3  4[x1 x+3 lim(x+3) 1+3 4 2
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A continuacidn se presentaran algunos ejemplogestimites que no son
directos, pues presentan una indeterminaciéon piel%i al utilizar directamente los
teoremas de operaciones de limites. Por ejempléa $incion esta definida como
f(x):i;() donde p y g son polinomios y p(a)=q(a)=0. Para eliminar la

indeterminacién, se deberan utilizar métodos dmfaacion y luego calcular el limite.

Recuerda que por &eorema del Factor (véase [4])se tiene que sp(a) = 0
entonces esto significa que- aes factor del polinomip. De igual forma siqg(a) =0,
entonces esto significa gue-a es factor del polinomiaj.

4%% -9

Ejemplo 6: Calcular lim .
3 2x+3

X— =
2

Solucién Utilicemos diferencia de cuadradopara la factorizacion:

Se tiene que:

4% -9 _ (2x-3)(2x+3)
2x+3 (2x+3)

—@2x-3) si x# —2

entonces

2 _
lim 279 _ jim (2x-3) :2(—§j—3: -6.
5 oX+3 .3 2

X == X =
2 2

2

Ejemplo 7: Calcular lim X

x-3 X—=3
Solucién:En este caso
p(x) = x> - 9 qx)=x- 3

y  p@=q(@)=0.
Como no podemos calcular directamente el limiiécetnosdiferencia de cuadrados

2

2_ —
X 9=(X 3)(X+3):x+3 si x#3, entonces lim X 9:Iim(x+3):6.
X-3 (x=3) x-3 X—=3  x-38

. . 3 +3x% -
Ejemplo 8: Calcular lim 3X fx 4 .
x-2x>+5X"+8x+4

Solucién:En este caso
p(x) = x> +3x° -4
q(x) = x> +5x*+8x+4 y p(-2) =q(-2)=0.
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No es posible aplicar directamente el teoremaiil,-ues se obtendria una
indeterminacién, pero esta expresion se puederiaatoy simplificar, asi se obtiene el
limite aplicando T-4-iii:

Por teorema del factor se tiene que 2 es factor dep(x) y de gq(x).
Utilizando division sintética para encontrar lostéaes dep(x $e tiene que:

Acomodamos los coeficientes ggx) = x> +3x* —  @h la division sintética:

1 3 0 4 | -2
-2 -2 4
1 1 2 0

Por lo que el cociente eé(2 +X— 2).
Se tiene entonces que® +3x2 —4 = (x+2)(x? +x - 2).

Acomodamos ahora los coeficientes gie) = x> +5x* +8x+ entla division
sintética:

Por lo que el cociente eé(2 +3x+ 2).
De donde x® +5x2 +8x+4 = (x+2)(x? +3x+2).
De aqui que:
X+3x° -4 (x+2(X*+x-2) _ (X*+x-2)
CH+5+8x+4  (x+2)(C+3x+2) (XX +3x+2)
Entonces

Si Xz -2

im x®+3x* -4 i (x> +x-2)
x-2x3 +5x* +8x+4 =2(x*+3x+2)

Ahora p,(X) = x* +Xx— 2 G(X)=x*+3x+ 2y
p(-2) =q,(-2) =0 por lo que nuevamente realizaremos otra faetcion.

Acomodamos los coeficientes dg,(x) = x> +x—  éh la division sintética:

1 1 -2 -2
-2 2
1 -1 0

Por lo que el cociente ebx-1)
Acomodamos los coeficientes dgx) = x> +3x+  éh la division sintética:
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Por lo que el cociente ek +1)
De lo anterior se tiene que:
2 — — — — —
(X2 *x=2) = (x+2)(x=1) _x-l de donde lim X== 1=—3=3.
(X*+3x+2) (x+2)(x+1) x+1 x-2x+1 -1
2.2.1. FACTORIZACION UTILIZANDO CONJUGADOS

Si tenemos un cociente de dos funciones las cwales cero ena, pero en
algunas de ellas aparece un radical, las podenssvee eliminando el radical,
multiplicando y dividiendo por el conjugado delnéno que contiene al radical.
Jx+2-42

< :

Ejemplo 9: Calcular lim

X-0

Solucién:No es posible aplicar directamente el teorema iT-4ies se obtendria una
indeterminacién, pero esta expresion se puede phicdti y dividir por el conjugado del
numerador (que contiene los radicales) y simplifiagexpresion, asi se obtiene el limite
aplicando T-4-iii:

«/x+2—ﬁ:(«/x+2—lﬁX«/x+2‘+ﬁ): (x+2-2) _ X ‘
X /x+2+-2) W/x+2+2)  (b/x+2+-/2)
_ 1
S x+2+42°
Entonces:
m¥X*2v2 L 1 o 1 1
x-0 X -0 /x+2+2 Jo+2+2 242
Ejemplo 10: Calcular Iimx—_8
jemplo 10: im———-

Solucién:No es posible aplicar directamente el teorema iT-4ies se obtendria una
indeterminacién, pero esta expresion se puede phicdti y dividir por el conjugado del
denominador (que contiene los radicales) y sinalifila expresién, asi se obtiene el
limite aplicando T-4-iii:

x=8 _ (x=8)(/x+1+3) _(x-8(/x+1+3 _(x-8(/x+1+3 _/x+1+3

«/x+1—3_(«/x+1—3)(«/x+1+3) X+1-9 Xx—8 1
De aqui que:

Iin;%=Iirr;\/x+1+3=«/8+1+3:\/§+3:3+3=6.
X = X+ — X -
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2.3. ACTIVIDADES DE REFUERZO
Calcular:

1 limn.

X-3

2. lim (x? + 4x-3).

X2

3. lim (x3 +2Xx% - 7x+ 4).
X-3
4.fim VAT X=2

x-0 X

5.0im_*~3
X=3/Xx+3-2

6.1 x> —x-12
Jim S22
x-1 X+ x =20

2
7.lim 33X *1.
x-4 X+ 4

3_
8.lim X ~27

x-3 x—3

2.4. LIMITES INFINITOS

2.4.1. LIMITES INFINITOS DE LA FORMA lim f(x) = 0 lim f(X) = -

Hay funciones que aumentan o disminuyen sin limiteedida que la variable
independiente se acerca a un valor fijo determinado

Sea f una funciondefinida en un intervalo abierto que contengaaga excepto
posiblemente enx=a, si x tiende aa y f(x) crece indefinidamentedecimos que

el limite de f es infinito.

Definicion: El limite de f es infinito cuandax tiende aa si:

ON>0LCJ>0 tal quesi xODomf y 0<|x-al <J,entonces (x) >N

y se escribe como:

lim f(X) = oo,
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De igual forma, sed una funciéondefinida en un intervalo abierto que contenga
a a, excepto posiblemente er=a, si x tiende aa y f(x) decrece indefinidamente
decimos quel limite de f es menos infinito.

Definiciéon: El limite de f es menos infinito cuande tiende aa si:
ON>0LJ>0 tal quesi xODomf y0<|x-d <4, entonced (x) <-N

y se escribe como:
lim f(xX) =-c.
X—-a

En relacion a estas definiciones, se enunciasifpsentes teoremas (continuara
la numeracion de teoremas de limites)(Vdakeara demostracion de teoremas):

T-9.Silimf(x)=0y

(i) f(x)>0 parax<a, entonceslim_% =00,
X—a X

(i) f(x) <0 parax<a, entonceslim 1 =—00,

e (X)
T-10. Si a,c00 y c esunaconstantém f(x)= @ limg(x)=c, c#0, entonces:

() Sic>0ysi f(x) - 0con f(x)> Oen un intervalo que contengaaa

IimM
e £ (X)

=400 ,

(i) Si c>0 ysi f(x) - 0con f(x) < Oen un intervalo que contengaaa

Iimﬂz—oo :
X-a f(X)

(i) Si c<0 ysi f(x) - 0con f(x)> Oen un intervalo que contengaa

Iimﬂz—oo :
e £ (x)
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(iv) Si c<0 ysi f(x) - 0 con f(x) < Oen un intervalo que contengaa

Iimw =+o0
e £ (x)

T-11: (i) Silim f(X) =+c0, y lim g(X)=c , se tiene que:
X-a X—-a
lim[ £ (x) + g(x)] = +eo.

(i) Si lim f(x) =—c0, y lim g(x)=c , se tiene que:
X-a X-a

lim[f () + g(x)] = ~co.
T-12 Silim f(x)=+»,y lim g()=c, c# 0, se tiene que:
(i) Si c>0, Ixi[r;[f(x) [(X)] = +o0.
(i) Si ¢<0, Ixi[r;[f(x)ﬂg(x)]:—oo.

T-13 Silimf(x)=-w,y limg(x)=c , donde cO es una constante gz ,Ge

tiene que:

() Si ¢> 0, lim[f () [G(x)]=-o.

(i) Si ¢<0, |Xi[na[f (X) [H(X)] = +oo.

T-14 Si p> 0, entonces lim 1 =0.

X — o0 X

T-15 Sip> 0, entonces: lim ip =0.
X=X

T-16 Silimf(x) = y f(X)<g(x) Ox#a,entonceslimg(x)=oo.

T-17. i) lim f(x) = siysolo si Iim+%:o y f(x)>0 con xO(a,b).
X-a X

X-a

ii) lim f(X)=-c siys6losi Iim%=0y f(x)<0 con xO(ab).
X-a X

X-a
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Ejemplo 1: Calcular lim 8X+L2 .
(2x-4)

X—2
Solucion: Sabemos que lim8x =16, lim(4)=4, Iirr;(Zx—4)2 =0y
(2x—4)* >0 parax # 2.

X2

. . . . 4
Aplicando T-10(i) se tiene que: lim| —— |=®
’ 0 ) ((2x—4)2j

. ) ] ) 4
aplicando T-11 (i) se tiene quelim| 8x+ ———
yap (i) q M( (2x—4)2J

Ejemplo 2: Calcularlirrg—wyr3),(_3 .
X X

Solucién:Multiplicamos y dividimos por el conjugado

«/9+x—3:(«/9+x—3j(«/9+x+3J_ 9+x-9 1 S X0

x° x° J9+x+3 _x3(«/9+x+3)_x2(«/9+x+3)

1 . .
De donde f(x)= esta definida six1|—90)0(0, f(x)>0 en su
=t ra [-90)0(0.) y 109
dominio.
Como Iing% = Iingxz(\/9+x+3)=0, por T-17 se tiene qumgw =00,
X— X X— X X
Ejemplo 3: Calcular lim %()(2_4)
-1 (x+1)
2
Squcién:CaIcuIamoinmi= lim (X+1) =0.

S () o2 (x+B)x-4)

Analizando el signo def (x ¥e tiene que el denominador de la func(«ﬁﬁl)2 >0 si
X0 (- 00,-1) 0 (-1, 0).

Analizando el signo del numerador se tiene que:

(x+5)(x—4) >0, si ambos factores tienen el mismo signo.
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x+5> Osetieneque

x > -5 entoncesx (- 5,)
y esdecir, x0(-5,0)n (4,00) = (4,).
x—4> 0,setieneque

x > 4 entonces [ (4,)

O bien:

Xx+5< 0,setieneque

x < -5 entoncesx [ (- o,-5)
y esdecir, x (- 0,-5) n (- ©,4) = (- 0,-5).

X —4 < Osetieneque
x <4 entonces (- 4)

Por tanto(x +5)(x—4) > 0 si x[(-c0,~5) 0 (4,).

Como nos interesa el signo de la funcibren un intervalo que contenga-a, entonces
se tiene que sk(J(-54), entoncegx+5)(x+4)<0.

_ (x+5)(x-4) _e_1)0(-
f(x)—w<0 en [-5-1)0(-14], entonces
|imwz—m.
Xx--1 (X+1)2

La siguiente grafica muestra la funcion:

Y A

v

8 -6 ¢ -2 4 X

P R
o o B~ DN

-10
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2.4.2. LIMITES INFINITOS DE LAFORMA lmf(x)=L o lim f(x)=L.

X — 00

En estos casos la variable tiende a mas o a mafioga, pero el limite es un
namero real.

Definicion: lim f(x) =L significa que a partir de cierto momentg¢x) esta tan cerca

X — 00

de L como queramos. Es decir,

0&>00M >0tal quesi xODomf y x>M,entoncesf (x)-L|<e.

Definicion: lim f(x) =L significa que a partir de cierto momentg¢x egta tan cerca

X — —00

de L como queramos. Es decir,

0&>00N >0tal quesi xODomf y x<~-N,entoncesf (x)-L|<¢.
En relacion a estas definiciones, se enunciandosesntes teoremas:
T.18 Sif y g son funciones:

)Silim f()=L, vy limg(x)= Lz,entoncesxllrpm(f +g)(x) =L, +L,.
i) Si lim f(=L, y limg(x)= Lz,entoncesxllrpw(f [)(¥) =L, 0.

o e . 1 1
i) Si lim g(x) =L L, #0, entonces lim — =—.
)Si lim g =L, y L, im 5L

2
. . +6X—
Ejemplo 1: Calcular lim 5;(—26)(1
X=-o X7 = X +3X

Solucién:Si factorizamosx® en el numerador yx* en el denominador tenemos que:

) X2 5+§_i2 5+§_i2
. 5x“+6x-1_ . X  X°) _ . X X
o 3k A, R 1 3
SEE G I e )
X X X X
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Podemos ver que el numerador tiende a 5, puesTpbs, lim E=O, lim—==0
X— =0 ¥ X— =00 ¥

y el denominador tiende a~ pues por T-14lim E:O, lim %=O y por T-1

X— =00 ¥ X— =00 ¥
. . Bx®+6x-1
lim 1=1, entonces tenemos como resultddo ————~=0.
X e X=mo X7 = X7 +3X
: . 3X°—5x°+2
Ejemplo 2: Calcular lim —————.
X=@ X = X" —bX
5 2
3-—+—
. : 3 -5xF+2 23
Solucién: Se tiene que:lim=——>—"=li X__ X esto, al dividir el
X0 ¥ — X =By Xoo [ _1_5
==
X® X

numerador y el denominador entx&, que es la mayor potencia de la variablen la
fraccion.

5 2
3-—+—
|imﬂ:—§
e 7 1 o5
X X
. _ _ B5x*+3
Ejemplo 3: Calcular lim ——.
X= 2X7 = X

Solucién:Dividiendo numerador y denominador por la maydepoia dex que esx’,
tenemos:

5 N 3 5+ 3
24 V] < ¥ +
Iim% =lim X%~ usando T-14 tenemos quém XX = 0+0_,.
X0 2%7 =X X X-o0 1 2-0
2-= 2-=
X X
2
Por tanto, Iim% =0.
x=0 2X” = X
Ejemplo 4: Calcular lim 4X+7.
X 2% —3
Solucién:Dividiendo numerador y denominador entéenemos que:
4x+7 7 7
ax+7 x4 Cax+7 . M av0_ 4
= = por tanto lim =lim = =—=2.
2x-3 2x-3 2_§ X0 2X =3 xﬂw2_§ 2-0 2
X X X
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J16+x-4

Ejemplo 5: Calcular lim 3

X — 00 X

Soluciéon:Multiplicamos y dividimos por el conjugado

V16+x-4 _(J16+x-4|16+x+4)_ 16+x-16 _ 1 ‘
X X Ji6+x+4) 16+ x+4) x*(J16+x +4]
six#0.
1 . .
De dondef (X) = — v esta definida six[d |-16,0)U (0,00 f(x)>0.

Como Iimi =lim xz(\/16+ X +4): o se tiene que

e (g e

im «/16+3x -4_,
Xwe X

2.4.3. LIMITES INFINITOS DE LA FORMA lim f(x) = o

X 00

Definicidn: lim f (x) = o significa queCM >0 Ok >0 tal quexd Dom f vy

X— 00

six >k, entoncesf (x) > M .

T-19. Silim f(x) =L # 0, limg(x) = y limh(x) =, entonces se tiene que:

M) lim(f +g)(x) =co.

o siL>0
—0siL<0

(i) lim(f )% :{

(i) lim(g th)(x) =co.

Ejemplo 1: Calcular lim~/2x? +4 ++/5x* +1.

X — 00

Solucién:Como lim+v/2x* +4 =0 y lim+/5x* +1=o entonces

X— 00 X — 00

lim-/2x2 +4 +/5x* +1= o0 |

X— 00

43



2.4.4. ACTIVIDADES DE REFUERZO
Calcular:

.1
Llim—.
X-0 X

. 5t?+3
2.lim > 7.
!'[Tl 2t° - t?

3.lim(5x* —2x+3).

X— 00

alim— X3
x-o X“+5X+6

. 2x*+x*+5
5. Ilmﬁ.
=@ 33X+ X = X

. 4x*+5x-2
x-e o 3XT+1
6t3+4t-3

7.lim =2,
o 23 -3t +5

2.5. TEOREMAS DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION.

Definicion: Una funciénf es continua ena si y solosi se satisfacen las tres condiciones

siguientes:

a) Existe f(a).
b) Existe lim f(x).

c) lim f(x) = f(a).

En caso de que al menos una de estas tres coraiciorse cumplala funcion es

discontinua ena.

Se tiene que:

Unafuncién polinomial es continua para todo numero rea.

Una funcién racional es continua para todo nimereal a, con excepcion de los
puntos en los que su denominador es cero.
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Ejemplos: En los siguientes ejemplos se vera si las funsiot@das cumplen las
condiciones de continuidad.

Ejemplo 1: La funcion f (x) = 5x* —3x* -8x+ 1es una funcion polinomial, por lo que
es continua e .

xz,si X#2

Ejemplo 2: Seaf(x)= .
jemp () {lsix:z

a) Para el puntax =2, de acuerdo con la definicion existe @)f (2) =1.
b) Existe el limite de la funcion en=2 vy ademéslirr; f(x)= Iin; x> =4,
C) Perolirr; f(x)=4# f(2) por tanto, la funciénf es discontinuaer= .2

d) Tracemos su grafica:

Y A

Xy

2 -1 1 2

X%  six=2

Ejemplo 3. Sea f(x)= , :
x-1 six<2

a) Encontramos limites por la izquierda y por la deee
Tenemos que lim f(x) = lim x* =4 y
x-2" x-2"
lim f(x)=limx-1=1
X—2" X-2"

b) Para el puntx= 2je acuerdo con la definicion existe @)f (2) = 4.

c) La funcion esta definida en todo su dominioppano existelirr; f(x)

Pueslim f(x)=4# lim f(x) = 1 por lo quef (X )no es continua.
x—2" X—2"
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d) La grafica de esta funcion es:

thoof

\/
AN
42 ) 2 X
7

Ejemplo 4. Sea f(x)= [x] gue representa a la funcion escalonada, es déci
maximo entero menor o igual qxe por ejemplo:

a) Tabulemos la funcidén para algunos valores:

-4 si xO[-4,-3)
~3si x0[-3-2)
-2 si xO[-2-1)
~1si x0O[-1,0)
f(-1)=[x]={ 0six0[01)
1six0[1,2)
2 si xO[ 2,3)
3si x0[34)
4six=4

b) La grafica presenta saltos en cada niUmeroaenter
c) Para el puntx =1, por ejemplo, existd @y f (@) =1.

d) La funcion esté definida en todo su dominioppen existelinl f (X) pues
Iirr11 f(x)=1# Iirrl1 f(x)=0 por loquef(x )no es continua.

e) La grafica de esta funcion es:
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N oW A

. . 3x+1 : .
Ejemplo 5: Dada la funciénf (x) = — el veamos Si es continua &h.
X
3x+1 . . . .
f(X)=— > es una funcion racional por lo que es contirara podo namero real
X"+

a, con excepcion de los puntos en los que su dieaolor es cero.

Los puntos para los que el denominador es cerdosaque cumplen :
x*+2=0, lo cual no se cumple €, por lo que la funcién es continua En
2.6. CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Una funcién f (x )es continuaen el intervalo(a,b) si es continua para todos
los valores dex comprendidos en el intervalo

Sif es discontinugara algtin valor déa,b), la funcién es discontinua effa,b).

Ejemplo 1: La funcion f (x) =1+ 2x-x2 es continua en el interva(e ll) por serlo
para todos los valores del intervalo.

X%, six=2

Xx—1 six<?2

Y A

8

6

4

2
AN

-4 -2 2 X

J

Ejemplo 2: La funcion f (x) = { , en el intervald- 33).

Si trazamos su grafica tenemos:
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a) La gréfica presenta un salto er 2.

b) Para el puntox= 2le acuerdo a la definicion de continuidad, exis(@) y
f(2)=4.

c) No existelimite de la funcién enx = 2pues el Iin; f(x)=1y Iirrz1+ f(x)=4 vy
como este limite no existe, entonces tampoco sepleuquelirr; f(x)=1 (2) de

aqui que la funcién no es continua(er83).
2.7. TEOREMA DE VALOR INTERMEDIO

Si f es continua evﬁa, b] y M es un nimero comprendido entféa vy )f (b),
entonces existe un numew comprendido entra y btal que f(c) =M .("Vease
[6] para demostracion).

Definicion: Se dice que una funcidh tiene unvalor maximo absoluto erc, si
existe un intervalo que contienecay sobre el cualf esta definida de tal manera
qgue f(c) = f(x) paratodox en el intervalo.

Definicién: Se dice que una funciom tiene unvalor minimo absoluto enc, si
existe un intervalo que contienecay sobre el cualf esta definida de tal manera
que f(c) < f(x) paratodox en el intervalo.

Si la funcion f tiene un maximo absoluto o un minimo absolutaceentonces
se dice que tiene un extremo absaluto

2.8. TEOREMA DE VALORES EXTREMOS

Si f es continua en un intervalo cerradt[na,b], entoncesf tiene un valor
maximo absoluto y un valor minimo absoluen [a, b]. f(c) =M .("Veasg[6] para
demostracion).

Definicion: Se dice que una funciom tiene unvalor maximo relativo enc, si
existe un intervalo abierto que contien& & sobre el cualf esta definida de tal
manera quef (c) = f (x )para todox en el intervalo.

Definicion: Se dice que una funciém tiene unvalor minimo relativo enc, si
existe un intervalo abierto que contien& & sobre el cualf esta definida de tal
manera quef (c) < f(x )para todox en el intervalo.

Si la funcion f tiene un maximo relativo o un minimo relativo @nentonces se
dice que tiene un extremo relativo
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2.9. ACTIVIDADES DE REFUERZO:
En cada una de las siguientes funciones:

a) Traza la grafica.

b) Determina si hay puntos en los que la grafica ptesslguna discontinuidad.

c) En caso de que la funcion no sea continua muessacondiciones de
continuidad que no se cumplen.

X2 +x-1

1. f(x) = 1

2. f(x)=3x>-4x+1.

X—2
3.f(xX) = .
() x2 -4
X—3
4. f(x)= .
() x3-27
3X_26 si X#2
X_
> 1(x) =
1, si x=2
x:-8
6 — Si X# 2
f(x) =
2, si x=2
7. 3-x si x<1
f(x) =
1-x2 si x=2
8. :9x2—4_
F00 3x+ 2
9.f(x)=53.
X
-2 si x<0
10'f(x)= .
Z—X si x=0
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CAPITULO |l

3. DERIVADAS Y RAZONES DE CAMBIO
3.1. DEFINICION DE DERIVADA.
Existen diferentes definiciones equivalentes de deada. Algunas de ellas son:

= Tangente a una curvalLa recta tangente a la grafica de la fundién el punto
P = (x, {(x)) es la recta que pasa gdcon pendiente igual a la derivadaf e x.

= Velocidad de una particula que se mueve sobre umad recta La velocidad
en el instantet de un objeto, cuya posicion sobre una recta \iage pof(t) en
el instantd, es la derivada dé en el puntd.

Una forma clasica de construir el concepto deveddd es la definicion de recta
tangente a una curva y es la que se utilizaratertradajo.

Recordemos que si una recta tiene un anguloatieanion a , decimos que su
pendiente es:

m=tan(@) .

La derivadade unafuncidn en un punto a" surge del problema de calcular la
tangentea la grafica de la funcién en el punto de abstisa

Para construir esta definicion, iniciaremos fmmar una recta que corta a la
gréfica de la funcién en mas de un punto, comowsestra a continuacion:

20
15
10

»

5 10 15 X

A medida que los intervalos de posicibnxeson mas pequefios como el esquema
gque se muestra a continuacion, la linea rectadi@enser mas semejante a una linea
tangente que a una linea recta secante:
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Ya
f(x)
Yo f'(x) / Y24
Y
(S——
Lr— Iy
Ty Ty X

Analizando esta recta tangente podemos ver qtaerbulo rectangulo que se
forma puede conducirnos a analizar cual es la @uate la pendiente de la recta
tangente. Notese que la hipotenusa dentro deptri@mectangulo corresponde a la linea
recta.

Como podemos apreciar la ecuacion que relacioliada recta con la pendiente
de la recta tangente esta dada por:

Y. =Y, — f(XZ)—f(Xi).
X =X X; =%

tan(@) =

Pero esta relacion nos da la pendiente de unarias

m=Y2" N1 g X Z X,.
X, =%

Este cociente es la pendiente de la recta tangefdediferencia dex, — X, es cada vez
mas pequefia, es deck, - x,, 0 lo que es equivalente:

m=tan@) = lim V27N o i 1) = T%) :

Xp = X XZ_Xl Xp = X XZ_Xl
Si este limite existe se le llama la derivadd: de

£ (x) = lim ) = 10a)
X = Xp X2 _Xl

Si h es la diferencia de&, — x, entonces:

f (%) = fim - L0,

Algunas formas de denotar la derivada son lasesitgs:
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Notacion de Lagrange: Si= f(X), la derivada se representa corh@x) =y .

Notacion de Cauchy: Sy = f(x |n derivada dg se representa pob,y que se lee
Derivada dey respecto d&.

Notacién de Leibniz: (lamada también notacion acaera). Si y = f (x )su derivada se
df (x)
dx

dy
representa pog o]

En este trabajo, se utilizara la notacion de Liagggrara derivada:
Si y = f(x) la derivada se representa corhdx) =y .

Laderivada de una funciébn en un puntmide, por tanto, lgpendiente de la
tangentea la funcién en dicho punto. Iderivadaes util en el estudio de las funciones,
pues nos da informacién sobre el crecimiento oedatiento de una funcién o la
concavidad o convexidad de la misma en los difeseiitervalos en los que se puede
descomponer su dominio.

Es importante tener en cuenta que fumgciones que no tienen derivadan un
punto, y que para que una funcién tenga deriiadancién debe ser continug@ero no
todas las funciones continuas son derivables avsteds puntos. Un ejemplo de esto es
la siguiente funcion:

f(x) =4

Como se puede observar, la funcion es continu@enpero no tiene derivada en
ese punto porque:

im f=fO _ . [X-[d

x-0 Xx—0 x-0 X x-0 X

Pero sacando limites por la izquierda y por lacaese tiene que:

jm X=X y aimXaTXo g
x-0" X X x-0" X X

De aqui que la funcién es continua en cero perteme derivada ahi pues los limites
laterales son distintos.

Y4
31
21
1 L

4 2 2 4 X
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Veamos un ejemplo para determinar la derivadarae funcién utilizando la
definicion y la llamadé&regla de los cuatro pasos”:

3.2. REGLA DE LOS CUATRO PASOS PARA DERIVAR UNA FUNON
1. Dar un incremento &. Sea h este incremento<+ h

2. Calcular el valor del incremento bajo la funciénf (x + h)

f(x+h) - f(x)
5 .

3. Escribir el cociente

4. Calcular lim fx+h) = f(x) .
h-0 h

Ejemplo 1: Calcular la derivada de la funcion= f (x) = 4x*> - , Gtilizandola “regla
de los cuatro pasos”.

Solucion:
Paso 1: Damos un incrementoxaSeah este incremento.

Paso 2. Calcular el valor del incremento bajo fecfon: f(x+h) = 4(x+h)? - 3.
Desarrollamos el binomio cuadradb(x + h) = 4(x* + 2xh+h?)- . 3
f(x+h) = 4x* +8xh + 4h? - 3.

(x+h) - f(x)
n :

o . f
Paso 3. Escribimos el cociente

f(x+h) = f(x) _ (4x® +8xh+4h? -3)- (4x? 3] _ 8xh+4n?
h h h

=8x+4h sih#0.

Paso 4. CaIcuIaEng fx+ hk)1_ X )

FOAHN) = T i ex o+ 4h = 8x
h h-0 '

Calcular Ilim
h-0

Ejemplo 2: Calcular la derivada de la funcion= f(x) = x*, utilizando la “regla de
los cuatro pasos”.

Solucién:
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Paso 1: Damos un incrementxaSeax + h este incremento.

Paso 2. Calcular el valor del incremento bajo tecion: f (x+h) = (x+h)>.

Desarrollamos el binomio al cubo{x + h)® = (x® + 3x*h +3xh? + h%) .

Paso 3. Escribimos el cocientfe(x+ hr)] ~ (%)

f(x+h)—f(x) _ (x*+3x’h+3xh* +h®) - x®
h - h
_3x°h+3xh* +h’
- h
h(3x? +3xh+h?)
h
=3x” +3xh+h? sih#0.

f(x+h) - f(x)
. .

Paso 4. Calculalhirrg

f(x+h)

Calcular  lim — ) Ihirrg):%x2 +3xh+h? =3x2.

Ejemplo 3: Calcular la derivada de la funciéyl=\/§, utilizando la “regla de los
cuatro pasos”.
Solucion:
Paso 1: Damos un incrementa: a
X+h.

Paso 2. Calcular el valor del incremento bajo fecion:

f(x+h)=+x+h.

Paso 3. Escribimos el cocient]ce(x+ hr)] ~ (%)
f(x+h) - f(x) _Jx+h-+x
h h '

f(x+h) - f(x)

Paso 4. Calculalim
h-0 h
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ux+m—foo:”m«M+h—v§ ha
h h !

Si se observa, cuando - O se tiene quelhim I
-0 -0

una indeterminacién del tipo cero sobre cero, sibago podemos racionalizar esta

expresion multiplicando y dividiendo por el conjdgadel numerador:

(JXT \/_XM+\/_) x+h-x _ h 1
h{Vx+h +x) “h{Vx+h+vx) h x+h+\/_) Vx+h+4x

sihz0.

Calcular el limite:

i FOFN) = F0) _ 1 1

i .
h-0 h h- 0\/x+h+\/_ 2/x

3.2.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO

Calcula la derivada de las siguientes funcionéizando la ‘fegla de los cuatro
pasos”.

1. f (x) =5x. 6. f(x) = 1
X=2

2. f(X) = 2x* + 4. 7.f(x) =3x* —2x+4.
1 1-x
3.f(x)=—. 8.f(x)=——.

(X) x (¥) 3
4.f(x)=Jx? -16. 9:Hx):%—6x.
5.f()=2-x". 10. f(x) = 24X,

2-X

3.3. REGLAS DE DERIVACION

Para una funcién, la obtencién de su derivada anéglila aplicacion de su
definicion es un proceso laborioso, y algunas veuegan sencillo de simplificar.
Existen Reglas Generales de Derivacion de funcitasescuales aplicamos para derivar
las funciones. El proceso consiste en conotey encontrarf .' Estas Reglas son las

siguientes:
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FUNCION DERIVADA
D1. Derivada de la funcién constante. §ix) = k f'(x)=0
D2. Derivada de la funcién identidad. Si(x) = x f'(x) =1
D3. Derivada de una funcion lineal. $(x) = mx+b f'(x)=m

D4. Derivada de la suma de funcionesh&) = f (x) + g(x) vy
existen f'(x) y g'(x), entonces

h'(x) = f'(x) +9'(x)

D5. Derivada del producto de dos funciones:f$x), g(x) y h(x)

son funciones tales qub(x) = f(x)g(x) y existenf'(x) y g'(X),

entonces

h'(x) = £'(x)g(x) + f () g'(X)

D6. Derivada del producto de una constante por uneida: Si
h(x) = Cf(x) dondeC es la funcion constante f/'(x) existe

entonces

h'(x) = CF'(x)

D7. Derivada del cociente de dos funciortaisf (x),g(x) y h(x)

i = 9T (= T0Og' ()

2
son funciones tales qué(x) = % g(x) £ 0 y existen [g(x)]
g(X
f'(x) y g'(X), entonces
D8. Derivada de la potencia. $i(x) = x" , entonces f'(x) = nx"

D9. Derivada de funciones compuestas (Regla de |lar@Za8i
h(x) = f(g(x)) y existen f'(g(x)) y g'(x), entonces

h'(x) = £(9(x))g'(x)

D10.Derivada del seno. Sif (x) =senx , gntonces

f'(X) = cosx)

D11.Derivada del coseno. Sf(x) =cosi , gntonces

f'(x) = —senx)

D12.Derivada de la tangente. Si(x) =tan(x , gntonces

f'(x) =sec(x)

D13.Derivada de la cotangente. Si(x) = cot(x , entonces

f'(x) = -csc(X)

D14.Derivada de la secante. Ji(x) =secf , gntonces

f'(x) = tan(x) seck)

D15. Derivada de la cosecante. $i(x) = cscf , entonces

f'(X) = —csc(x) cot(x)

D16. Derivada del logaritmo natural. $i(x) =In(x , entonces £(x) _1
X
D17. Derivada del logaritmo base Si f (x) =log, X, entonces F1(x) = 1
xIlna
D18. Derivada de la exponencial baseSi f(x) =a”, entonces f'(x)=a"lna
D19. Derivada de la exponencial baseSi f (x) = e*, entonces f'(x)=¢e"

Ejemplos:

Encontrar la derivada de las siguientes funciomifzando las reglas de derivacion:

1. f(x) = 5. Solucién:Como 5 es una constante, utilizando D1, se tieeefg(x) = 0.

2. f(x) =-2. Solucion:Como -2 es una constante, utilizando D1, se tieiee q

f'(x)=0.
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3. f(X) =3z. Solucion:Como 3z es una constante, utilizando D1, se tiene que
f'(x) =0.

4. f(x)=3x. Solucién Utilizando D3, se tiene quen=3 yb =0 por tanto f'(x) = 3

5. f(xX) =kx—-c Solucién:Utilizando D3, se tiene quen=ky c =-b por tanto
f'(x) =k.

6. f(X)= —2x+5. Solucion:Utilizando D3, se tiene quen= 2 y b =5por tanto
3 3

f(@:—%.

7. f(x) = x°. Solucién:Utilizando D8 tenemos quef '(x) = 5x".
_4 ]

8. f(x) = x7°. Solucion:Utilizando D8 tenemos que '(x) = —-3x

1 -1
9. f(X) = x2. Solucion:Utilizando D8 tenemos quef '(x) =%x2 .

3 -1

10. f(x) = x*. Solucién:Utilizando D8 tenemos que '(x) :%x 4,

11. h(x) =3x* - Xx.
Solucién:Utilizando D4, tenemos qug(x) = 3x*> y g(X) = —x, entonces
h'(x) = £'(x) +g'(x);
Pero utilizando D8f'(x) =6x; g'(x)=-1 portantoh'(x)=6x—- 1
12. y=x*-3x+6 .

Solucién:Utilizando D4, tenemos quig(x) = x*, g(x) =-3x y h(x) =6
entonces:

y'= 1) +9'(x)+h(x);
Pero utilizando D8 f'(x) =2x; g'(x)=-3; h'(x)=0.

Por tanto y'=2x-3.
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13. h(X) =(x+2)(x+1).
Solucion:Utilizando el producto de funciones se tiene que s
f(X)=(x+2) y g(x)=(x+1) entoncesf'(x)= 1y g'(x)=1porlo
tanto aplicando D5 tenemos:

h'(x) =1(x+1) +1(x+ 2) = 2x + 3.

14. h(x) = (x* +4x—-3)(3x* +12x +12).

Solucién:Utilizando el producto de funciones tenemos que si
f(X)=(x*+4x-3) y g(x)=(3x*+12x+12) entonces aplicando D8.
f'(x)=2x+4 vy g'(x) =6x+ 12 de donde, aplicando D5:

h'(X) = (2x+4)(3x* +12x +12) + (6x +12)(x* + 4x—3).

Multiplicando tenemos que:

h(X) =(6X° +24x° + 24X +12X* + 48k + 48 + (6x° + 24x* - 18 +12x* + 48 —36).
Reduciendo expresiones:

h'(x) =12x% + 72x% +102x + 12.

15. h(x) =5(x* + 7x - 4).

Solucién:Aplicando D6 se& = 5 una constante §(x) = (x> +7x—  4)
obtenemos que:

h(x) =Cf(x) y h'(x)=Cf"(x)
Encontramos que aplicando D8.

h'(X) = 5(3x% +7) =15x° + 35.

58



16.h(x) _x-1 con x+1#£0;
x+1

Solucion:Aplicaremos la regla de cociente D7.
Sean f(X)=x-1 yg(x)=x+1
Encontramos sus derivadas, tenemosfjig) = vy 1g'(x)=1

Aplicamos D7

(D@ -(x-D@M) _ 2

" (x+1)? (x+D)?

3x* -2x+5

17.y =
y 4x* +5

Solucion:Aplicaremos la regla de cociente D7.
Sean f(x)=3x*-2x+ 5y g(x)=4x*+5.
Encontramos sus derivadas aplicando D8.
Tenemos quef'(x) =6x—- 2y g'(x) =8x.
Aplicamos D7:

)= @ +5(Ex-2 - ¢ -2%+5HB)
(@xX+5°
_ 24¢-8¢ +3x-10 - 24¢ -16¢ +404)
) (@< +57

_8¢-1x-10
@e+5

18. y = 3x-1)°.
Solucién Si definimos a la funcioh(x) = x> 'y g(x) =3x- 1 se tiene que:

y=f(g(x)) por D9 tenemos quey'= f'(g(x))[g'(x .)
Tenemos que'(X) =2x y g'(X) =3

Entonces: y'= f'(g(X))[g'(X) = 2(3x-1) [3=6(3x—-1) =18x-6.
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19. y=+/3-2x°.
Solucion:Si definimos a la funciof(x) = Jx y g(x)=3-2x* setiene
que:

y = f(g(x)) por D9 tenemos quey'= f'(g(x))[g'(x .)

NP

Tenemos quef '(x) :%x_ y g'(X) = —4x.

Entonces: y=£'(g()) g(9) = £ (3-2) 2(-49 = -2x3-2¢) 2= 2.
2 3- 22

20. y=sen3x).
Solucion:Si definimos a la funciof(x) =sen(x )y g(x) =3x se tiene que:
y = f(g(x)) por D9 tenemos quey'= f'(g(x))[g'(x .)
Tenemos por D10 qud'(x) =cosx )y g'(x)=3

Entonces: y=1f"'(g(X))[g'(X) =cosBx)[3=3cosBx .)

21. y= Leogx
3
Solucién:Si definimos a la funcion(x) =x® y g(x) =cosx se tiene que:
1 1 1 1 1
:§ f(g(x)) por D9 tenemos quey :§[f (g(x)) g (x)].
Tenemos que '(x) =3x> y por D11.g'(x) = -sern(x )

Entonces:y :; [f "(9(x) gy (x)] :g [:%coso2 Eﬂ—semx))] =-seifx) [Cos(x).
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22. y= tanu .
1+x

Solucion:Si definimos a la funciof(x) =tan(x) y g(x) :;—X se tiene que:
X

Por D12.f'(X=sedx )por D67

@+ -@—-x@0 _ -1-x-1+x_ -2
L+ x)? C+x? @+

9'(x) =

Por D9 y'= f'(g(x)) ' (X) :(seé(l_xjjtﬁ ~2 2)
@+x)

1+X

/x
23.y=cot,|—.
y 2

Solucion:Si definimos f (x) =cot(x ) y g(x) = g tenemos que

1

Por D13, f'(x) =-cs¢(x ) y g'(x):%[ﬂ ZB}:% ix :%{% .
2

Aplicando D9y'= f'(g(x)) '(X) = —csc?[\g(} B}[ﬁ} = —i[ ﬂcsc{\/g} .

24. y =sec(x).

Solucién:Si definimos a la funciorf (x) = x> 'y g(x) =secfk) se tiene que:

f'X)=2x y g'(x) =tan(x)seck).
Por D9 y'= f'(g(x)) [b'(x) = 2(seck)) tan(x) sedx) = 2sed (x) tan(x) .
25. y=secf)tan(x) .
Solucion:Podemaos definir la funcion como un producto deiones:

y=1(¥)a(x)
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Sea f(x) =seck), entonces f'(x) =tan(x)seck .)
Sea g(x) =tan(x ) entoncesg'(x) =sec¢(x .)

Utilizando D5, tenemos que:

y' (x)=£'(x)g() + f(x).9'(X)
=tank) seck) tank) + seck) seé(x)
=tarf (x) seck) +sec(X).

26. y=cot(x)csc).
Solucién:Podemos ver a la funcigncomo un producto de funciones.
y=f(x)g(x).
Seaf(x)=cot(x) por D13 f'(X)=-csc(x )
Seag(x) =csckx ) por D15 g'(x) =-csc)cot(x )
Por D5 tenemos que:
Y=g+ f(x)9'(X)

=-csé(X)cscK) +cotk)(—csck) cotl))

=-csé(x) —cof (x) cscK).

27. y=csC (2x).
Solucién:Podemos ver a la funciom como una composicion de funciones:
y=f(9(x)).
Definamos f (x) = x*, entoncesf'(x) = 3x°.
g(x) =csc@x), entoncesqg'(x) =—-2csc@x)cot(2x .)

Por D9 y'= f'(g(X) @' (X) =3cSZX))*(—2cSc2X) cotRx)) = -6¢sE (2X) cotx)).
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28.y =In(1-3x).
Solucion:Se puede ver a la funcigrcomo una composicion de funciones:
y=f(9(x)).
Seaf(x) =In(x ) entonces por D16f'(x) :% Yy g(x) =(1-3x) de donde
g'(x) =(-3).

-3
1-3x

De aqui quey'= f'(g(x) [§'(x) = (1_—13)(j {-3)=

29.y = xIn(x).
Solucién:Esta funcién la podemos ver como un producto deifunes.

Definamos f (x) = x, g(x) =In(x).

£1(x) =1, g'(x)=§, Y= £()9(x).

Por D5 tenemos que:

Yy (X =f'(xg(x)+f(¥).g (X =InK) Ell+x(ij =1+In(x).

30.y=|ogsg.
X

Solucién:Se puede ver a la funcigncomo una composicion de funciones

y=f(9(x).
_ _Inx 2 .
Seaf(x)—logs(x)—m, g(x)—;—2x :

Por D17 f'(x)= (1j(1j porD6yD8 g'(x)=2(-1)x?= ;22

In3 \ x
e
x* ) 2¢¢In3 xIn3’

Por D9 y= '(g() @ (¥ =(m13]

x N~

63



31. y=e*.
Solucién:Se puede ver a la funcion como una composicion de funciones
y=f(g(x):
f(x)=e* 'y g(x)=2x de donde:
fF'(x)=e* y g'(x=2

Por D9 y'=f'(g(¥)) @' (x) =€ 2=2e>.

32.y=2"°%_|
e"+e
Solucion: Se puede ver a la funcion como una divisién de funciones:
f(x)=e*-¢e~* y g(x)=e*+e™.
Que a su vez seran derivadas como suma y refiacenes respectivamente.
De aqui que, por D19.
f'(x)=e*+e™*, g(x)=e"-¢e™*
Utilizando la regla del cociente D7 tenemos que:
vy = 9O ()~ F(X)g'(X) _ (e" +e™)(e" +e™) —(e" —e)(e" —e™)
y (X) - 2 - X =X\ 2
(93) (e +e™)
_ (ex + e—X)Z _ (ex _e—X)Z _ (ez>< + 2exe—x + e—2><) _ (e2x _ 2exe—x + e—2x)
(ex +e—X)2 (ex +e—X)2
_62x+2+e—2x_e2x+2_e—2x_ 4
(ex +e—X)2 (ex +e—X)2 )
33.y=a*™,

Solucién:Se puede ver a la funcigrcomo una composicion de funciones.
Sean f(x)=a* y g(x)=senx).
Obteniendo derivadas se tiene quE(x) =a*lna y g'(x) =cos).

Por D9 y=f'(g(x) ' (X) =a>*™ Inacosx )
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3.3.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO

Basandote en las reglas de derivacion, encuentieridada de las siguientes funciones:

1.y=4x%-3x*-5. 17.1(X) = cosx”.
— -3 -1
2.y =2X7+3x". 18_f(x):sen<.
X
2 19. f (X) = senx) cos(x) .
3.y=x3.
4. y=(x*+1(x*-1). 20.f (x) = cos@x® — 3).
5. y:3X_4§/F+5X2 -1. 21_f(x):tanu.
1+x
— 12 -
6. y=@x-1°". 22.f(x):sec—23x.
7. :iz—i. 23.f(x):csczx_1.
3x°  4x 5
— 4 _ 5,3 LY
8.y =(2x" ~7x"+3x=1)". 24, f(x)=%tan3x+tan2x+tanx.
1
9-y=w- 25.f(x):c0t§.
10,y = x—l. 26.f (x) = tanxcotx.
x+1
2 _g)3 27.f(Xx) = cotxcscx.
(x"+3)
12. y =+/3-2x. 28.1(x) =In(5x + 2).
29.f(x) =In(ax® +b).
13, y= |2X*3 (%) = In( )
2x-1
x3+1 _ [ 1+serx
30.f(x)=1In :
14. 4 NE (X) (1_Cosxj
15.y = (6x - 2)Y1-x2 . 31.f(x) =e™.
16. f (x) = 3ser2x. X —
) 32.f(x) =S 1.
e*+1

3.4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR
Si una funcionf se deriva, se obtierfig(primera derivada).
Si la primera derivad#i se deriva, se obtierfé (segunda derivada). Si ésta a su vez se

deriva se obtienef”” (tercera derivada) y asi sucesivamente se obtiersederivadas
llamadas de orden superior.
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Ejemplo 1: Sea f(x) =5x* +2x® - 4x* —-3x+ 1encontremos las derivadas de orden
superior:

Utilizando D4, D6 y D8, se tiene quig(x) = 20x® + 6x> —-8x— . 3
Utilizando D4, D6 y , se tiene qué '"(X) = 60x* +12x— . 8
Utilizando D4, D6 y D8 , se tiene quie"'(x) =120x +12.
Utilizando D3, se tiene qué®(x) = 120

Utilizando D1, se tiene qué® (x) = .0

De manera general, teésimaderivada dé se puede denotar com™ , donden es un
entero positivo mayor que 1.

Otras formas de denotar las derivadas sucesivasal&inciorf son las siguientes:
Primera derivada:f'(x) = y'.
Segunda derivadaf"(x)=y ."

Tercera derivada:f"'(x) =y "

n-ésima derivadaf ™ (x) = y™ .

3.4.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO

I. Encuentra la primera y segunda derivada desitasentes funciones:

1)y =x"+2x"=7x-1. 4) £(x)=3/3x* -1.

2) y=x*-x*+x-3. 5) f(x)=sergx.

3) f(x) = 2x+3)°. 6) 0 = 21_
X_

3.5. APLICACIONES DE LA DERIVADA.
Al principio de esta unidad definimos @pderivada a la velocidad, en el instante

t de un objeto cuya posicion sobre una recta esta parf(t) en el instante, f'(t) es la
derivada dé en el puntd. Veamos detalladamente un ejemplo de este concepto.
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Ejemplo 1:

Supongamos que una particula se mueve sobre at@ade acuerdo con la ecuacion

s=2t>-12+8, dondes se mide en centimetros & en segundos. Encontrar los
intervalos de tiempo en los que la velocidad esitivgy cero o positiva.

Solucién:

Podemos utilizar la derivada para encontrar lacréhd instantanea del mouvil.

Sabemos, por Fisica, que la formula para calcalaelocidad es:v = ?

Representemos a la derivadasa®n respecto aicomo:

V' (t) _ds :E(th -12t +8) = 4t -12.
dt dt

La velocidad de la particula sera negativa cuattiddl2< 0, de aqui que
12 . .
4 <12 y t <7 =3, es decir, es negativaebi<t< . 3

La velocidad de la particula sera cero cuaAtdtel2= , es0decir, cuandb= .3
La velocidad de la particula seré positiva cuaddel2> , edddecir, cuandb> .3

Podemos ver los valores del tiempo payav, asi como la grafica:

s(t) =2t>-12t +8 v(t) =4t -12

s(0) = 2(0)* -12(0) +8=8 v(0) = 4(0) -12=-12
s@) = 21)* -12(2) +8=-2 v(l) = 4(1) -12=-8
s(2) =222 -12(2)+8=-8 | V(2 =4(2)-12=-4
s(d = 2(3)> -12(3) +8=-10 | V(3 =4(3) -12=0
s(4) = 2(4)2 -12(4) +8=-8 | V(4 =4(4)-12=4
s(5) = 2(5)2 -12(5) +8=-2 | v(5) = 4(5)-12=8
s(6) = 2(6)* -12(6) +8=8 v(6) = 4(6) —12=12.

o O | W N| | O

Si identificamos la recta donde se mueve el mail € eje vertical (que llamarems)s
y ponemos el tiempo en el eje horizontal (que ll@mst), la grafica es:
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En la grafica se observa que sk ®< 3 la velocidad es negativa y la particula
se desplaza hacia debajo de manera decrecieste de

Si t = 3 la velocidad es cero, y después se vuelve positidgesplazarse hacia
arriba en direccion creciente ge

Tenemos entonces que, dada la ecuacidon de mowandm un cuerpo para
obtener su velocidad en un instante dado, calcidaetovalor de la derivada de la
posicion respecto al tiempo en dicho instante.

Sabemos también que la aceleracion mide la ragG@anhbio de la velocidad respecto
al tiempo, por tanto, la aceleracion en un instal@go es la derivada de la velocidad
respecto al tiempo para ese instante, es decir:

d?s

\% ds
=— y como v=— entonces a=—.
dt dt dt

Esto significa, que la aceleracion es la derivagléadierivada (la segunda derivada) de
la posicion respecto al tiempo.

Si resumimos nuestro ejemplo tenemos que:

2
S=2t2-12t +8, v:%f:m—lz, a=95_4

Por lo que concluimos que la velocidad aumentaanraonstante de 4 centimetros por
segundo cada segundo y se escribe 4 centimetroseggoindo por segundo, como
podemos ver en los valores calculados deandad variade 0 a 6.

Ejemplo 2:

Si una particula se mueve sobre una recta segécukrcions = 2t°® -3t + 1dondes se
mide en metros ¥ en segundos, hallar la velocidad y la aceleradiéna particula
cuandot = 3.

Solucion:
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La velocidad de una particula en un instamsta dada por:
ds_d
vit)=—"=— (2°-3t+1)=6t>-3
® dt dt ( )

por lo que st = 3, la velocidad de la particula es:
v(3) = 6(3)> -3=6(9) —3=54-3= 51f%.

La aceleracion de la particula en un instaes

a=W-9 g2 g-12.
dt  dt

Sit = 3 la aceleracion de la particula estar4 dadagpred 2(3) = 36 %2 :

Ejemplo 3:

Si una pelota es lanzada verticalmente hacia ad@sale una altura de 15 metros con
una velocidad inicial de 25 metros por segundogetnar:

a) La ecuacion de movimiento.

b) La velocidad de la pelota a los 2 segundos.
c) La aceleracion al segundo 1.

d) El tiempo en el que sube la pelota.

e) La altura maxima que alcanza.

Solucién:

a) La ecuacion de movimiento est4 dada por:
1, .
e=15+25t—§gt sig=19.8,

entonces la ecuacion de movimiento estara dada por
e=15+25 - 49t°.

b) La velocidad de la pelota en el instanés:
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V=d—e=25—9.8t.
dt

y a los 2 segundos, la velocidad de la pelota es:
v=25-98(2) =25-196=54".
S

- : dv
c) La aceleracion de la pelota en el instams a = p =-98.

Sit =1, entonces la aceleracion seré9.8%2 :

d) La pelota sube hasta el instante en que la id@ldcse hace cero y después
cae. Entonces si igualamos la velocidad a cealgulamos el valor de

v=25-98t igualando a cerotenemos qug5-98t= . 0

Despejanda se tiene quet = 255 s y en este momento la pelota alcanza su
altura maxima.

e) La altura méxima que alcanza la pelota se abteemartir de la ecuacion del
movimiento cuandd = 255 entonces:

e=15+25 — 49t*> =15+ 25(255) — 49(255)° =15+6375-3186=4689 m.
3.5.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO
1. Una particula se mueve sobre una recta de acwetd ecuaciéon de movimiento
s= f(t), dondes es la distancia dirigida al origen en pies atlaggundos. Para cada
uno de los incisos siguientes encuentra:

I. La velocidadv(t) y la aceleraciom(t) en el instanté

Il. Los intervalos en los que la particula se mueme velocidad positiva, negativa o no
se mueve.

a) s=6t—t>.

b)s=t*-6t.

c) s=t* -9t + 24.

2. Las ecuaciones de dos moéviles gpr 2t> -3t—  yle, =t* +t. ¢En qué instante

tiene igual velocidad? ¢Cual es la velocidad de cadvil en el instanté= 21.Y en el
instantet = 2
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CAPITULO IV .

4. MAXIMOS Y MINIMOS

Hasta el momento, lderivada la hemos interpretado geométricamente como la
pendiente de la recta tangente grafica de unauncion en un punto de la misma. Los
puntos en los que la derivada es cero son aquetioks que la recta tangente es
horizontal.

A continuacién se enunciaran algunos teorgnga® seran de utilidad para la
graficacion de funciones:

Teorema 1[véase 1]:Seaf una funcién continua en el intervalo cerra[ii)b] y
diferenciable en el intervalo abierta,b).

)] Si f'(x) > 0 paratodx en (a,b), entonces es creciente efa,b .)

i) Si f'(x) < 0 para todo< en (a,b), entonces$ es decreciente efa,b . )

En base al teorema 5 podemos definir el siguietema:

Teorema 2. [véase 1]
Si f es continua en un intervalb, y es no nula para todelll entoncesf es

positiva en todd o negativa en todd .

Definicion deméaximo relativo:Se dice que una funcioh tiene unmaximo relativoen
C si existe un intervalo abierto que contiene yasobre el cudl est4 definida de manera
gue f(c)= f(x)paratodox en el intervalo.

Definicion deminimo relativa Se dice que una funcioh tiene unminimo relativoen
C si existe un intervalo abierto que contiene yasobre el cudl est4 definida de manera
qgue f(c)< f(x)paratodox en el intervalo.

Si la funcionf tiene unmaximo relativoo unminimo relativoenc, entonced
tiene unextremo relativo.

Veamos urteoremaen el cual se apoya la determinacion de los pasiEdores de
para los cuales exist@xtremos relativos

Teorema 3.

Si existef(x) para todo x[(a,b ) si f tiene unextremo relativoenccona<c<hy
si f'(c) existe, entoncesg'(c)= .0

Demostracion:Supongamos qudi(c) es elvalor maximode f en(a, b).

Si f'(c) existe, por definicién de derivada se tiene quig(c) = IimM.
x=c  X—C
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Comof tiene unméximo relativoenc, entonces f (c) = f (x) por tanto
f(x)- f(c)<0.

Six se aproxima a por laderechaX — C*, entoncesx >C y x—c >0, por tanto

)= 1) <0 vy siexiste elimite, entonceslim+M <0.
X=C x-c X—C

Six se aproxima a por laizquierda,x - ¢, entoncesx<C y x-c<0, por tanto
T =) > 0 y si existe el limite, entoncdsn RGO >0.
X—C x-¢  X—C

Comof'(x) existe, lodimites por laizquierday por laderechade c deben ser
iguales entre si e igualesfd(c , por lo quef'(c)= Oy f'(c) <0 por tantof'(c)= 0
gue es lo que queriamos demostrar.

La demostracion de cuandic e¥ un valominimo def en (a,b) es similar a
la del valor maximo.

Es importante hacer notar que en el teorema 8lse idcluir quea<c<b, pues
hay funciones para las qué(x) = para algun valor de pero esto no quiere decir que
se tenga un valor extremo relativo alli. Ejempliignos esto con la siguiente funcion:

Ejemplo:

1. Encontramos la derivada de la funcion i) = x°

f'(x) =3x°
Igualamos a cero la derivada:

f'(x)=3x*=0
de donde

x=0.

Como solo tenemos un punto critico y el dominiolaléuncidon son todos los reales,
entonces consideramos los intervalos

(.00 y (0,)
Evaluamos la derivada de la funcién edd (-~ : ,0)

f'(-1) =3(-1)%> 0.
Como f'(x) > Ola funcién es creciente en el intervdleo  (@orema 1).

Evaluamos la derivada drl (0,00 : )
f'@) =3m0°*>0.
Como f'(x) > Ola funcién es creciente en el intervd®o (tgorema 1ij.

Como la derivada no cambia de signo entoncesremeehay maximo ni minimo.
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Podemos representar los puntos anteriores egueeste grafica:

=y

-2 2

Definicidon de punto critico:Si c es un punto en el dominio de definicion de tureion
f ysi f'(c)=0 o f'(c) no existe, se dice quees unpunto criticodef.

De los puntos anteriores tenemos que para qudunt#dn tenga unextremo
relativo enc, entonceg debe ser upunto critica

Ejemplo 1: Encontrar los puntos criticos de la siguiente ifimc f (x) = x® + 7x* —5x
Solucién:

1. Encontramosf'(x) =3x* +14x— 5
2. lgualamos f'(x) = 0 es decir, 3x* +14x-5= 0
3. Encontramos las raices utilizando férmula gdnera

- ~14+ /14> - 4(3)(-5) _ -14+196+60 -14+/256 -14+16
209 6 6 6

1

De donde:x, :_—:0 =5 y X =§ = 3 gue son los Unicos puntos criticos de la

funcion, ya que la derivada existe en todos loesea
4. Como el dominio de la funcién son los realesisaeramos los puntos criticos para
determinar los siguientes intervalos:

s () (1o

5. Evaluamos la derivada'(x) =3x*+14x—- ®n un valor de cada uno de los
intervalos para ver como se comporta la funcionaeta intervalo:

Evaluamos- 60 (-e,— 5S)y se tiene quef'(—6) = 3(-6)* +14(-6) -5=19> @or lo
que la funcién es creciente en el intervéteo,— . 5)

EvaluamosDD(— 5, ;) y se tiene quef '(0) = 3(0)* +14(0) -5=-5< ,Qoor lo que
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la funcidn es decreciente en el intervéloS,:l))j )

EvaluamoSLD@,ooj y se tiene quef'()) = 3()* +14()) -5=12> Ppor lo que la

., . . 1
funcidn es creciente en el mterva@%,oo )

6. Podemos esbozar la funcion en la siguienteagrafi

Tosl5 X

Ejemplo 2: Encontrar los puntos criticos de la siguiente féinci (x) =3/x* .
Solucioén:

1.

5.

2
Encontramosf’(xX) = —.
R/x

, 2
Queremos ver cuandd “(x) =——= =0, pero esto nunca se cumple ya que el

R/x
numerador es 2.
Si x=0, no existef '(0) por lo que concluimos que st= , & funcion tiene

un punto critico en este valor.

Definamos los siguientes intervalos para analinagli®s el comportamiento de
la funcién:
(~e0.0), (0,)
Evaluamos la derivada en un valor de caxbede los intervalos para ver como se
comporta la funcion en ese intervalo:

. 2
Evaluamos-10 (-~ 0y se tiene que"(-1) = <0.
R-1

Evaluamod[ (0,0 ¥ se tiene que (1) = % >0.

En el primer intervalo la derivada es oreque cero por lo que la funcion es
decreciente len ese intervalo.

En el segundo intervalo la funcion es mayee cero por lo que es creciente en
ese intervalo.
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6. Podemos hacer el esbozo de la gréfica de ladinc

A
I\
N
_b -+
<y

Ejemplo 3: Encontrar los puntos criticos de la siguiente ifimd (x) = W

Solucién:
1. Encontramos la derivada de la funcionfde) = W
A/x
f'(x) =

(X 3

2. lgualamos a cero la derivada:
3
f'(x) = 4\3& =0; esto se da cuandax = 0.

3. Definamos los siguientes intervalos para analinagli®s el comportamiento de la
funcion:
(-w0)  (0.w)

43/x
3

4. Evaluamos la derivadd’(x) = en un valor de cada uno de los intervalos para

ver como se comporta la funcion en ese intervalo:

43—
Evaluamos-1[](-»,0) y se tiene quef ' (-1) = 3 1 —g <0 por lo que la
funcién es decreciente en este interviale 0).
. LB 4 g
Evaluamosl[] (0, )y se tiene quef"(-1) = 3 3 >0 por lo que la funcién

es creciente en este intervdyo).
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5. Podemos representar los puntos anterioresgrafiaa de la funcion:

Definicion de maximo absolutoUna funcién tiene un valanaximo absolutoen un
intervalo que contiene a si f(c) = f(x) para todox en el intervalo, y se dice que

f(c) es elvalor maximo absoluten el intervalo.

Definicién de minimo absolutoUna funciéon tiene un valominimo absolutoen un
intervalo que contiene asi f(c)< f(x) para todox en el intervalo, y se dice que

f(c) es elvalor minimo absoluteen el intervalo.

Definicién de extremo absolutdUn extremo absolutade unafuncién en unintervalo
es unvalor maximo absoluta minimo absolutade lafuncién en elintervalo.

Si cambiamos ehtervalo por eldominio de lafuncion, tenemos que:

Una funcién tiene un valanaximo absolutcsi c esta en eflominio de
definicion de f ysi f(c)= f(x) paratodax en el dominio def .

Una funcién tiene un valaninimo absolutasi ¢ esta en eflominio de definicion
de f ysi f(c)< f(x) paratodoax en el dominio def .

4.1. TEOREMA DEL VALOR EXTREMO:Si la funciénf es continua en un intervalo
cerrado[a, b], entoncesf tiene unvalor maximo absolutoy unvalor minimo absoluto
en [a, b].(Véase[4] para demostracion).

Utilizando el teorema del valor extremo y la difidon de punto critico, podemos
determinar losextremos absolut® de una funcion continua d@a,b] de la siguiente
forma:

1. Encontrar los puntos criticos def en [a, b].

2. Evaluar la funcion en los puntos criticos def en [a, b].

3. Encontrar f(a) y f(b).

4. De los valores encontrados en los pasos 2 y 3, ayor es el valor maximo
absoluto y el menor es el valor minimo absoluto.
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Ejemplo:

Encontrar loextremos absolutode f (x) = —=x* +4x—- 1 en [0,3].
Solucion:
1. Encontrar los puntos criticos def en [0,3].

Laderivadade f es: f'(x) = -2x+4.
Igualando laderivadaa cero tenemos que:

-2x+4=0.
Despejandax tenemos que:
X= _—4 =2
-2

Por lo que el puntos critico es 2.
2. Evaluar la funcion en los puntos criticos def en [0,3].

Si evaluamos la funcion en su punto critico terenque:
f(2) =-(2)* +4(2)-1=3.
3. Encontrar f(0) y f(3).
f 0) =-(0)° +4(0)-1=-1

f(3) =—(3)* +4(3)-1=-2
4. De los valores encontrados en los pasos 2 y 3agbnes el valor maximo
absoluto y el menor es el valor minimo absoluto.

Por lo que elalor maximo absolut@s3 y se obtiene cuando=2 y el valor

minimo absoluto es-2 y se obtiene cuando= 3.

4.1.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO
I. Encontrar los puntos criticos de la funcion dada:

3x2 2

1. f(x)=%. 3.F(x) = (x* - 4)3.
2.f(x) = x> +12x* + 45x — 52 4.5(x) = 2X
X —

II. Encontrar los extremos absolutos de la funcidrekeintervalo dado, si es que existe.
Encontrar los valores depara los que se tiene un extremo absoluto.

1. f(x)=-x*+4x-1 en [03]. 4.£()=V3+x en [-3w).
2. f(x):é en [2’3). 5.f(x)=x2+3x en [— 2,1].

en [— 2,1].

3. f(x)=% en [-23]. 6. f(X)=1+X2
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4.2. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

A continuacion se veran algunas aplicaciones dietevada que son importantes en el
analisis de funciones.

4.2.1. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES. CRITERI DE LA
PRIMERA DERIVADA

Recordemos las definiciones de algunos concepébisnomares:
Una funciénf es creciente en un conjunto(a,b) 0 Domf si para cualesquiera

dos puntosx;,X, en(a,b), x, # x,, se tiene quesi x;, < X,, entonced (x,) < f(X,).

Una funcionf esdecrecienteen un conjuntqa,b) 0 Domf si para cualesquiera
dos puntosx,,X, en(a,b), x, # x,, se tiene quesi x;, < X,, entonced (x,) > f(X,).

Si unafuncion escreciente o decrecientenA [0 Domf , entonces se dice que la
funcién esmondétonaen (a,b).

Cuando en la grafica de una funcigre f (x , 1§ pendiente de la recta tangente,
en cada punto de un interva(a,b) es positiva, la funcién es creciente fmb) y
cuando es negativa en cada puntdaje), entonces la funcién es decreciente,.

Como hemos visto anteriormente, la pendiente deetda tangente a una curva,
y = f(x) es f'(x) por tanto diremos que la funcién es crecientefs{x) >0 y es

decreciente sif'(x) < 0

Teorema (Criterio de la primera derivada para los &tremos relativos de una
funcién).(Véase[2] para demostracign

Seaf una funcion derivable en un intervdla b exjcepto posiblemente aril(a,b )
y C es un punto critico de entonces:

)] Si f'(x)> 0 paratodox[(a,c )y f'(x) <0 para todx(c,b ) entonces
f tiene un valor maximo relativo en

i) Si f'(x) <0 paratodox(a,c )y f'(x) >0 paratodx(c,b ) entonces
tiene un valor minimo relativo en

Estos criterios nos dicen que si tenemos una danobntinua en un nimem y
f'(X) cambia su signo de positivo a negativo, entoricésne un valor maximo

relativo enc, y si f'(x) cambia su signo de negativo a positivo, entohtiese un
valor minimo relativo ert. Veamos este resultado en las siguientes graficas:
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YA f‘(m)=0 YAP

- 0 f'(x)<0 -
f @) > F(2)<0 f@)>0

f'(x)=0

v

Ejemplo 1:
Calcular los maximos y minimos relativos de la fancf (x) = 2x*> —-3x* —12x + 2.
Solucion:

a) Obtenemos la primera derivadd(x) = 6x> —6x— .12
b) Igualamos la derivada a cero y resolvemos la eéoaci
6x> -6x-12=0.

Dividimos entre 6:
x> =x-2=0.
Factorizando:
(x-2)(x+1) =0.

Las raicessomx, =2 y X, =-1.

c). Tomemos los valores de las raices ordenan@oidsrma creciente y definimos
los siguientes intervalos:

(o) (12 (2w)
Evaluando en-20(- «,-1), tenemos que:
f'(-2) =6(-2)> -6(-2) —12=24+12-12= 24> 0.por lo que la funcién
es creciente en el interva(e o,-1).
Evaluando er0[1 (- 12), tenemos que:
f'(0) = 6(0)* - 6(0) -12=-12<0, por lo que la funcién es decreciente
en el intervalo(- 1,2).
Evaluando er8[(2,«), tenemos que:
f'(3) =6(3)> - 6(3) —12=132> 0, por lo que la funcién es creciente en
el intervalo(2, ).

Como la derivada es positiva dro,-1), y negativa en(-12), entonces en
x = =1 hay un maximo.

Como la derivada es negativa enl2) y positiva en(2,«), entonces ex= 2
hay un minimo.
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d) Se muestra un esbozo de la grafica de la funcion

\Y

-LO

15

Ejemplo 2:
Calcular los maximos y minimos relativos de la fancf (x) = x> - 4x—1.

Solucion:
a) Obtenemos la primera derivad&i(x) = 2x—4.

b) Igualamos la derivada a cero y resolvemos la eéoaci
2x—-4=0.

Despejando: x :g =2, laraizesx =2.

c) Tomemos el valore de la raiz y definamos iggisntes intervalos:
(Fw2)  (2w)

Evaluando er® (- ,2) tenemos que:
f'(0) =2(0)-4=-4<0, por lo que la funcién es decreciente en el iaterv
Evaluando er80(2,«) tenemos que:

f'(3 =2(3)—-4=2>0, porlo que la funcidn es creciente en el intarval
Como la derivada es negativa enw 2) y positiva en(2,«), entonces ex = 2
hay un minimo.

d) Se muestra un esbozo de la grafica de ladanci.
YA
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Ejemplo 3:
L . . , 3-x%, six<?2
Calcular los maximos y minimos relativos de la fancf (x) = ) :
X, SI Xx>2
Solucién:

Si x< 2 la funcién esf (x) =3-x* y su derivada esf'(x) = -2x ya que

- 2 _(— _ w2 (2 _
fim =@y 37X =D _ o 42Xy = =4
x-20  X—=2 x-2  X—=2 x-20 X—=2 x-2 X-2
= fim ZXFAXTD) ey =4

X-27 X—2 X2

Si x> 2 lafuncién es f(x) =x ysuderivada e$'(x) = ya que
x-2"  X=2 x-2" X =2
Cuandox se acerca a 2 por la izquierda escribimb_'s(Z) =4,

Cuandox se acerca a 2 por la derecha escribimbs2) = . 1

Por lo tanto,f  (2)no existe y 2 es un punto critico.

Cuandox< 2 f'(x) = —2x.

Igualando a cero la derivada tenemos g = pod lo quex = 0es un punto
critico.

Hagamos una tabla con los resultados obtenidoshpaesr un esbozo de la gréfica:

f(x) | f'(x) Conclusion
x<0 + f es creciente.
x=0 3 0 f tiene un valor maximo relativo.
O<x<2 - f es decreciente.
X=2 -1 No existe f tiene un punto critico.
X>2 + f es creciente.

Por tanto, la funcion es creciente en los intewétoo 0) y (2,0) y decreciente en
(0,2. Un eshozo de la grafica es el siguiente:

YA
4 J
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Ejemplo 4:
Calcular los maximos y minimos relativos de lacfon f(x) =|x.

Solucién:
1. Calculemos a derivada usando la definiciohrdie:

-0 X
0

im X =10 _ o 7O X
x-0 X—0 X-0 X — x-0 X

Pero sacando limites por la izquierda y por l&dea se tiene que:

|imH:§:1 y |imH:__X:—1_
x-0" X X x-0" X X
lim f(x)=limx=0
+ X—'O+
Ademas

lim f(x) = lim-x=0
X-0"

X-0"

De aqui que la funcion es continua en cero perteme derivada ahi pues sus
limites laterales son distintos.

2. Como x=0, es un punto critico, podemos definir intervale® qos permitan
conocer el comportamiento de la funcion.

3. Definimos los intervalog— 0), (0, ).
Evaluando en-1[0(-« ,0fenemos que:
f'(-1) =-1<0, por lo que la funcién es decreciente en el irier{—co ,0).
Evaluando el (0,0 }enemos que:
f'@ =1> 0, por lo que la funcion es creciente en el interv@ ).

Hagamos una tabla con los resultados obtepd@hacer un esbozo de la gréfica:

f(x) | f'(x) Conclusion
x<0 - f es decreciente.
x=0 0 No existe f tiene un minimo.
x>0 + f es creciente.

Por tanto, la funcion es decreciente en los intesvé-o 0) y creciente en(0,c ).

Un esbozo de la gréfica es el siguiente:
Y A

31
21
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4.2.2. ACTIVIDADES DE REFUERZO

Para cada una de las siguientes funciones:

a) Encuentra sus extremos relativos aplicandatericr de la primera derivada.
b) Determina los intervalos en los que la funcisrieciente y en los que es
decreciente.

c) Haz un bosquejo de la grafica.

1) f(x) = x® -9x* +15x - 5.
2) f(X)=x"+4x.

X—2
3)f = )
) (X) X+2
4) f(x) = xJ5-x*.
5-2x, i 3
5) f (x) = X StXxss
3x—-10, si 3<x

4.3. CALCULO DE MAXIMOS Y MINIMOS CON EL CRITERIO [E LA
SEGUNDA DERIVADA

Otra forma de determinar los extremos relativossiterando Unicamente al
namero criticac es el criterio de la segunda derivada para extregiagvos.
El siguiente teorema sustenta este criterio:

Teorema 4.
Seac un punto critico de una funcidren la cualf'(c) =0 y f' existe para todos

los valores de& en algun intervalo que contenga. &ntonces sif"(c Existe y:

i) f"(c)<0,f tiene un valor maximo relativo en
i) f"(c) >0, f tiene un valor minimo relativo en

Cuando f'"(c)= 0 y f'(c)=0 nada se puede decir acerca de un extremo
relativo enc.

Ejemplo 1:
Calcular los maximos y minimos relativos de la fanc f (x) = 2x® = 3x® =12x+ 2

Solucioén:
a) Calculamos la primera y segunda derivadas:

f'(x) =6x* -6x-12
f(x) =12x - 6.

b) Se iguala la primera derivada a cero y se hesl& ecuacion:
6x* —6x-12=0.

Dividimos entre 6:
x> -x-2=0.
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Factorizando:
(x-2)(x+1) =0.
Las raicessomx, =2 'y X, =-1.

c) Se sustituyen las raices encontradas en la daglsnivada:

Si x=2, entoncesf "(2) =12(2)-6=24-6= 18y comol8> (Q entonces existe
un minimo.

Evaluemos la segunda raiz. Sea - , edtonces
f"(-1)=12(-1)-6=-12-6=-18.
Como -18< 0entonces, existe un maximo.

d) Obtenemos el minimo de la funcién evaluarfda enx= 2
f(2) =2(2)°-3(2)°-12(2) +2=2(8) - 3(4) -24+2=16-12—-24+2=-18,

e) Obtenemos el maximo de la funcion evaluaride enx=-1
f(-1) =2(-1)°-3(-1)%-12(-1) +2=2(-1) - 3() +12+2=-2-3+12+2=9.

Por tanto, el punto minimo esta €)-18 y &l punto maximo ef— 19)

Ejemplo 2:
Calcular los maximos y minimos relativos de la fanc f (x) = x® -5x + 6.

Solucién:

a) Calculamos la primera y segunda derivadas:
f'(x)=3x*-5
f"(x) = 6x

b) Se iguala la primera derivada con cero y sagetes la ecuacion:

3x*-5=0 porlo que x:t\/g.

c) Se sustituyen las raices encontradas en la daglerivada:

Si x= \/E entonces f" \F = \F = B\F >0, entonces existe un minimo.
3 3 3 3
Si x= —\/E, entonces f" —\F = —\F = —\F <0, entonces existe un
3 3 3 3

maximo.

84



- . 5
c) Obtenemos el minimo de la funcién evaluanfdx) enx = \/g

(S5 4 o S

e) Obtenemos el maximo de la funcion evaluarfide en X = —\E:

5 5 5 5(( [5Y 5(5 5(10
(=2 ]=(- 3] +s 3 ve=- 3 2] -5 eﬂzsja )+
3 3 3 313 3\3 3L 3
El punto maximo esta dado p \/E\/E(gj +6|.

3 V3 3
A

\Y

4.3.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO

Encontrar los extremos relativos de cada funcidizatido el criterio de la
segunda derivada. En caso de que no exista la segengada, utilizar el criterio de
la primera derivada

1. f(X) =3x* —2x+1.
CF(X) = —4x3 +3x% +18x.
CF(X) =2x% —9x® + 27.
F(X) = (x-4)2.
CF(X) = x(x-13.
F(X) = xx+3.
CF(X) = x* —4x3 +4x% - 4.
(X)) =(x+2)3°.

(X)) =x/8-x%x%.

10.f(X) = (x-3)".

© 00 N O O b WDN
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4.4. APLICACIONES PRACTICAS DE MAXIMOS Y MINIMOS

Ejemplo 1: Se tiene una pieza cuadrada de carton que midengibr lado y se quiere
construir una caja abierta cortando cuadrados eguah las esquinas y doblando hacia
arriba. ¢De qué tamafo se cortaran los cuadradies @squinas para lograr que la caja
tenga un volumen maximo?

Solucion:

Llamemosx al lado del cuadrado que se va a recordiayvolumen de la caja

4

60 cm /

«— 60— 2z —
«—60Ccm ——

La funcion del volumen de la caja es
V = (60— 2x)(60- 2x)x = 3600k — 240x* + 4x° = 4x® — 240x* + 3600X.

Encontramos la derivada ¥e
'=12x* - 480x + 3600.

Igualamos a cero la derivada para encontrar logpuariticos:
12x* — 480x + 3600=0.
Factorizando tenemos que:

12x? - 480x +3600= 0
12{x? - 40x +300)= 0
12(x - 30)(x —10) = 0.

Por lo tanto, las raices sog;, =30 'y x, =10.
Calculemos ahora la segunda derivada:
V" (x) =24x- 480
Evaluamosx, =30 y X, =10 en la segunda derivada
V "'(30) = 24(30) -480=720-480=240> 0.
V"(L0) = 24(@0) - 480=240-480=-240<0.
Por lo que V(x )tiene un valor maximo er =10 y un valor minimo erx = 30
Si sustituimos estos valores en la funcion de velutenemos que:
V (30) = [60- 2(30)| [60- 2(30)] (30) = (0)(0)(30) =0
V (10) = [60- 2(10)] [60- 2L0)] (L0) = (40)(40)(10) =160Q
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De los valores calculados, se tiene que la cafee tun volumen maximo de
16,000cm® si hacemos un corte de 10 cm, es deeirl0 cm.
Cuandox =30, el volumen es cero, es decir, no podemos con&iraaja.

Ejemplo 2: Con 100 m lineales de tela de alambre, se quenearcun corral de forma
rectangular. Encontrar las dimensiones del comal £ puede delimitar de manera que
Su area sea maxima.

Solucion:
DefinamosA como el area del corral. Sies el largo, y el ancho, entonces el
area estara dada por:
A=Xxy.
Sabemos ademés que la tela de alambre es de 1ffr o, tanto, el perimetro
del corral rectangular estara dado por:

2x+2y =100 dividiendo entre 2 x+y= 50
Despejandoy tenemos que:
y=50-x.
Si sustituimosy en la funcién de area para tener una sola varignldremos que la
funcidn de area estara dada por:

A=xB0-X) =50x- x>,
DerivamosA, de aqui queA'=50- 2x.

Para encontrar los puntos criticos, igualamos @leaderivada:50-2x= 0

Despejandx tenemos qué&x = 50por tanto x = %0 =25.

Encontramos el valor dg:
y =50-x
=50-25
=25.

Calculemos ahora la segunda derivada:
A'(X) =-2x.
Evaluamosx, =25 en la segunda derivada, entonces:
A" (25 =-225 =-50.
Por lo que A(x )tiene un valor maximo er= 25
Si sustituimos estos valores en la funcién de velutenemos que:
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A(25) =50(25) - (25)* =1250- 625= 625.
De lo anterior se tiene que el area maxima se taaado el largo y el ancho del corral
miden 25 m. De manera que el corral es cuadradi@nga es de 625°.

Ejemplo 3: Hallar dos numeros enteros positivos que tengamocproducto 16 y su
suma sea minima.

Solucioén:
Searx, y dos numeros tales que su producto es 16, de agui q
Xy =16;

despejandoy se tiene que y=£5.
X

Observacion: Comaxy =16,entoncesx# 0,y # 0.
La funcion suma estara dada por:
S=x+y
Y se maximizara entre[116] (ya que parax =0, no esta definida esta funcion)
Sustituyendo |y que despejamos de la suma se tiene que:
16 _x*+16

S=x+ )
X X

Derivando la funcion suma se tiene que:
_x(2)-(x2+16) _ x*-16

X2 X2

Sl

Igualando a cero la derivada se tiene qife-16= de@qui que:
X=z4.

Calculemos ahora la segunda derivada:
oK@~ (X -16(2x) _ 23 -2 +32x _3x _ 32
S (X) - 5)2 - 4 T4 U3
(x ) X X X
Por las hipotesis del problema> , @or o que evaluamos= 4 en la segunda
derivada, entonces:

32 32 1
S'"@=—=—==_
@ 4 64 2
Por lo que S(x )tiene un valor minimo erx = .4

Ahora calculamos el valor dg:

X 4
Si sustituimos estos valores en la funcion dedmastenemos que:

(4 +16 _16+16 _32
4 4 4
De donde se observa quecsi 4, entoncey = 4 observando que la suma es minima.

S(4) = =8.
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Ejemplo 4:

El precio de venta de un articulo esld®- 02x pesos, donde es el nimero
de articulos que se producen en un dia. Si el desfiroducir y vender articulos en un
dia es deC(x) = 40x +15000 pesos, ¢ cuantos articulos se deben producir yevemdun
dia para que la utilidad sea maxima?

Solucién:

La utilidadU se obtiene multiplicando el nimero de articulasdpcidos en un
dia por el precio de venta de cada uno y a esthupto se le resta el costo de producir y
venderx articulos por dia. Tenemos entonces que:

U = x(100- 0.2x) — (40x +15000Q) .
Agrupando términos semejantes se tiene que:
U =100x — 0.2x* — 40x —15000
=-0.2x* +60x —15000
La derivada d&J respecto x es:
U'(x) = -04x+60.
Igualando a cero para encontrar la utilidad maxenamos que:

-04x+60=0.
De aqui que:
x:__GO =150.
-04

Por lo que si se producen 150 articulos, se tamtautilidad maxima.

Ejemplo 5.

Hallar las dimensiones del cilindro circular recte maximo volumen que se
puede inscribir en un cono circular dado.
Solucién:

Hagamos un dibujo que represente el problema:

Searb el radio de la base del con@agu altura.
El cilindro tiene radio, alturah y volumenV.
Sabemos que el volumen del cilindro esta dado/perr *h.
Utilizando semejanza de triangulos tenemos que:
a-h_a

r b’
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Despejandd se tiene que:

h=a—§n
b

Sustituyendd en la formula del volumen se tiene que:
V= nz(a—arj =mla-rore,
b b
La derivada d& respecto a es:
V'(r) = 2mar —:%;r%r2 = mr[z—:—;rj.
Igualando a cero la derivada se obtiene que:
mr(z _3 rj =0
b
. . 3 2b . . iy
asir=0,0 blen,Z—Br =0 de donde =? siendo este el numero critico.
Cuanda = 0 yr =b el volumen es cero.
2b L
Parar :? el volumen es maximo.

Calculemos la segunda derivada para saber shagsno.

V() = ZIB.—GITEF = Z/B(l—érj.
b b

. . 2b
Si sustituimosr =3 enV” tenemos que

V"(Z—:j = 2/1{ —E(Z—:D =2m(l-2)=-2m.

Comoa> 0 entonces se tiene que la segunda derivada esvaggar lo que la

. . o 2b
funcién volumen tiene un maximo en= ?

Si sustituimosr =2—; en V(r) tenemos que

2 3
V(Z—bj = H(Z_bj a- ﬂg(z_bj = ﬂ]ﬁbz(l—zj =2 >0
3 3 b\ 3 9 3) 27

. . 2b
Si sustituimosr = 3 enh tenemos que

a a(ij 2a a
I = |=za-E2=2
3 3

h=a-—r=a-
b b\ 3

Esto implica que el volumen méaximo del cilindro §tiene cuando su altura essde la

.2 . . .
altura del cono y su radio e3s del radio del cono en el que se haya inscrito.
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4.4.1. ACTIVIDADES DE REFUERZO
1. Encuentra dos numeros que sumen 20 y su prodeatmaximo.

2. Con una pieza cuadrada de carton de 2 m porskadmpiere construir una caja abierta
de base cuadrada. Calcular la caja con volumenmuéaxi

3. Se tiene 200 m de tela de alambre para cercgrdim de forma rectangular.¢ Cuales
deben ser sus dimensiones si se quiere que ef&aeaaxima?

4. Una péagina tendra un area impresa de 24 pulgadkdradas, un margen de 1.5
pulgadas en la parte superior e inferior y un madge 1 pulgada en los lados. ¢ Cuéles
son las dimensiones de la pagina mas pequefa queeclas condiciones establecidas?

(Sugerencia : Llama x a la base, y a la altura dedaaimpresa. Del area impresa despeja y en térmomx y
sustituye en el area de la pagina).

5. El precio de venta de un articulo es1®®- 05x pesos, dond& es el niumero de
articulos que se producen en un dia. Si el costrattucir y vendek articulos por dia
es C(x) = 30x + 2500 pesos, ¢cuantos articulos se deben producir éifaymara que la
utilidad sea méxima?

6. Se desea hacer una lata, con capacidad deamui¢ tenga la forma de un cilindro
circular recto. Hallar la razén de la altura alioade la base de manera que se utilice la

menor cantidad de material en la fabricacion dtia (Sugerencia: Dibuja un cilindro circular
recto de radio r y altura h. De la férmula para calar el volumen considera V=1 y despeja h emigos de r;

sustituye h en la férmula para calcular el areauwtecilindro circular recto)

4.5. CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

Dada una funcion y un punto cualqui®aen su grafica se pueden presentar los
siguientes casos en relacion con la recta tangenticho punto.

YA YAL

X X
@) (b)
En los casos (a) y (b) se observa que para vatongscercanos al punt®, la grafica de

la funcion se encuentra por debajo de la rectaetaegenP, por lo que se dice que la
curva es concava hacia abajo.

91



YA YA

© (@

En los casos (c) y (d) se observa que para vatawgscercanos al punte, la
gréfica de la funcion se encuentra por arriba dedta tangente B, por lo que se dice
gue la curva es céncava hacia arriba.

YA

NV

(€)

En el caso (e), la curva cambia de sentido a®ieavidad en el punt®y se
dice que la curva tiengn punto de inflexion enP.

Definicién: Seaf una funcion diferenciable sobre un intervalo abi¢a,b):
« Si f es creciente sobr@,b , la gréfica dd es cdncava hacia arriba sobre
(a,b).
» Sif es decreciente sobfa,b f),es concava hacia abajo sobf@b . )

4.5.1. TEOREMA DE CONCAVIDAD:
e Si f"(X)>0 paratodox(a,b ) entonced es cdncava hacia arriba en
(a,b).
e Si f"(X)<0 para todox(a,b ) entonced es concava hacia abajo en
(a,b).
Es importante sefalar que los reciprocos de estenta no son validos.
Ejemplo: Calcular los puntos de inflexion de la curdgx) = 2x*> =3x* —12x+ . 2

Solucion:
a) Encontramos la primera y la segunda derivadas:

f'(x) =6x* -6x-12
f(x) =12x - 6.

b) Igualamos a cero la segunda derivada y encoofas raices:
12x-6=0
6 1
X=—==.
2 2
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Como la funcion estad definida en todos los reatggpnces consideramos los

intervalos
=2 (G
— 00, — —,00
2 2

d) Tomamos0O (— oo;j y evaluamos alli la segunda derivada:
f'"(0)=12(0)-6=-6<0.

1 , . .
Tenemos entonces que (eﬂoo,2 , T es concava hacia abajo.

e) Tomamole@,ooj y evaluamos alli la segunda derivada:

f'"@) =120 -6=6>0.
Tenemos entonces que %wj f es cdéncava hacia arriba.

Definicion: Un punto de inflexibn de una funcidh, es un punto en el que la
gréfica def cambia de concavidad.

YA

XV

Teorema 5.
Si la funcionf es diferenciable en algin intervalo abierto queterga ac, y Si
(c, f(c)) es un punto de inflexiébn de la grafiéa entonces sif''(x )existe,

f(c)=0.

A continuacién se enuncian algunos criterios sploirgos de inflexion utilizando
derivadas:

4.5.2. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Si la primera derivada se anula para un valera.

Es decir f'(a) = Q y no cambia de signo, entonces hay una inflexiéra x = a.
Este criterio no sirve para determinar los puntsiélexion, solamente sefiala que si
al aplicar el criterio de la primera derivada peaécular extremos relativos, ésta no
cambia de signo, entonces hay un punto de infleg&no no nos dice cuél es.
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4.5.3. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Si la concavidad cambia de sentido, entonces lanslegderivada cambia de signo y

es igual a cero en el punto de inflexion. El praweehto para determinar los puntos

de inflexion es el siguiente:

a) Encontrar la segunda derivada.

b) Se iguala la segunda derivada a cero y se emmandas raices. Para cada una de
las raices en la segunda derivada se ve si hayicatalsigno en valores cercanos

(algun valor a la izquierda y algun valor a la dbeg, si existe el cambio de signo,

entonces hay que determinar que si hay puntoflgsiin.

c) Las ordenadas de los puntos de inflexién seobii sustituyendo las raices de la
segunda derivada en la funcion.

4.5.4. CRITERIO DE LA TERCERA DERIVADA
a) Se halla la segunda derivada, se iguala a cese gbtienen las raices de la
ecuacion.
b) Se saca la tercera derivada y se sustituyetliatas raices obtenidas en el paso
anterior. Para las raices en las que la tercenzadares distinta de cero hay punto de
inflexion.

Veamos algunos ejemplos en lo que se utilizaramdsultados anteriores.

Ejemplo 1:
Calcular los puntos de inflexion de la curya 4x® —12x* +36x+ . 7

Solucién:Se aplicara el criterio de la segunda derivada.

a) Calculamos la primera derivade:'(x) =12x* —24x+ 36
b) Calculamos la segunda derivadd !'(x) = 24x — 24.

c) lgualamos a cero la segunda derivagiéx —24=0.
Despejamos:
24x =24

_24_

Xx=—=1
24

Consideramos los intervalos
(~e) (1,00).
d) Evaluamos0Cl(-c 1)
f'(0) =24(0) - 24=-24<0.
e) Evaluamos2(1, )
f"(2)=24(2)-24=48-24=24>0.
Conclusioén:

Como la segunda derivada es negativa para valmeasres que 1 y positiva para
valores mayores que 1, se concluye xjg€el es un punto de inflexion.
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Ejemplo 2:
Calcular los puntos de inflexion de la curvgx) = x* — 2x°.

Solucién:Se aplicara el criterio de la tercera derivada:
a) Se calculan la primera, segunda y tercera derivada:

f'(x) = 4x® - 6%°
f''(X) =12x* —=12x
f'"'(x) =24x-12

b) Se iguala a cero la segunda derivada y se obtieseaices:
12x* =12x=0.

Factorizando se tiene quel2x(x-12) = . O
Las raices son: x=0 y x=1
c) Sustituimos cada una de las raices en la terezieada.

Parax= 0 f''(0) =24(0)-12=-12.

Para x= 1 f''(1)=24(1)-12=12.
Para las raices anteriores, la tercera derivadiéststa de cero, por tanto, cada una
de ella es un punto de inflexion.

d) Para obtener las coordenadas de estos punioBedédn evaluamos estos valores
en la funcién original.

Parax= 0 f(0)=0"-2(0)°=0.
Para x= 1 f()=1"-20)°=1-2=-1.

Por tanto, los puntos de inflexion son: (0,0 1y . 1)

YA
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Ejemplo 3:
Determinar en donde es cOncava hacia arriba, carlcagia abajo y encontrar los
puntos de inflexion (si existen) de la graficdaléuncion f (x) = (1-2x)°.

Solucién:
a) Encontramos primera y segunda derivada :

f'(x) = 3(L-2%)%(=2) = -6(1L- 2x)?
f''(x) = -6(2)(1 - 2x)(-2) = 24(1- 2x).

b) Igualamos a cero la segunda derivada y obtenersoailzes:

24(1-2x) =0
1-2x=0
1=2x

1

X==.

2

c) Consideramos los intervalos
=) (5]
—00,— —,00
2 2
SeaOD(— oo;j , entoncesf "(0) =24(1-2(0)) =24>0.
SealD@,ooj , entoncesf' (1) =24(1-2(1) =24-48=-24< 0

Como la segunda derivada cambia de signo, entdragemflexion enx = % .

d) Pongamos en la siguiente tabla los resultados:

f(x) f'(x) | f"(x) | Conclusion

( 1) + La grafica es concava hacia arriba.

x| —o0,—
2

« _1 0 0 0 La gréfica tiene un punto de inflexion.

2

(1 j - La grafica es concava hacia abajo.
x| =,c0

e) Con la informacién anterior tenemos un esboza geafica:

AY




4.6. TRAZADO DE GRAFICAS

Utilizando los resultados anteriores podemos r@sum método para trazar la
gréfica de una funciorf (x) .

a) Encontrar la primera y segunda derivadlax y )f''(x).

b) Encontramos los puntos criticos fle que son lag en el dominio dé tales que
f'(x)=0 o f'(x) no existe.

c) Se aplica el criterio de la primera derivadd deela segunda derivada para saber
si existen maximos relativos, minimos relativosrgaono de los dos.

d) Los intervalos en los qué es creciente se determinan a partir de los valiges
x para los cualesf'(x) > ;0Los intervalos para los cuales es decreciente se
determinan a partir de los valores xigara los cualesf'(x) < .0

e) Los posibles puntos de inflexion son los valgyasa los cualesf'(x) = 0o
f'"(x) no existe. Para esto se verifica el cambio deosiignf "' (x ).

f) Los valores dex para los cualesf'(x) > Qeterminan dénde la gréfica es
concava hacia arriba y los valores depara los cualesf'(x) < 0 determinan
donde la grafica es concava hacia abajo.

g) Formar una tabla con los resultados obtenidoszar la grafica.

Ejemplo:
Determinar la gréafica de la funcioh(x) = x* +3x*-3x— . 3

Solucioén:
a) Encontramos la primera y segunda derivada:

f'(x) =3x*+6x-3

f"(x) =6x+6.

b) Igualamosf'(x )con cero y resolvemos:
3x* +6x-3=0.

Dividiendo entre 3:
x> +2x-1=0

Obtenemos las raices utilizando formula general:
X = ~1+4/2 y X, = -1-4/2.
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c) f'" existe para todos los valores xteel Unico punto posible de inflexién es
aquel para el cuat "'(x) = .Encontremos este punto:

6x+6=0
6X=-6
x:_—6=—1.
6

Los puntos criticos sorx, =-1++/2, x, = -1-+/2 y x=-1.
Los intervalos que excluyen estos valores son:

[Feo,-1-+2) (1-v2-1) [F2-1442) [~1+42.0).

d) Determinemos six = - ZJes punto de inflexién, es decir, debemos vefr'si
cambia de signo antes y despuéxde— y con esto conoceremos también la
concavidad de la gréafica. Tomamos para esto loppux=—-2y x=0vy
evaluamos en ellos la segunda derivada:

f'(-2)=6(-2)+6=-12+60=-6

f"(0)=6(0)+6=6.
Como hubo cambio de signo, antes y despeiés=d-1, decimos quex=- 1
es punto de inflexion.

e) Vemos si existen extremos relativos. Esto leetras aplicando el criterio de la
segunda derivada:

Sustituimosx = —1++/2 y x=-1- J2enla segunda derivada:
Para x=-1++/2:
f(-1++/2) =6(-1+/2) +6= -6+ 6J2+6=612 >0,
por tanto, hayun minimo em = -1+ V2.

Parax=-1-+/2:
f'(-1-+/2) =6(-1-+/2) +6 = -6 - 62 + 6 = 642 <0,

Por tanto, hay maximo erx = -1-4/2.
f) Para sacar las coordenadas de los puntos mipimaximo, evaluamos en la
funcion original:

Aproximamosx, = ~1+42=041 vy X, =-1- J2=-241

f (04D = (04D° + 3(041)2 - 3(041) -3=-366
f(-241) = (-241)° + 3(-241)? - 3(-241) -3 = 766.

Por tanto, el punto minimo esta ¢d41,-366 y)el punto maximo en
(—241,766).

g) Dividamos la gréfica en los siguientes intervalos:

[o0,-1-v2) [1-v2:-1) [F1-1442) (-1+42.%)

y veamos como se comporta el signo. Pongamossagueente tabla los resultados:
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Valores dex f(X) f'(x) | f"(x) Conclusion

X[ (—oo,—l—\/i) + - La gréfica es creciente y concava
hacia abajo.

X=-1-4/2 =766 |0 —-6J2 <0 | La gréafica tiene un maximo
relativo.

xD(—l—\/E,—l) - - f es decreciente; la gréfica es
concava hacia abajo.

Xx=-1 2 -6 0 La grafica tiene un punto de
inflexion.

xD(—l—1+ @) - + f es decreciente; la gréfica es
concava hacia arriba.

X=—-1++/2 =-366 |0 6J/2 >0 | La gréfica tiene un minimo relativo

+ + f es creciente; la gréfica es

concava hacia arriba.

h) Con la informacion anterior tenemos un esbozo dgdfca:

2X

4.6.1 ACTIVIDADES DE REFUERZO

I. Para cada una de las siguientes funciones dieizmionde es concava hacia arriba
y donde es concava hacia abajo; encuentra los pdetmflexién si es que existen.

1.f(X) = x® +9x.

2. f(x) = x* —8x%+24x>.

3.f(x)=x>—9x* +24x - 7.

4. f(x) =3x*—4x> —12x°,
X

X2 -1

5.f(x) =
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[I. Construir la gréfica de cada funcion

1.f(x) =2x> -6x+1.
2. f(x) = x> +5x* +3x - 4.
3.f(x) = x* —4x® +16x.
X
1
4x

X242

4.1 (x) =

5. f(x) =
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CONCLUSIONES

Algunas partes de este trabajo, como Derivada, M@siy Minimos,
fueron ya utilizadas durante las asesorias. Elnmahfeeaceptado por parte de
los alumnos vy si facilito el trabajo tanto dented shlon d e clase como fuera de
éste, pues los alumnos pudieron avanzar de acaesdaritmo sin depender en
su totalidad del asesor.

Por lo que hubo una peticion generalizada de temenaterial similar de
los otros temas del curso.

Es cierto, sin duda, que el pretender cubrir usailnrasico de Calculo
Diferencial en 40 horas es una tarea dificil, pmrgle considero importante
buscar alternativas para que tanto los alumnos clamoasesores podamos
cumplir con este cometido.

Aunqgue en este trabajo se presentan los temasaduasicen el Plan de
Estudio de la materia de Calculo Diferencial, nasidero que sea un material
terminado. Creo que el trabajo en el salén de cksiecomo la opinién y las
sugerencias de alumnos y asesores, aportaranoslsmentos que deberan
tomarse en cuenta para enriquecer el presenteiahater

Existen temas dentro del plan de estudio de laraateomo el de la
demostracion de la existencia de limites por meeida definicion. Considero
gue en este nivel, este tipo de demostracionesafesmo estan aun al alcance
de los alumnos y no forman parte del objetivo deis@, por lo que seria
conveniente omitirlos.

Es un compromiso personal y como egresada de leergamde
Matematicas de la Facultad de Ciencias, el colab@mrgue mis alumnos se
acerquen sin temor a las Matematicas, y en paati@allCalculo Diferencial, y
descubran el valor y los alcances de estos coneaios en su vida dandoles un
uso responsable .Creo que este trabajo podriadewasie como un primer paso.
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Bachillerato General Mixto Prepa Plus
GUIA DE ESTUDIO PARA EL ALUMNO

CALCULO
DIFERENCIAL

CD1P23

Semana No.
Mayo 2008

Unidad 1 FUNCION

Guia de Estudio para el Alumno

Conceptos importantes que debes estudiar

* Constante, continuidad, contradominio, dominio, funcion, imagen, logaritmo, rango o
conjunto imagen, regla de correspondencia, relacion, variable, variable dependiente,
variable independiente.

Recomendaciones (estrategias de estudio)

* Primero lee, repasa y entiende. No trates de desarrollar ejercicios sin estudiar y
entender previamente las bases tedricas, porque ademas de que pierdes tiempo en
buscar los conceptos que no entiendes, te desanimaras al no entender lo que
desarrollas.

¢ Desarrolla nuevamente y entiende los ejemplos que se tratan en las tutorias. Lo
principal aqui es entender, preguntarse ¢por qué se realiza tal o cual operaciéon? No
se trata de memorizar pasos, sino de entender los porqués de cada cosa.

Calendario de estudio

Dia Tema, conceptos, actividades a desarrollar
TEMAS

N Variable y constante (Pag. 4)
. Concepto de funcién (Pag. 5)
. Relacion (Pag. 7)

Lunes . Notacion de funcién (Pag. 9)

CONCEPTOS

Variable, dominio de la variable, constante, funcién, variable
independiente,  variable  dependiente, relacion,  dominio,
contradominio, imagen.
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ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

Martes

TEMAS

. Grafica de una funcion (Pag. 12)

. Funcién real. Criterio de la vertical (Pag. 16)

. Dominio y dominio de imagenes de una funcion (Pag. 18)

. Recursos adicionales para el trazo de gréficas. Intersecciones
con los ejes. Simetria (Pag. 28)

CONCEPTOS
Caracteristica de una funcién, funcién real, conjunto imagen o
rango, intersecciones con los ejes, simetria.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos

* Consulta de dudas con el tutor
Resolver los problemas propuestos

Miércoles

TEMAS

e Funcién implicita y funcién explicita (Pag. 34)
e  Clases de funciones (Pag. 34)

. Representacion grafica de las funciones (Pag. 36)
. Funcién polinomial (P4g. 36)

CONCEPTOS

Funcién constante, funcién cuadratica, funcién implicita, funcion
explicita, funcion algebraica, funcion racional, funcién irracional,
funciones trascendentes, funcion polinomial, funcion idéntica,
crecimiento y decrecimiento de una funcion.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

Jueves

TEMAS

J Funcién racional (Pag. 54)

. Funcién exponencial (Pag. 61)
. Funcién logaritmica (P4g. 65)

CONCEPTOS
Funcién racional, asintotas, funcién exponencial, funcion
logaritmica, base, exponente, potencia, logaritmo, propiedades de
los logaritmos.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR
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* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

TEMAS
J Funcion trigonométrica (Pag. 70)
. Propiedades de las funciones (Pag. 74)

CONCEPTOS
. Funcidn trigonométrica, continuidad, limite, funcién parte entera.
Viernes
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
Bibliografia basica (capitulos, Fuentes complementarias (libros, revistas,

paginas a estudiar)

sitios web)

* Bosch, Carlos; Guerra, Manuel; Hernandez,
Carlos; De Oteyza, Elena. Célculo diferencial e
integral. McGraw-Hill. México, 2003.

* Ayres, Frank Jr. Calculo diferencia e integral
(Teoria y 1,175 problemas resueltos). Serie

Schaum McGraw-Hill. México, 1999. ---- El cual
puedes descargar gratuitamente en formato *.pdf
en el siguiente sitio web:

http://rapidshare.com/files/10855234/Calculo_Difer

e Calculo diferencial
Primera edicion 2006.
Autor: Francisco José Ortiz Campos.

encial e Integral -
Teoria y 1175 Problemas Resueltos.rar

Editorial: Publicaciones Cultural. * En este sitio web puedes encontrar teoria y

Unidad 1 (pp. 4-85)

ejemplos resueltos:
http://usuarios.lycos.es/calculodiferencial/

* En esta liga podras encontrar videos ilustrativos

gue explican la resolucion de problemas paso a
paso:
http://www.matematicasbachiller.com/videos/cdifer
encial/ind_dif02.htm#1

¢ http://www.matematicasbachiller.com/temario/calc

udif/tema_01/indice.html

Practicas, Laboratorios, Ejercicios, Cuestionarios

e Ejercicios calculo 1, paginas: 6 y 7.
e Ejercicios célculo 2, paginas: 11y 12.
e Ejercicios calculo 3, paginas: 17 y 18.

e Ejercicios calculo 4, paginas: 26, 27 y 28.

* Ejercicios célculo 5, paginas: 33 y 34.
e Ejercicios calculo 6, paginas: 35y 36.
* Ejercicios célculo 7, pagina: 54.
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e Ejercicios calculo 8, paginas: 60 y 61.
e Ejercicios calculo 9, pagina: 65.

e Ejercicios calculo 10, paginas: 69 y 70.
e Ejercicios calculo 11, pagina: 74.

e Ejercicios célculo 12, pagina: 79.

e Evaluacién sumativa, pagina: 81.

e Glosario, paginas: 83 y 84.
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ENCI¥A

TOMA EL CONTROL DE TU FUTURO

CALCULO
DIFERENCIAL

CD1P23

Semana No.
Mayo 2008

Unidad 2 LIMITES

Guia de Estudio para el Alumno

Conceptos importantes que debes estudiar

* Condiciones de continuidad, continuidad y discontinuidad en un intervalo, definicién de
continuidad, definicion de limite, discontinuidad esencial, discontinuidad removible,
limite, limite lateral, limites de funciones, limites en el infinito, limites infinitos, teorema
de continuidad de una funcion.

Recomendaciones (estrategias de estudio)

* Primero lee, repasa y entiende. No trates de desarrollar ejercicios sin estudiar y
entender previamente las bases tedricas, porque ademas de que pierdes tiempo en
buscar los conceptos que no entiendes, te desanimaras al no entender lo que
desarrollas.

* Desarrolla nuevamente y entiende los ejemplos que se tratan en las tutorias. Lo
principal aqui es entender, preguntarse ¢ por qué se realiza tal o cual operacién? No
se trata de memaorizar pasos, sino de entender los porqués de cada cosa.

Calendario de estudio

Dia Tema, conceptos, actividades a desarrollar

TEMAS
Vectores

N Nocién intuitiva de limites y limites laterales (Pag. 88)

CONCEPTOS

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
® Consulta de dudas con el tutor
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* Resolver los problemas propuestos

TEMAS
. Definicién de limites (Pag. 99)

CONCEPTOS
Definicién de limite, continuidad y discontinuidad en un intervalo..
Martes
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
*  Proposiciones para el calculo de limites (Pag. 108)
. Teorema de los limites (Pag. 108)
. Limites de funciones (Pag. 109)
CONCEPTOS
Miércoles Formas indeterminadas del tipo 0/0.
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
. Limites infinitos y limites en el infinito (Pag. 118)
CONCEPTOS
Limites infinitos, limites en el infinito, formas indeterminadas del tipo
e/ |imite lateral.
Jueves
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
. Teorema de continuidad de una funcién (Pag. 127)
. Condiciones de continuidad (Pag. 127)
. Teoremas de valor medio y de valores extremos (Pag. 133)
_ CONCEPTOS
Viernes Condiciones de continuidad, teorema del valor intermedio, teorema

de valores extremos, discontinuidad removible, discontinuidad
esencial.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
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* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos

Bibliografia basica (capitulos, paginas
a estudiar)

Fuentes complementarias (libros,
revistas, sitios web)

e Calculo diferencial
Primera edicién 2006.
Autor: Francisco José Ortiz Campos.
Editorial: Publicaciones Cultural.
Unidad 2 (pp. 86-137)

Bosch, Carlos; Guerra, Manuel; Hernandez,
Carlos; De Oteyza, Elena. Célculo diferencial
e integral. McGraw-Hill. México, 2003.

Ayres, Frank Jr. Calculo diferencia e integral
(Teoria y 1,175 problemas resueltos). Serie
Schaum McGraw-Hill. México, 1999. ---- El
cual puedes descargar gratuitamente en
formato *.pdf en el siguiente sitio web:
http://rapidshare.com/files/10855234/Calculo
Diferencial_e_Integral_-

Teoria y 1175 Problemas Resueltos.rar

En este sitio web puedes encontrar teoria y
ejemplos resueltos:
http://usuarios.lycos.es/calculodiferencial/

En esta liga podras encontrar videos
ilustrativos que explican la resoluciéon de
problemas paso a paso:
http://www.matematicasbachiller.com/videos/c
diferencial/ind_dif02.htm#1

http://www.matematicasbachiller.com/temario
[calcudif/ftema_01/indice.html

Practicas, Laboratorios, Ejercicios, Cuestionarios

e Ejercicios calculo 13, paginas: 97, 98 y 99.

e Ejercicios célculo 14, paginas: 106, 107 y 108.

e Ejercicios calculo 15, paginas: 114 y 115.
e Ejercicios calculo 16, paginas: 117 y 118.
e Ejercicios célculo 17, paginas: 122 y 123.

e Ejercicios calculo 18, paginas: 125, 126 y 127.

* Ejercicios célculo 19, pagina: 132.
e Evaluacion sumativa, pagina: 135.
e Glosario, pagina: 137.
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CALCULO
DIFERENCIAL

CD1P23

Semana No.

Mayo 2008

LAS RAZONES DE CAMBIO Y LA
DERIVADA

Guia de Estudio para el Alumno

Conceptos importantes que debes estudiar

* Definicion de la derivada, derivacion implicita, derivacién logaritmica, derivada,
derivadas de orden superior, diferenciabilidad y continuidad, incremento, normal,
razoén de cambio, regla de la cadena, regla de la potencia, regla de los cuatro pasos,
tangente, velocidad instantanea.

Recomendaciones (estrategias de estudio)

* Primero lee, repasa y entiende. No trates de desarrollar ejercicios sin estudiar y
entender previamente las bases tedricas, porque ademas de que pierdes tiempo en
buscar los conceptos que no entiendes, te desanimards al no entender lo que
desarrollas.

¢ Desarrolla nuevamente y entiende los ejemplos que se tratan en las tutorias. Lo
principal aqui es entender, preguntarse ¢por qué se realiza tal o cual operacién? No
se trata de memaorizar pasos, sino de entender los porqués de cada cosa.

Calendario de estudio

Dia Tema, conceptos, actividades a desarrollar

TEMAS

. La derivada (P4g. 140)

N Interpretacién geométrica de la derivada (Pag. 140)
. Raz6n de cambio promedio e instantanea (Pag. 151)
. La derivada como razén de cambio (Pag. 159)
Lunes . Diferenciabilidad en un intervalo (P4g. 170)

CONCEPTOS

Tangente, punto de tangencia, incremento en una variable,
incremento de una funcién, secante, pendiente, normal, velocidad
instantdnea, definicién de derivada, definicion de funcion derivada,
notacién de Lagrange, notacién de Cauchy, notaciéon de Leibniz,
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regla de cuatro pasos, diferenciabilidad en un intervalo.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

TEMAS

. Reglas de derivacion (Pag. 172)

. Reglas del producto y del cociente (Pag. 176)
. Regla de la potencia (Pag. 179)

CONCEPTOS

Derivacion de funciones algebraicas: derivada de la funcion
constante, derivada de la funcion identidad, derivada de la suma de
dos funciones, derivada del producto de dos funciones, derivada del

Martes producto de una constante por una funcién, derivada del cociente
de dos funciones, derivada de la funcién potencial de la forma y =
X", derivada de una funcién compuesta.
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
. Regla de la cadena (Pag. 188)
. Derivacion implicita (Pag. 193)
CONCEPTOS
. Regla de la cadena, derivacién implicita.
Miércoles
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
. Derivadas de funciones trigonométricas y funciones
trigonométricas inversas (Pag. 196)
. Derivadas de funciones exponencial y logaritmica (Pag. 209)
. Derivadas de orden superior (P4g. 216)
Jueves CONCEPTOS

Derivadas de funciones trigonométricas directas: derivada de
la funcion seno, derivada de la funcién coseno, derivada de la
funcion tangente, derivada de la funcibn cotangente,
derivacion de la funcidn secante, derivacion de la funcién
cosecante; derivadas de las funciones logaritmicas y
exponencial, derivadas de orden superior.
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ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

TEMAS

CONCEPTOS

Viernes

. Aplicaciones de la derivada (Pag. 217)
. Velocidad y aceleraciéon (Pag. 217)

Velocidad, aceleracion, razén de cambio.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

Bibliografia basica (capitulos,
paginas a estudiar)

Fuentes complementarias (libros,
revistas, sitios web)

* Calculo diferencial
Primera edicién 2006.
Autor: Francisco José Ortiz Campos.
Editorial: Publicaciones Cultural.
Unidad 3 (pp. 138-227)

Bosch, Carlos; Guerra, Manuel; Hernandez,
Carlos; De Oteyza, Elena. Calculo diferencial e
integral. McGraw-Hill. México, 2003.

Ayres, Frank Jr. Célculo diferencia e integral
(Teoria y 1,175 problemas resueltos). Serie
Schaum McGraw-Hill. México, 1999. ---- El cual
puedes descargar gratuitamente en formato
*, pdf en el siguiente sitio web:
http://rapidshare.com/files/10855234/Calculo_Dif
erencial_e_Integral_-

Teoria y 1175 Problemas Resueltos.rar

En este sitio web puedes encontrar teoria y
ejemplos resueltos:
http://usuarios.lycos.es/calculodiferencial/

En esta liga podras encontrar videos ilustrativos
que explican la resolucién de problemas paso a
paso:

http://www.matematicasbachiller.com/videos/cdif

erencial/ind_dif02.htm#1

http://www.matematicasbachiller.com/temario/c
alcudif/tema_01/indice.html

Practicas, Laboratorios, Ejercicios, Cuestionarios

e Ejercicios calculo 20, paginas: 150 y 151.

* Ejercicios célculo 21, pagina: 158.

e Ejercicios célculo 22, paginas: 168 y 169.
e Ejercicios calculo 23, paginas: 171y 172.
* Ejercicios célculo 24, paginas: 174 y 175.
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e Ejercicios calculo 25, paginas: 186 y 187.

e Ejercicios calculo 26, pagina: 192.

* Ejercicios célculo 27, pagina: 196.

e Ejercicios calculo 28, pagina: 201.

* Ejercicios célculo 29, pagina: 207.

e Ejercicios calculo 30, paginas: 215y 216.

e Ejercicios calculo 31, pagina: 222, 223 y 224.
e Evaluacion sumativa, pagina: 225.

e Glosario, pagina: 227.
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CALCULO
DIFERENCIAL

CD1P23

Semana No.

Mayo 2008

VALORES MAXIMOS Y MINIMOS
RELATIVOS Y SUS APLICACIONES

Guia de Estudio para el Alumno

Conceptos importantes que debes estudiar

Unidad 4

* Concavidad, criterio de la primera derivada, criterio de la segunda derivada, criterio de
la tercera derivada, extremo relativo, maximo relativo, minimo relativo, niUmero critico,
punto de inflexién, valor maximo absoluto, valor minimo absoluto.

Recomendaciones (estrategias de estudio)

* Primero lee, repasa y entiende. No trates de desarrollar ejercicios sin estudiar y
entender previamente las bases teoricas, porque ademas de que pierdes tiempo en
buscar los conceptos que no entiendes, te desanimaras al no entender lo que
desarrollas.

* Desarrolla nuevamente y entiende los ejemplos que se tratan en las tutorias. Lo
principal aqui es entender, preguntarse ¢ por qué se realiza tal o cual operacién? No
se trata de memorizar pasos, sino de entender los porqués de cada cosa.

Calendario de estudio

Dia Tema, conceptos, actividades a desarrollar
TEMAS

. Célculo de valores maximos y minimos relativos con el criterio
de la primera derivada (Pag. 230)

. Maximos y minimos de una funcién (Pag. 230)

CONCEPTOS
Extremo relativo, maximo relativo, minimo relativo, nimero critico,
Lunes maximo absoluto, minimo absoluto, extremo absoluto, teorema del

valor extremo.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos
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TEMAS
* Problemas practicos de maximos y minimos (Pag. 235)
* Aplicaciones de la derivada (Pag. 235)

CONCEPTOS
Aplicaciones que incluyen un extremo absoluto en un intervalo

Martes cerrado, criterio de la primera derivada.
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
¢ Andlisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
. Célculo de valores maximos y minimos por el criterio de la
segunda derivada (Pag. 246)
o Criterio de la segunda derivada para extremos relativos (Pag.
246)
L CONCEPTOS
Miércoles Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
¢ Andlisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
¢ Concavidad y puntos de inflexion (Pag. 250)
CONCEPTOS
Punto de inflexion, concavidad hacia arriba, concavidad hacia
abajo, teorema de concavidad, criterio de la primera derivada,
Jueves criterio de la segunda derivada, criterio de la tercera derivada.
ACTIVIDADES A DESARROLLAR
* Lecturay sintesis
* Analisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor
* Resolver los problemas propuestos
TEMAS
* Trazado de curvas (Pag. 259)
¢ Aplicaciones para trazar la grafica de una funcién (Pag. 259)
e Aplicaciones en las ciencias naturales, econémica-
administrativas y sociales (Pag. 264)
CONCEPTOS
Viernes Funcién creciente, funcién decreciente, puntos de inflexion,

maximos, minimos, concavidad, asintota.

ACTIVIDADES A DESARROLLAR

* Lecturay sintesis

¢ Andlisis de los ejemplos resueltos
* Consulta de dudas con el tutor

* Resolver los problemas propuestos

Autor: M. C. Hugo Alberto Alvarez Pérez 17/06/2010




Bachillerato General Mixto Prepa Plus
GUIA DE ESTUDIO PARA EL ALUMNO

Bibliografia basica (capitulos,
paginas a estudiar)

Fuentes complementarias (libros, revistas,

sitios web)

Calculo diferencial

Primera edicion 2006.

Autor: Francisco José Ortiz Campos.
Editorial: Publicaciones Cultural.
Unidad 4 (pp. 228-281)

Bosch, Carlos; Guerra, Manuel; Hernandez,
Carlos; De Oteyza, Elena. Calculo diferencial e
integral. McGraw-Hill. México, 2003.

Ayres, Frank Jr. Céalculo diferencia e integral
(Teoria y 1,175 problemas resueltos). Serie

Schaum McGraw-Hill. México, 1999. ---- El cual
puedes descargar gratuitamente en formato *.pdf
en el siguiente sitio web:

http://rapidshare.com/files/10855234/Calculo_Difer
encial e Integral -
Teoria y 1175 Problemas Resueltos.rar

En este sitio web puedes encontrar teoria y
ejemplos resueltos:
http://usuarios.lycos.es/calculodiferencial/

En esta liga podras encontrar videos ilustrativos
gue explican la resolucion de problemas paso a
paso:
http://www.matematicasbachiller.com/videos/cdifer
encial/ind_dif02.htm#1

http://www.matematicasbachiller.com/temario/cal
cudif/tema_01/indice.html

Practicas, Laboratorios, Ejercicios, Cuestionarios

Ejercicios calculo 32, paginas: 238 y 239.
Ejercicios calculo 33, paginas: 244 y 245.
Ejercicios calculo 34, paginas: 249 y 250.

Ejercicios calculo 35, pagina: 258.

Ejercicios calculo 36, paginas: 263 y 264.
Ejercicios calculo 37, paginas: 275, 276, 277 y 278

Evaluacion sumativa, pagina: 279.
Glosario, pagina: 281.
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CALCULO DIFERENCIAL

Al finalizar el curso el alumno desarrollara habilidades y destrezas
para planear y resolver problemas que involucren el concepto de
derivada, interprete y analice diversas situaciones reales con la
finalidad de plantear problemas de optimizacion y llegue a la solucion
de los mismos asi como proporcionara los elementos necesarios y
suficientes para abordar el calculo integral.

Unidad 1 FUNCIONESY LIMITES

Objetivos de Aprendizaje TEMAS

* Aplicar el concepto de funcién, limite y
continuidad de una funcioén asi como identificar los
diferentes tipos de funciones e interpretar su grafica.

* Funciones, funciones algebraicas, funciones
trascendentes,

Semana 2

Unidad 2 FUNCIONESY LIMITES (SEGUNDA PARTE)

Objetivos de Aprendizaje TEMAS

* Aplicar el concepto de funcién, limite y
continuidad de una funcién asi como identificar los
diferentes tipos de funciones e interpretar su grafica.

¢ funciones continuas y discontinuas, limite
de una funcioén.
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Unidad 3 LA DERIVADA

Objetivos de Aprendizaje TEMAS
* Aplicar las técnicas de derivacion y resolver * La derivada como un limite, derivada de una
problemas que involucren la razén de cambio funcién

Semana 4
Unidad 4 LA DERIVADA (SEGUNDA PARTE)

Objetivos de Aprendizaje TEMAS
e Aplicar las técnicas de derivacion y resolver * Derivadas implicitas, derivadas de orden
problemas que involucren la razén de cambio superior
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