UN1verRsIDAD NAcIoNAL AuTONOMA DE MEXICO

Y
UNIvERSIDAD M1cHOACANA DE SAN NicoLAs DE HIDALGO

PosGRADO CoNJUNTO EN CIENCIAS M ATEMATICAS
UNAM-UMSNH

Sobre los Paarametros de los digos y los Anillos de Cox de
Superficies Racionales

TESIS

Que para obtener el grado de Maestro en Ciencias Mdieas
Presenta:

BRrRENDA LETICIA DE LA Rosa NAVARRO
Director.  Dr. Mustapha Lahyane

MoRELIA, MicHOACAN - 18 pE FEBRERO DE 2010.



Agradecimientos

A toda mi familia por su apoyo incondicional.
A mis asesores Mustapha Lahyane e Israel Moreno, por todas sus ensefianzas

durante mi trabajo de tesis.

A los miembros de mi comité: Dr. Abel Castorena, Dr. Osvaldo Osuna y Dr.

Elmar Wagner, por sus observaciones y recomendaciones.
A mis amigos por toda su ayuda brindada desde que llegue a Morelia.
Al proyecto PAPIIT IN102008 Sobre el anillo de Cox de una superficie racional.

Al CIC-UMSNH (Proyecto 4.25), COECYT-FIFOECYT 2008 y PROMEP
UMSNH-PTC-214.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologfa.
A la Universidad Nacional Autonéma de México.

Al Instituto de Fisica y Matematicas de la Universidad Michoacana de San Nicolés
de Hidalgo.



Indice General

Indice General

Introduccién General

I Sobre los Parametros de los Cédigos

Introduccién

Nociones Basicas
1.1 Cédigos . . . . . o
1.2 Tasa de informacién . . . . . . . . ...

1.3 Distancia de Hamming . . . . . . .. .. ... ... L.

Deteccién y Correccién de Errores de un Cédigo
2.1 Deteccion de errores . . . . . . ...

2.2 Correccidon de errores . . . . . oo e e e e

Cédigos Lineales

3.1 Coédigo lineal . . . . . ... ..
3.2 Matriz generadora. . . . . ... Lo oL
3.3 Matrizde control . . . . .. ..o
34 Codigodual . . .. ..o

3.5 Decodificacién de un cédigo lineal . . . . . .. ... ... ...



4 Cotas de un Cédigo
4.1 Cotade Hamming. . . . . . .. ... .. ... ... .....
4.2 CotadeSingleton . . . . . . .. ... .. 0L

5 Cdbdigos Ciclicos
5.1 Codigo ciclico . . . . . ... Lo
5.2 Matriz Generadora y Matriz de Control . . . . . . .. ... ..
5.3 Ceros de un cédigo ciclico . . . . . .. .. ...
5.4 Coédigos BCH y Cédigos Reed-Solomon . . . . . . . ... ...

6 Coddigos bajo la Restriccién de Colinealidad
6.1 Codigos Algebraico Geométricos . . . . . . ... ... L.
6.2 Explosién del planoafin . . . . .. ...
6.3 Nociones Fundamentales . . . . . . .. ... ... .. .....

6.4 Cédigos bajo la restriccién de colinealidad . . . . . . . . . ..

II Sobre los Anillos de Cox de Superficies
Introduccién

7 Divisores y Equivalencia Lineal
7.1 Anillos de valoracién discreta . . . . . .. ... ... ... ..
72 Gavillas . . ...
7.3 Esquemas . . . ... ...
7.4 Divisoresde Weil . . . . . . .. ... ... 0.

8 Anillos de Cox
8.1 Sistemas lineales de divisores . . . . . . . . . . . . . ... ...
8.2 Anillo de Cox de variedades . . . . . . . . . . ... ... ...

9 Anillos de Cox de Superficies Racionales
9.1 Anillo de Cox del espacio proyectivo P™ . . . . . . . ... ...

31
31
32

34
34
38
39
40

41
41
42
46
47

52

53

55
55
56
58
63

67
67
68

70



9.2 Anillos de Cox de superficies racionales
Conclusiones

Bibliografia



Introduccion General

Este trabajo se consta de dos partes. La primera parte tiene como objetivo
construir cédigos utilizando las geometrias de superficies racionales lisas, en
esta parte utilizaremos la superficie que esta dada por la explosién del plano
proyectivo de puntos que estan sobre una recta, nuestra contribucién original
es el Teorema 68.

En la segunda parte daremos la teorfa de anillos de Cox ofreciendo una
conjetura acerca de la finitud de estos anillos.

Para mayor informacién del contenido de las dos partes ver las introduc-

ciones de cada una.



Introduccion

La Teorfa de Cdédigos se encarga de estudiar métodos para transmitir infor-
macion eficaz y precisa de un lugar a otro. Esta teoria se ha desarrollado
para distintas aplicaciones, algunas de ellas son la utilizacién de un celular,
transmisién de informacién financiera a través de lineas telefénicas, transmi-
tir informacién de una computadora a otra, entre otros. Esto puede llevarse
a cabo mediante una codificacién de la informacién que se requiere enviar.
La Teorfa de Cédigos es una parte de la Teoria de la Informacion igual
que la Criptografia. La Teorfa de Cédigos complementa a la Criptografia, ya
que el interés de esta ultima es codificar la informacién que se desea enviar,
de tal manera que si alguien intersecta esta informacién no la pueda leer.

Una vez que la criptograffa hace su trabajo interviene la Teoria de Cédigos.

Uno de los principales problemas a los que un cédigo se enfrenta son los
errores. Hay cédigos llamados detectores de errores, estos permiten detectar
cambios en un mensaje. También existen cédigos llamados correctores de

errores, los cuales pueden corregir los errores ocurridos.

El medio por el cual la informacién es transmitida se llama canal. Algunos
ejemplos de canales pueden ser los satélites, lineas telefénicas, fibras épticas
y cualquier otro medio fisico por donde se pueda enviar informacién. A la
hora de que la informacién pasa por el canal pueden ocurrir errores a causa
de algin tipo de interferencia en el canal, esta interferencia es llamada ruido.

Debido al ruido originado en el canal, la informacion se transforma agre-

gando cierta redundancia, a esto se le llama codificacién. Luego el emisor



envia la informacion codificada a través del canal. En base a esta codificaciéon
el receptor puede detectar, y posiblemente corregir, los errores producidos
y finalmente obtener la informacién original, a este proceso se le llama des-
codificacién.

El objetivo principal de la Teorfa de Cédigos es construir cédigos con la
propiedad de detectar y corregir errores originados durante la transmisién de
informacién por ruido en el canal. El siguiente diagrama muestra una idea
del modelo general de un sistema de transmisiéon de informacién con una

proteccién contra los errores.

—» | Caodificacion

—» | Canal

*

Ruido
1 p df (Origen de los errores)

Figura 1: Esquema de transmisién de informacion codificada con proteccion.

| Emisor —» |Descodiﬁcaci6n| —» |Reoeptor|

Veamos un ejemplo para visualizar el esquema. Supongamos que de-
seamos recargar nuestro celular, para esto llamamos a atencién a clientes de
nuestra companfa de celular, entonces escuchamos una grabacién que dice lo
siguiente: si desea recargar presione 1, si desea escuchar su saldo presione 2,
si desea hablar con un operador presione 3, si desea escuchar nuevamente el
ment presione 4. Los mensajes posible a enviar son recargar, saldo, operador
y ment, y estdn codificados como 1, 2, 3 y 4, respectivamente. En este caso,

el canal es un satélite.

Rebeca | —» 2 | —» | Satélite | —» | 2 —» | Loco-cel

Recarga Recarga

Figura 2: Proceso de recarga de celular.

Puesto que Rebeca desea recargar su celular presiona el 2, entonces ella



envia el mensaje de recargar codificado como 2, este mensaje pasa por el
satélite, luego el receptor recibe la informacién, en este caso es Loco-cel,
como Loco-cel sabe que 2 significa recarga, entonces descodifica el mensaje
y finalmente Rebeca tiene lo que queria. En este ejemplo considere que en el
satélite no ocurre ruido, pero esto no sucede, en la practica siempre ocurren
errores en el canal, para solucionar esto se construyen cédigos que puedan
detectar y corregir errores. A continuacién se procedera a dar la descripcion
del contenido de esta parte de la tesis.

Esta parte del trabajo se divide en 6 capitulos:

Capitulo 1: Se presentan nociones generales para el estudio de los pardme-

tros de un cédigo.

Capitulo 2: En este capitulo se define la nocién de un cédigo detector y

corrector de errores.

Capitulo 3: Se definen los conceptos generales para estudiar un cédigo lin-
eal, ademés se muestra la manera de generarlos a partir de una matriz
con renglones linealmente independientes, esta matriz es llamada ma-
triz generadora. Ademds se presenta un método para descodificar un

codigo lineal.

Capitulo 4: Se muestra que los pardmetros de un cédigo no son arbitrarios,
estan restringidos por ciertas cotas, en este trabajo la cota de interés

es la cota de Singleton.

Capitulo 5: Se definen conceptos generales para construir cédigos ciclicos.
Se muestra que un cdédigo ciclico puede ser generado a partir de un

tnico polinomio ménico en F [z], donde F es un campo finito.

Capitulo 6: En este capitulo se presentan conceptos fundamentales, por

ejemplo la explosién del plano afin y presentamos nuestro resultado



original (ver Teorema 68), donde hemos construido cédigos utilizando
la geometria de las superficies racionales obtenidas como explosién del

plano proyectivo en un ntimero finito de puntos de una recta.
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Capitulo 1

Nociones Basicas

Introducciéon

1.1 Cdédigos

Se tomard un conjunto finito I, el cual serd llamado alfabeto. Los elemen-
tos del alfabeto F se llamardn simbolos o digitos (cuando los elementos son
nimeros). Se dird que una palabra es una secuencia finita de simbolos del
alfabeto F. Luego, la longitud de una palabra estd dada por el nimero de

sfmbolos o digitos que forman dicha palabra.

Definicion 1 Sea F un alfabeto. Un cédigo C' es un conjunto finito de
palabras sobre F. Los elementos de C' son llamados palabras cédigo. FEl
tamano T del cddigo C' es el nimero de palabras codigo de C', es decir T =
|C|. Por otro lado, si |F| = q se dird que C' es un c6digo q — ario, en el caso

cuando q = 2 el codigo C' serd llamado cédigo binario.

Cuando todas las palabras de un cédigo tienen la misma longitud n , este
c6digo serd llamado cddigo bloque de longitud n, de otra manera se tendrd que
el cédigo es un cddigo de longitud variable. Los enteros n y T serdn llamados

unos pardmetros del cédigo.
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Observacion 2 Si la palabra x tiene longitud n (v = x1x2---x,), €S equi-
valente decir que v € F". Entonces un codigo bloque de longitud n es un

subconjunto de F".

Si C' es un cédigo bloque de longitud n y tamano T, se dird que es un

(n,T) — cédigo, donde n y T son pardametros del cédigo.

1.2 Tasa de informacion

Definicién 3 Sea C un (n,T) — cédigo q — ario, entonces el porcentaje de
stmbolos que guardan la informacion del mensaje original sobre el total de
stmbolos del mensaje transmitido se conoce como tasa de informacién dada

por
_ log, (T)

R(C) .

Obviamente R (C) es un elemento del intervalo [0, 1].

1.3 Distancia de Hamming

Para poder comparar una palabra con otra se va a definir una distancia cono-
cida como distancia de Hamming. La importancia de definir una distancia es
el poder medir la cantidad de errores que ocurren durante la transmision de
informacion. En el siguiente capitulo, se muestra la capacidad que tiene un
cédigo para detectar y corregir errors. Esta capacidad esta dada en relacién

con la distancia que se va a definir a continuacién.
Definicién 4 La distancia de Hamming estd dada de la siguiente manera:
§:F" x F* — R*

S((z1y ooy ) s (Y15 s Un)) = {0 |i # ys, coni € {1,...n}}.

12



De esta definicién se puede observar que 0 < d(z,y) < n para todo
(x,y) € F* x F™.

Ejemplo 5 Si tenemos las palabras 010301 y 103011 en FS, entonces su
distancia es § (010301, 103011) = 5.

En la siguiente proposiciéon se demostrard que esta distancia da una es-

tructura de espacio métrico al conjunto F”.

Proposicién 6 (F",0) es un espacio métrico, donde 0 es la distancia de

Hamming.
Demostraciéon. Veamos que ¢ satisface las tres propiedades de una métrica.

(1) Inmediatamente de la definicién de ¢ se tiene que ¢ (z,y) > 0 para todo
(x,y) € F™* x F". Por otro lado, se tiene que ¢ (z,y) = 0 si y s6lo si
{i |x; # yi, conie{l,..,n}} =0,
si y sélo si x; = y; para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto = = y.

(77) Simetria: Sea (z,y) € F" x F", por definicién

d(x,y) = |ilxi# vy, conie{l,...n}}
= WHilyi#xi, conie{l,..n}} =68y, x).

(7i7) Desigualdad del Tridngulo: Sean z,y,z € F". Consideremos los con-

juntos
Ay ={i|z; #yi,conie{l,...,n}t},
Ay ={i |z # vy yxi # zi,coni€{l,..,n}},
As={i|x; #vyiyx; =z,conie{l,...n}t}.

Luego, se tiene que A; es la unién disjunta de Ay U As, entonces
d(x,y) = |A1| = |Az| + |A3|. Por otro lado, |As] < §(x,2) vy |As] <
d (z,y). Por lo tanto, 6 (z,y) < d(x,2) + I (2,y).

13



Ahora se define otro parametro del cédigo que se llamara distancia minima

de un codigo C.

Definicién 7 Sea C' un cddigo, la distancia minima de C' se define como

d=6(C)=min{0 (z,y) | x,y € C, x #y}. (1.1)

Ejemplo 8 Si tenemos el codigo
C = {0123,2223,1133,2201},
su distancia minima es d = 2.

La distancia minima se toma mayor que cero ya que mds adelante se
mostrard un hecho que permite detectar a un cédigo un cierto niimero de e-
rrores, ocurridos durante la transmision de informacién, en base a la distancia
minima.

Asi definimos los pardametros del cédigo C' como la longitud n, tamano T’
y distancia minima d, y cédificamos esta informacién diciendo que C' es un
(n,T,d) — cédigo.

Como F" tiene estructura de espacio métrico se puede hablar de la nocién
de bolas.

Definicién 9 Sean x € F" y r > 0, se define la bola de radio r centrada en
T como
B(x,r)={yeF" | d(z,y) <r}.

Estas definiciones ayudardan a que cuando se recibe una palabra y que no

estd en el cédigo, se puede descodificar por la palabra c6digo més cercana a

Y.

14



Lema 10 Sea C' un cidigo con distancia minima d = 2t +1 6 d = 2t + 2,
entonces
B(a,t)N B (b,t) = @,

para cualesquiera a,b € C' y a # b.

Demostracién. Se proseguird por contradiccién. Sean a,b € C' con a # b.

Supongamos que existe z € B (a,t) N B (b,t) , entonces
d(a,b) <6 (a,z)+6(2,b) <t+t=2t<d,

lo cual contradice que d es la distancia minima de C. m

Para ahorrar casos, en lugar de considerar d = 2t +1 6 d = 2t 4+ 2 se

d—1

5 J , se puede ver de forma fécil que son equivalentes.

tomara t = L

15



Capitulo 2

Deteccién y Correcciéon de

Errores de un Cdédigo

Consideraremos al alfabero F como un campo finito de ¢ elementos. En
este capitulo veremos que la distancia minima da una cota superior para el

nimero de errores que puede detectar y corregir un cédigo (ver [3] y [7]).

2.1 Deteccion de errores

Para empezar a hablar de como un cédigo puede detectar errores, primero
supongamos que tenemos un (n,7T,d) — cédigo C. Ahora, cuando se envia
una palabra cédigo x € C' y se recibe una palabra z € F", se dice que C'
puede detectar errores si z ¢ C. Luego, se va a decir que ocurrieron s errores
en la transmision si d (z, z) = s. Por otro lado, se llamard patrén de error a
la palabra e € ", donde e = z — x.

Entonces, se dird que C' detectard el patrén de error e siy sélosie+x ¢ C
para todo x € C.

Veamos algunos ejemplos para visualizar lo anterior.

16



Ejemplo 11 Consideremos el codigo
C' = {000000,000111,111000, 111111},

donde F = Fy, y el cual es un (6,4, 3) — cédigo. Supongamos que se envia la
palabra codigo 111111 y se recibe la palabra 111011 € FS, puesto que 111011 ¢
C se tiene que C puede detectar errores, ademds tememos que ocurrio un
error, ya que d (111111,111011) = 1. Luego el patrén de error es e = 000100.
Como e + x ¢ C para cualquier palabra cddigo x de C, entonces C' puede

detectar el patron de error e.

Ejemplo 12 Si tomamos un cddigo C igual al conjunto F", spuede este
cddigo detectar algin patrén de error?. La respuesta es no, ya que si se
envia la palabra codigo aa - --aa € C, suponiendo que solo ocurre un error, y
se recibe ba - - - aa, esta palabra también pertene a C. Por lo tanto C no puede

detectar errores.

Ejemplo 13 Sean F = F, y C = {0011, 1122,2233}. Ahora considere-
mos los patrones de errores e; = 1100 y eq = 2222, se tiene que C puede

detectar ey, pero no a es, ya que ex + 0011 = 2233 € C.

Definicién 14 Se dice que un cddigo detecta hasta r errores si al enviar
palabras codigo ocurren s errores durante la transmision, con 1 < s <r, y la
palabra recibida no es una palabra codigo. Un codigo detecta exactamente s

errores si no detecta s + 1 errores.
Ejemplo 15 Consideremos el cédigo
C = {0000, 1100,0011,1111} C F3,

este codigo puede detectar un error, ya que si al enviar 0000 se recibe 1000,
la palabra recibida no pertenece al cédigo y la min{J (1000, z) | z € C'} = 1.
Por otro lado, si ocurren dos errores y se recibe 1100, el codigo no puede
detectar que ocurren dos errores, ya que 1100 € C'. Por lo tanto, C' detecta

un error.

17



Teorema 16 Sea C' C F" un cédigo con distancia minima d, entonces C

puede detectar a lo mds d — 1 errores.

Demostracién. Si suponemos que se envia la palabra cédigo x € C, en-
tonces la bola B (z,d — 1) contiene todas las posibles palabras recibidas en
las que ocurren a lo mas d — 1 errores durante la transmisién. Luego, la bola
B (z,d — 1) no contiene otras palabras cédigo, ya que la distancia minima
entre cada palabra cédigo es d. De esto, si no ocurren més de d — 1 errores
la palabra recibida no es una palabra cédigo. Por lo tanto C' puede detectar

a lo mas d — 1 errores. m
Ejemplo 17 Si tenemos el cédigo
C = {00000,11110,01111, 10001} C F3,

su distancia minima es d = 2. Por el teorema anterior C detecta un error.

2.2 Correccion de errores

Si se envia un palabra cédigo x de un cédigo C' C F" y se recibe una palabra
z de F" teniendo como resultado que el patrén de error e = z — x, entonces
se puede concluir que x fue la palabra enviada por ser z la palabra maés
cercana a r que a cualquier otra palabra cédigo. Si esto sucede cada vez que
una palabra cédigo es transmitida, entonces podemos decir que C' corrige el

patrén de error e.

Definicién 18 Un cddigo C corrige s errores si corrige todos los patrones
de error de distancia a lo mds s y no corrige al menos un patron de error de

distancia s + 1.
Ejemplo 19 Si consideramos el codigo
C = {000,111} C F§,

18



st enviamos la palabra cédigo 000 y ocurre un error durante la transmision,
entonces las posibles palabras recibidas son {100,010,001}, puesto que estas
palabras son mdas cercanas a la palabra cédigo 000, se tiene que C' puede
corregir un error y descodificar como 000. De manera analoga, si al enviar la
palabra codigo 111 ocurre un error, entonces el codigo puede corregir el error
y obtener finalmente la palabra enviada. Ahora si suponemos que ocurren dos
errores, por ejemplo si se envia 000 y se recibe 101, el cddigo decodificaria a
101 como 111, por ser 101 mdas cercana a 111. Por lo tanto C solo puede

COT’T’GgiT’ un error.

Teorema 20 Sea C' C F" un cédigo con distancia minima d, entonces C

puede corregir t = [%J

Demostraciéon. Si al enviar una palabra cédigo se recibe la palabra z € F",
y ocurren a lo méds t errores, entonces por el Lema 10 el error puede ser
corregido y z se descodifica por la palabra cédigo ¢ € C' tal que z € B (c,t).

Ejemplo 21 Se tiene que el cidigo
C' = {000000, 101001, 111111}

tiene distancia minima d = 3, entonce C' puede corregirt =1 error.

19



Capitulo 3
Cdédigos Lineales

De ahora en adelante se tomard al alfabeto F como un campo finito de ¢
elementos, entonces F" tiene una estructura de espacio vectorial sobre el

campo F.

3.1 (Cdbdigo lineal

Definicién 22 Un cédigo lineal C' se define como un subespacio vectorial

de F™ de dimension k < n.

Ahora se tiene que el tamaiio de C' es T' = ¢*, de esto en lugar de tomar el
tamano del cédigo lineal como pardmetro se considerard su dimensién. En-
tonces un c6digo lineal serd codificado como (n, k, d) — cédigo lineal. Los en-
teros n, ky d seran llamados los pardmetros de un cédigo lineal C. Ademss,
en este caso la tasa de informacién de C' serd exactamente %

De otro lado, como F" es un espacio vectorial, podemos definir la funcién

w llamada peso de Hamming.
Definicién 23 FEl peso de Hamming estd dado por
w:F" — RT,

20



donde
w (1, x0) =i | 2 #0, 1 <i <n},

para todo (x1,...,x,) € F".
El peso de un cddigo lineal se define como
w(C)=min{w (z) |z € C, z#0}.
De esta definicién y de la igualdad (1.1), se tiene el siguiente resultado.
Proposicién 24 Sea C' un cddigo lineal, entonces 6 (C') = w (C),

Demostracién. De (1.1) se tiene que,

5(C) = min{d (z,y) |z,y € C, xz #y}
= min{d(zr —y,0)| z,y € C, x #y}
= min{w (z —y,0) [z,y € C,z —y#0}.

Por ser C' un subespacio, se tiene que z —y € C' para todo =,y € C, entonces

d(C) = min{w(zx—vy) |z,yeC,z—y#0}
= min{w(z) |z€C, 240} =w(C).

La importancia de esta funcién es la manera practica de calcularse, ya
que en cédigos grandes el calcular su distancia minima serd més tardado. Por
la proposicién anterior calcular la distancia minima es lo mismo que calcular

el peso de un cédigo lineal.

3.2 Matriz generadora

La nocién de matriz generadora se debe a que existe una transformacion

lineal de F* a F” tal que cada elemento de una base de F* lo envia a un
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elemento de F", de manera que los elementos obtenidos sean linealmente
independientes. Entonces podemos formar una matriz donde estos elementos
sean sus renglones. Como veremos a continuacién, una matriz con k renglones

linealmente independientes generara un cédigo lineal de dimensién k.

Definicién 25 Sea C' C F" un cdédigo lineal de dimension k y longitud n.
Una matriz generadora de C, es una matriz G de tamano k X n cuyos ren-

glones forman una base de C.

Como una base de un c6digo lineal C' no es tinica, tampoco lo es la matriz

generadora, esto es, para cada base de C' se tiene una matriz generadora.

Observacion 26 Sea C' un cddigo lineal y G una matriz generadora de C',

entonces G genera a C, es decir
C={uG |ueF*}.
Demostracién. Sea {ci, ..., c;} una base de C.

(C) Sea z € C, entonces existen unicos uy, ..., u, € F tal que z = Zle U;Ci.
Luego, tomando
C1
w=(uy,...,u;) EFFy G = “
Ck,

Por lo tanto, ¢ = uG.
(D) Sea u € F*, se tiene que uG = uyc; + -+ - + upcy, = Zle u;c; € C.

|

De lo anterior se puede ver facilmente que, si se tiene un cédigo lineal C'
se puede obtener una matriz generadora a partir de encontrar una base de
C. Por otro lado, si se tiene una matriz G' de tamano k x n, con entradas en

F, de rango k < n, entonces G genera a un cédigo lineal.
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Observacién 27 Sean u,v € F¥, entonces uG = vG si y sélo si u = v.

Demostracién. Sea

&1
a=| 71,
Ck
una matriz generadora.
(=) SiuG =vG, donde u = (uq,...,ux) y v = (vy,...,v;), entonces
uG = uicy 4 -+ upcy

= viC1 + -+ UpCk
= G,
luego
(up —v1) ey + -+ (ug — vg) ¢ = 0.

Como ¢, . .., ¢ son linealmente independientes implica que (u; — v;) =

0 para todo i € {1,...,k}. Por lo tanto u = v.
(<) Siu = v implica que uG = vG.

[ |
Por otro lado, se puede decir que un cédigo lineal C' es la imagen de una

transformacién lineal inyectiva dada por
T:F* — F",
u+— u@,
donde G es una matriz generadora de C.

Definicién 28 Una matriz generadora G es llamada en forma estdndar si
es de la forma G = (I}, A), donde I}, es la matriz identidad k x k y A es una

matriz de tamano k x (n — k).
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Definicién 29 Se dice que un cédigo lineal C' es un cédigo sistematico si es

generado por una matriz en forma estindar.

Definicién 30 Dos cddigos Cy y Cy, de misma longitud n, son equivalentes

st existe una permutacion o € S,, tal que
OQZ{O'(ZE) |I€Ol},
donde o (x) = (xg(l), . ,x(,(n)) yr=(x1,...,2,).

Los cédigos equivalentes tienen los mismos pardmetros k£ y d. Por otra

parte, no todo cédigo lineal es generado por una matriz en forma estandar,
1 00

por ejemplo el cédigo lineal generado por G = ( 00 1 ) Pero se tiene

el siguiente resultado:

Proposiciéon 31 Todo cddigo lineal C' es equivalente a un cédigo sistemdtico

.

Demostracién. Sea G la matriz generadora de C' y sea G la matriz escalo-
nada reducida de G. Luego, se toma a (j,4;) como la posicién de los 1/s
lideres en el j — ésimo renglén y en la i; — ésima columna de G. Si G =
(91,92, ---,9n) y tomando la permutacién o = (k i) - (2 dz) (1 1) € Sp,

entonces G’ = (90(1), 9o(2)s - - ,ga(n)) es una matriz en forma estdndar. Como
C’z{ua : uEFk},
de esto se tiene que
{o (uG) : uEFk} = {uG : u EIF"‘} =,

donde o (Ua ) = (uga(l)a uga(2)7 s 7ugo(n)) . n
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Ejemplo 32 Consideremos el codigo lineal
C = {000,001, 010,011} C F3,
una base para C es {001,010}, entonces una matriz generadora de C' es
=(110)
luego se toma o = (1 3) (2) y se tiene que

1
G = 00 .
010

Por lo tanto C' es equivalente al cddigo sistemdtico C' = {000, 100,010, 110}.

3.3 Matriz de control

Definicién 33 Se dird que H es una matriz de control del cédigo C, si para

todo v € F™ se cumple que x € C si y sélo si Hx' = 0.

Para un (n,k) — cédigo lineal la matriz de control H tiene tamano

(n — k) x n y rango n — k (ver [4]).

Proposicion 34 Si G y H son las matrices generadora y de control de C,

respectivamente, entonces GH' = 0.

Demostracion. Si
C1

C2

Ck
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entonces {cy,ca,...,cr} es una base de C. Luego, ch- =0,yaquec; € C
paratodaj € {1,...,k}. Ademds, 0 = Hc} = (Hcﬁ-)t =c¢jH' conl <j<k.

Por otro lado,

CkHt
donde Opx(n—k) €s la matriz cero de tamano k x (n — k). =

Definicién 35 Una matriz de control es de la forma estandar si es de la
forma H = (B, I,,_y) , donde I,,_j es la matriz identidad (n — k) x (n — k) y

B es un matriz de tamano (n — k) X k.

Teorema 36 Sea H una matriz de control del (n, k) — cédigo lineal C. En-
tonces C' tiene distancia d si y solo si cualquier conjunto de d — 1 columnas
de H son linealmente independientes, y al menos un conjunto de d columnas

de H es linealmente dependiente.
Demostracion.

(=) Sea d la distancia de C, entonces existe z € C tal que w (z) = d, donde

z = (21,22, ..., Zn). Como
0= Hzt = ZHt = Zlhi +ee 4t Znhfz = Zi1h§1 +oe +Zidhida

con z;,, ..., %, las coordenadas de z distintas de cero, esto implica que

H tiene un conjunto de d columnas linealmente dependientes. Ahora,

supongamos que existe h;,, h,, ..., h;, , un conjunto de columnas de H
linealmente dependientes, entonces existen d—1 escalares a;,, ..., a;, , €
F no todos ceros tales que a; hf, + --- + a;,_, hf = 0. Si tomamos

a=(ai,...,a,) con a; = 0 para todo j ¢ {i1,...,iq_1}, luego
al' = ahi + -+ ayhl, = a, b} + -+ +a;, bl =0,

d—1
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lo cual implica que a € C, ya que Ha' = aH' = 0, pero w (a) < d—1lo

que contradice que C' tenga distancia d.

(<) Sea s = min{w (z) | z € C, x # 0}. Primero demostraremos que s >
d. Por contradiccién, sea z € C distinto de cero, supongamos que
s <d-—1, sean w;,,T;,, ..., v;, las coordenadas de x distintas de cero.

Luego, sean hy, ho, ..., h, las columnas de H, entonces
0= Ha'=aH" = x1h +a2hb+- -+ x,h!, = xi1h§1+xi2h§2+- : -—i—mithﬁs,

pero esto contradice que H tenga d — 1 columnas linealmente indepen-
dientes. De esto se tiene que s > d. Falta demostrar que s < d. Por
contradiccién, supongamos que para todo z € C' el peso de z es mayor
que d. Luego, existe un conjunto {h;,, hi,, ..., h;, } de d columnas de H
linealmente dependientes, entonces existe v € F*\C' con coordenadas
v; = 0 para todo j ¢ {i1,...,iq} con w(v) < d, entonces Hv' = 0
e implica que v € C, esto es una contradiccién, por lo tanto s < d.

Finalmente se tiene lo deseado.

3.4 (Cdbdigo dual

El espacio vectorial F” sobre el campo finito F tiene un producto interno

canénico dado por (z,y) =Y ., z;y; con z,y € F™.

Definicién 37 Si C es un (n, k,d) — codigo lineal entonces su cédigo dual

C+ de C es el conjunto
Ct={zcF": (2,0)=0VceC}.

Teorema 38 Sea C un (n, k,d) — cédigo lineal.
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(1) Si G es una matriz generadora de C' entonces

CL:{:BG]F": th:0}.

(ii) C* es un cddigo lineal.

(ii1) La dimension de C+ es n — k.
(iv) (CH)*" =cC.

Demostracién.

(i) Sea x € C*, entonces (x,c) = xc! = 0 para todo ¢ € C, en particular
si {e1,e9,...,ex} es la base canénica de F* se tiene que ¢;G € C para
todo 1 < i < k, de esto z (¢;G)" = 2G%e! = 0. Si G = [G1, Gy, ..., Gy

entonces
rGlel = (11G1, 15Go, ..., 1,G) el = 2,G; =0, V1 <i<k.

Luego, zG' = 0 y de esto z € {x € F" : 2G' = 0}. Reciprocamente,
seaz € {x € F": 2G' =0} y sea ¢ € C. Por demostrar que xzc' = 0.

Luego, existe u € F* tal que ¢ = u@, de esto
zct = 2G'' = (0,...,0)u’ = 0.
Por lo tanto, C+ = {z € F": zG' = 0}.

(ii) Como C es un subespacio de F" también lo es C*+ (ver Proposicién 5.31

de [4]).
(173) Existe un resultado que dice que si C' C F”" entonces
dim ((C)) + dim (C*) =n

(ver Proposicién 5.32 de [4]), en nuestro caso C' = (C), ya que C' es

un subespacio de F". Por lo tanto se tiene que dim (CL) =n—k.
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(v) Sien dim (C) + dim (C*) = n hacemos C = C*, tenemos que
dim ((C4)") = k = dim (C),
entonces es suficiente probar que C' C (CL)L. Seace Cyseazc Ch

Luego, para todo b € C se tiene que zb' = 0, en particular zc¢' = 0, de

esto cz! = z¢t = 0, lo que implica que ¢ € (CL)l.
n

Observacién 39 Si G es una matriz generadora del (n, k) — cédigo lineal

C. Entonces G es una matriz de control del (n,n — k) — cédigo lineal C*.

Demostracién. Por demostrar que C+ = {z € F* : Ga' =0}. Esto se

tiene del Teorema 38 (i), ya que Ga' = 2G' =0. =

Observacién 40 Sea H una matriz de control de C un (n, k)—cédigo lineal.

Entonces H es una matriz generadora del cédigo dual C+, es decir
Ct={vH :veF"*}.
Demostracioén.

(D) Sea v € F* % y sea ¢ € C. Por definicién de H se tiene que Hc! = 0,
luego (vH)c! = v (Hc') = 0. Por lo tanto, vH € C*.

(C) Sea z € C+. Si

luego de la Proposicién 34 y de la observacion anterior, tenemos que
h; € C+ paratodo 1 < i < n—k. Ademss el conjunto {hy, ha, ..., by 1}
forma una base para O, ya que H tiene rango n — k. Entonces existen

unicos vy, Vg, ..., v, € F tal que z = vH, donde v = (v, Vg, ..., Vy_g)-
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3.5 Decodificacién de un cédigo lineal

Ahora daremos un método para la descodificaciéon de un cédigo lineal. Sea
C un (n,k,d) — cédigo lineal de F". Sea x € C una palabra enviada y sea

y € F" la palabra recibida, entonces consideremos el subconjunto

y—-C={y—-p|pecC}

de F", luego existe un zo € F” tal que w (29) = min{w (z) | z € y — C}, el
proposito de esta descodificacién es de decir que la palabra cédigo y — 2y es

la palabra que hemos enviado, osea y — 2y = x.
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Capitulo 4
Cotas de un Coédigo

Como ya se definio antes, los pardmetros para el estudio de un cédigo C,
son la longitud n, el tamano 7' y la distancia minima d. Estos enteros, en
general, no son arbitrarios, por ejemplo el tamano de C' no puede ser mayor
que |F"|, ya que C' C F" y también se tiene que 1 < d < n. Pero estas no son
las tnicas restricciones para estos pardametros, acontinuacién se mostraran
algunas cotas para los pardmetros, por mencionar algunas se tiene la cota de

Griesmer, la cota de Plotkin, la cota de Hamming y la cota de Singleton (ver

[6])-

4.1 Cota de Hamming

Antes de probar la cota de Hamming, para un (n,T,d) — cédigo q — ario,
veamos que
7]
n i
Bz, =) () (¢—1)",
i=0
para todo x € F", y r > 0. Se tiene que

Lr)

B(a,r)={yeF" [d(z,y) <r}=J{yeF" |6 (x,y) =1}
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De esto |B (z,7)| = 21@0 {y € F" | § (x,y) = l}|. Por demostrar que

wer sen=t=(})a-"

Sea y € {y € F" | 6 (x,y) =1}, entonces si x = (1,...,x,) existen iy,
ig,. .., 0 tal que x;; # y;;, con 1 < j < [,y z; = y; para toda i €
{1,...,n}\Ai1,...,4}. Sin perdida de generalidad se puede suponer que

r=(21,. ., 2,01,y ) VY= (Y1, Y A1y ey Apy)

con x; # y; para toda i € {1,...,l}. Luego, se tiene que hay (7) posibles
maneras de tomar a y. Ahora, para elegir a y; # x; hay ¢ — 1 elementos de
F para toda i € {1,...,1}. Por lo tanto

wer o =ni=(7) -

Proposicién 41 (Cota de Hamming) Sea C un (n,T,d)—cédigo q—ario

d—1

5 J , entonces

cont:L

2

T. (Na-v<e (1)

Demostracion. Por el Lema 10, se tiene que las bolas de radio ¢ centradas
en palabras cédigo de C' distintas son disjuntas, entonces 1" - |B (z,t)| < ¢"

para todo x € C. De la observacién anterior se tiene la desigualdad (4.1). =

4.2 Cota de Singleton

Proposicién 42 (Cota de Singleton) Sea C un (n,T,d)—cédigo q—ario,
entonces
T < qn—d-l-l'

En particular, si C' es un (n.k,d) — cédigo lineal q — ario, entonces

E<n-—d+1.
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Demostraciéon. Sea I un alfabeto de ¢ elementos, entonces C' C F". Si a
cada palabra cédigo de C' eliminamos las ltimas d — 1 coordenadas, entonces
las palabras resultantes son de longitud n—(d — 1) y estas son todas distintas,
ya que la distancia minima de C' es d. Luego, si D es el conjunto formado
por las palabras de longitud n — (d — 1), entonces D C F*~(@=1)_ Por otro
lado se tiene que D tiene T' elementos, de esto T' = |D| < "=+,

Ahora, para el caso de un (n, k,d) — cédigo lineal se tiene que T' = ¢F,

luego ¢* < ¢" %1, lo que implicaque k <n—d+1. =

Definicién 43 Los cddigos lineales que satifacen la cota de Singleton son

llamados c6digos de maxima distancia de separacién (o MDS).
Por ejemplo, un cédigo
C={(a,..,a) e F"| a € F},

donde el campo F tiene ¢ simbolos, es un (n, 1,n) — cédigo lineal y satisface
la cota de Singleton, entonces es un MDS. Existen otros cédigos lineales
llamados Reed-Solomon, estos serdan definidos mds adelante, que satisfacen
la igualdad de esta cota. De lo cual se tiene que, en general, la cota no puede

ser mejorada.

Proposicién 44 Si C' es un (n, k,d) — cédigo lineal de mdxima distancia
de separacion (MDS), entonces su cddigo dual C*+ es un (n,n —k, k+1) —
codigo lineal de MDS.

Demostracién. Del Teorema 38 se tiene que C es un cédigo lineal de
dimensién n — k, entonces lo que queda por demostrar es que la distancia
de C+t es k+1. Si G es la matriz generadora de C, la cual tiene rango k,
implica que G es la matriz de control de C*. Luego, si d’ es la distancia de
C* entonces d' — 1 = k por el Teorema, 36. Por lo tanto, d =k + 1. =
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Capitulo 5
Cdédigos Ciclicos

Como los cédigos ciclicos son cédigos lineales, seguiremos considerando un
alfabeto F como un campo finito de ¢ elementos. Nuestro interés en estos
cédigos es para definir los cédigos Reed-Solomon, los cédigos ciclicos son los

pilares para construir los cédigos Reed-Solomon ([6]).

5.1 C(Cdbdigo ciclico

Definicién 45 Un (n, k) — cédigo lineal C' sobre F, es un cédigo ciclico si

para cada ¢ = (co, C1,...,cn1) € C' se cumple que ¢ = (¢p_1,C0, .., Cn2) € C.
Ejemplo 46 Consideremos el cédigo
C = {0000, 1010,0101, 1111} C 3,

es es un (4,2) — coédigo lineal. Ahora veamos que es ciclico, para 1010 en
C se tiene que 0101 € C' y para 0101 € C' tenemos que 1010 es un elemento
de C. Para los dos elementos restantes de C es obvio que al mover el ultimo
digito al inicio la palabra resultante sigue siendo una palabra cédigo. Por lo

tanto C' es un codigo ciclico.
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Ejemplo 47 Tomemos el cddigo lineal
C = {000, 100,011,111} C FF3,

luego para 011 en C' se tiene que 101 no es un elemento del cédigo, por lo

que implica que C' no es un cédigo ciclico.

Consideremos el anillo de polinomios F [x], luego existe una correspon-
dencia entre la palabra ¢ = (cg,¢1,...,¢,-1) € F" y el polinomio ¢ (x) =
cotciw+- - +c,12" 1 € Flx] (ver [8]). Por otro lado, si A = F[z] / (z" — 1)
podemos identificar el polinomio co+ciz+---+c¢,_ 12" ! en F [x] con la clase
cotcir+- - +e, 12" +(z" — 1) en A. Entonces, para ¢ = (c,_1,Co, -y Cn_2)
su polinomio correspondiente es

c(z) = cp1tcor ey or™?

= z(c+ar+- -+ 12" ) — g (2" = 1)

= zc(x) —cpq (2" —1),

de esto, ¢(x) = zc(x) + (2™ — 1).

En consecuencia de lo anterior,
m: " — A,

es una transformacion lineal de espacios vectoriales sobre [F, dada por

7 (ag, a1, ..., Gn_1) := a (x) = ag + a1 + - - + ap_12" ",

donde a = (ag,a1,...,a,-1). Entonces un cédigo en F™ puede considerarse
como un subconjunto en A. En el transcurso de este capitulo, identificaremos

algunas veces a F" con A.
Ejemplo 48 Tomemos el cédigo ciclico
C = {0000, 1010,0101,1111} C F3;
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entonces m(0000) = 0, w(1010) = 1 + 2%, 7 (0101) = = + z y 7 (1111) =
1+ + 2%+ 23. Por lo tanto,

m(0)={0,1+2" v+ 2 1+z+2>+2°} CFy[z]/(a* - 1).

Antes de continuar introduciremos una nociones bésicas para el estudio

de cédigos ciclicos.

Definicién 49 Sea R un anillo conmutativo. Sea I un subconjunto de R, se

dice que I es un ideal de R, si:
(1) Para todo a,b € I, se tiene que a+b € [
(17) Para todor € R ya € I, se cumple que ra € 1.

Teorema 50 Un cddigo lineal C en F" es ciclico si y sélo si w(C) es un
ideal en A.

Demostracion.

(=) Sean ¢; = (ug, U1, .o; Up_1) , ca = (Vo, V1, ..., vy_1) € C, entonces 7 (¢1) =

Uy + U+ Uy Ly (cg) =vo+viz+--+ Vp—12" L, luego
7 (1) 47 (c2) = (ug + vo)+(ur +v1) T4 - A (U1 + Vy_1) 2" € 7 (C).

Ahora sea r (z) € A, donde r (z) = p(x) + (z" — 1), con p(x) € F [z]
y sea ¢ = (29, 21, .., Zn—1) € C. Por demostrar que r (z) 7 (c) € 7 (C).
Puesto que zc (x) corresponde a (z,_1, 2o, --., 2,—2) ¥ €s un elemento de
C, ya que C es ciclico, entonces zc(x) = z7 (c) € 7 (C), luego x?c ()
corresponde a (z,_2,2p_1, ..., 2n_3) € C, entonces z?c(x) € 7 (C), de
manera analoga se tiene que z'c (z) € m (C') para todo i. Por otro lado,
r(z) =ro+rx+--+r, 12" ! para algin (ro,r1,...,7,_1) € F*, y de

lo anterior se tiene que
r(x)c(z) =roc(z) +rze(x) + -+ 112" te(z) € 7 (C).

Por lo tanto, 7 (C') es un ideal en A.
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(<) Sea (cg, ¢y, ..., ch—1) € C, entonces m (g, 1, ..., 1) €s un elemento del
ideal 7 (C), luego x7 (co,c1,...,cn_1) € w(C) y esto corresponde a la

palabra cédigo (¢,-1, co, ..., Cn—2). Por lo tanto, C' es ciclico.
|

Definicién 51 Un ideal I de un anillo conmutativo R es llamado ideal prin-
cipal si existe a € I tal que I = (a), donde (a) = {ra : r € R}. Luego, a es

llamado el elemento generador de 1.
Observacion 52 Todo ideal I del anillo A es un ideal principal.

Demostracién. Una demostracion esta en el Teorema 5.2 en la pagina 151
de [11] m

Corolario 53 Sea C' un cddigo ciclico en F", existe un unico polinomio

ménico g (x) € F[x] que divide a " — 1, tal que w (C) = (g () + (=™ — 1)).

Demostracién. Por el Teorema de la Correspondencia existe un ideal I de
F[z], con (z" — 1) C I, tal que 7 (C') = I/ (2" — 1) . Luego existe g (z) € I
polinomio ménico tal que I = (g (x)), como z" — 1 € [ se tiene que g (x)
divide a 2™ — 1. Ahora, sea f (z) + (" — 1) € 7 (C), como f (z) € I existe
p(z) € Flz] tal que f(x) =p(x)g(x). De esto

fla)+&"=1) = px)g(@)+ " -1)
= @)+ " =1)(g(@)+ " -1)).

Lo anterior implica que 7 (C) = (g(z) + (2" —1)). Solo falta mostrar la
unicidad. Supongamos que existen ¢ (z),h(x) € F[z] polinomios ménicos
de grando més pequeno que dividen a x™ — 1, tal que sus clases generan a
7 (C). Luego deg (¢ (z)) = deg (h (x)) . Entonces g (x) —h (x) es un polinomio
distinto de cero de grado m&s pequeno que el grado de ¢ (z) en 7 (C'), esto

es una contradiccién. Por lo tanto g (x) es tinico. m
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Definicién 54 Si C' es un cddigo ciclico, el polinomio generador de 7 (C')

también es llamado el polinomio generador de C'.

Teorema 55 Sea C' un cddigo ciclico en F" y sea g (x) el polinomio gene-

rador de C. Si deg (g (z)) =n — k entonces
(1) C tiene dimension k.

(i) Las palabras cédigo correspondientes a g (z),zg (x),...,25 1g () forman

una base para C'.

Demostraciéon. Una prueba a este teorema se encuentra en el Teorema
4.2.13 en la pédgina 105 de [3]. m

Ejemplo 56 Sean =5, g(z) =x+1 el polinomio generador para el cédigo

ciclico C en F5. Entonces una base para C' es
{:c—i— 1,22 42,23 —|—x2,:c4+x3} ,

donde esta base corresponde a las palabras codigo 11000,01100,00110,00011,

respectivamente.

5.2 Matriz Generadora y Matriz de Control

Corolario 57 Sea C' un cédigo ciclico en F", con polinomio generador

g@) =go+gr+ -+ gnrz" ",
entonces tiene matriz generadora
g(x) 9o g1 Guk 00 - 0
zg (z) 090 g1 Gnt O -+ 0
G = : = .
ot g (x) O -+ 006 g1 Gnk
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Demostraciéon. Del teorema anterior los renglones de la matriz G forman

una base para C. De esto se tiene que G es una matriz generadora. =

Definicién 58 Sea C' un cédigo ciclico en F™, con polinomio generador g (x)

de grado n — k, llamaremos polinomio de control de C' «a

" —1 &
_ _ . 1
h (33) 7 (m) ho + hix + + hpx (5 )

Proposicion 59 Para un cédigo ciclico C en F™, con polinomio de control

dado por (5.1), entonces la matriz de control H, de tamano (n — k) x n, es

de la forma

00 -+ 0 hy hter -+ hi hy
o 0 -+ 0 hy hk,_l <o+ hy hy O
hi hg—1 -+ hi he 00 --- 0

Demostraciéon. Solo se necesita probar que GH! = 0. =

5.3 Ceros de un cédigo ciclico

Supongamos que fi (x), ..., f (z) son los factores irreducibles del polinomio
generador de C, y {a, ..., a,} el conjunto de todas las raices de los f;, con
1 <4 <r, que estdn en una extension finita F’, donde F tiene ¢™ elementos,

de x™ — 1 sobre F. Entonces,
7(C) = (g (@) = {c(@) € Ale(ar) = c(az) = - = c(ay) = 0+ 2" — 1)}

Ahora consideremos la matriz

n—1
1 al PR al
H =



de tamafio r X n. Ademds, ¢ = (cg,c1,...,cn_1) € C siy sélo si Hc! = 0, es
decir, ¢ € C' si y sélo si el polinomio g (x) divide al polinomio ¢y + c;x + - - - +
Cn12™ 1. Luego, los renglones de H pueden ser linealmente dependientes, o
sea, una matriz de control de C' puede ser obtenida de H borrando renglones

si es necesario.

5.4 Cdbdigos BCH y Cdédigos Reed-Solomon

Fijamos un campo F de ¢ elementos, y nimeros naturales n,b y p con 2 <
p < n. Sea m el menor nimero natural tal que ¢"* = 1 modn, y sea o € F’

una n — ésima raiz primitiva de la unidad.

Definicién 60 Un cédigo BCH de longitud n y distancia designada p, es el

cédigo ciclico con polinomio generador que tiene por raices o®, ot ... ab+r=2,

Cuando se toma b = 1 el cédigo BCH es llamado en sentido estricto. Si

la longitud es n = ¢™ — 1 el c6digo es llamado un cédigo BCH primitivo.

Definicién 61 Se dice que un cédigo BCH primitivo es un cédigo Reed-

Solomon si su longitud es n = q — 1.

Proposicion 62 Un cédigo BCH de distancia designada p tiene distancia
minima d > p. En general no se conoce el valor eracto de la distancia
minima.

Demostracién. Una demostraciéon se encuentra en el Teorema 6.2 de la

pégina 206 de [11]. m

Teorema 63 Un cddigo Reed-Solomon de longitud n, dimension k, y dis-
tancia designada p satisface la distancia minima esd =p=n—k+1 y por

lo tanto tiene pardmetros (n,k,n — k + 1). Esta es la razén por la cual estos
codigo son de MDS.

Demostraciéon. Una demostracion se encuentra en el Teorema 7.1 en la
pégina 239 de [11]. =
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Capitulo 6

Cdédigos bajo la Restriccion de
Colinealidad

6.1 Cddigos Algebraico Geométricos

Ahora consideremos un objeto geométrico X', por ejemplo una recta o una
superficie o cualquier variedad de cualquier dimensién, con un subconjunto
P que consiste de n puntos P4, ..., P,. Supongamos que tenemos un espacio
vectorial £ sobre un campo F de funciones en X’ con valores en F. Tomemos
la aplicacién evaluacién

. n
evp : L — F",

dada por

Esta aplicacion es ' — lineal y por lo tanto su imagen es un cédigo lineal.
Este tipo de cédigos son llamados generalmente codigos Algebraico Geo-

meétrico.

Ejemplo 64 (Construccién del Cédigo Reed-Solomon) Vamos a to-

mar como nuestro objeto geométrico X la linea afin sobre F, campo finito
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con q elementos. Seann = q—1y P =F\ {0} = {ay,...,,}. Para un

entero k con 1 < k <mn, el espacio vectorial L sobre F serd el conjunto
Ly={f €Flz]| deg(f) <k—1}.

Luego la dimension de Ly es k.

Ahora consideremos la aplicacion evaluacion
evp L —F"
f — (f(al),f(OQ);---,f(Oén))

La aplicacion es F —lineal e inyectiva. De esto dimg (Im evp) = dimp (L) =
k. Por lo tanto

Cr:=Imevp = {(f (1), f(a2),.... [ (an)) | f € Li},

es un (n, k) — cédigo lineal sobre F.
Lo que sigue es calcular la distancia minima de Cy: Sea evp (f) € Cy

distinto de cero, entonces su peso es

w(evp (f)) = Hie{l...n}| f(a:)# 0}
= n—[{ie{l,..,n}| f(x) =0}
> n—(k—1)=n—-Fk+1
De esto la distancia minima d de Cy, satisface d > n—k+1. Por otro lado, la
cota de Singleton nos dice que d < n—k-+1. Esto implica que d =n—k+1.
De lo anterior Cy es un (n,k,n —k+1) — cédigo lineal. Este cidigo es

llamado Reed-Solomon, que ademdas es un codigo de Mdaxima Distancia de

Separacion.

6.2 Explosién del plano afin

Las explosiones se pueden definir localmente y ya que nos interesan los su-

perficies racionales, consideremos ahora la explosién del plano afin AZ en
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el punto (0,0), por simplicidad denotaremos A? como A? y a P como P!.
Tomemos el producto A? x P!, el cual es una variedad cuasi-proyectiva. Sean
u,v las coordenadas en A? y sean w, z las coordenadas homogéneas en P!,
entonces los subconjuntos cerrados de A% x P! estan definidos por polinomios
en las variables u, v, w, z, los cuales son polinomios homogéneos con respecto
aw,z.

Ahora definamos la explosién A? en (0,0) como el subconjunto cerrado
X de A? x P! definido por la ecuacién uz = vw. Luego se tiene un morfismo
natural ¢ : X — A? dado por restringir el mapeo proyeccién de A? x P! en

el primer factor. A continuacién estudiaremos las propiedades de X :

(i) 71 (0,0) = P Sea ((u,v),(w:2)) € X tal que ¢ ((u,v),(w:2)) =
(0,0), por definicién de ¢ se tiene que (u,v) = (0,0), entonces (w : z)
no tiene restricciones. Por lo tanto ¢! (0,0) = {(0,0)} x P! y de esto
©1(0,0) @ P!. Llamaremos divisor excepcional a ¢! (0,0) y lo

denotaremos por E.

(i1) Sea P = (p1,p2) en A? distinto de (0,0), entonces el conjunto o=t (P)

consiste de un solo punto. Sea ((u,v), (w: 2)) € X, tal que

@((u,v) ) (’LU : Z)) = (]h,pz);

luego tenemos que (u,v) = (p1,p2). De la definicién de X se tiene que

P12 = pow, sin perdida de generalidad podemos suponer que p; # 0 lo

p2
p1

(u,0), (w:2)) = ((pl,pz) : (w : Z—jw»

- (o 12)

= ((p1,p2), (p1:p2))-

que implica que z = 2w, de esto se obtiene que

Finalmente, o (P) = {((p1,p2), (p1 : p2))}-
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(i77) ¢ induce un isomorfismo de X — ¢~ (0,0) sobre A% — {(0,0)}. Si
tomamos
¥ A7 ={(0,0)} — X —¢71(0,0),
dada por
(p1,p2) ¥ ((p1,12), (p1: p2))

esta funcién define el morfismo inverso de ¢, esto es para (p1,p2) €
A% —{(0,0)} se tiene que
o1 (p1,p2) = @ ((P1,p2), (P11 p2)) = (p1,p2)

entonces ¢ o ¢ = ida2_g00). Ahora para ((p1,p2),(q1:q)) € X —
©1(0,0) tenemos

Yo ((p1,p2) ) (Cll : C]2)) =1 (p17p2) = ((pl,m) ) (pl : p2)) )

pero p1gs = paq1, lo cual implica que

((Phpz) ) (Ch : Q2)) = ((p1>p2) ) (pl :p2)) )
por lo tanto 1 o ¢ = idx_,-1(0,0)-

(iv) Consideremos todas las lineas en A? que pasan por el punto (0,0), el

cual es el conjunto

L={{(z,y) e A’ |y=Xz} | Nek}U{{(0,y) € A’ |yeck}}.

Sea Ly := {(x,y) € A> |y =Xz} € L con A € k, veamos quien es
@71 (Ly). Sea ((z,y),(w:2)) € X tal que ¢ ((z,y),(w:2)) € Ly,
entonces (z,y) € Ly, luego y = Az, de esto

((z,9), (w: 2)) = ((x, Az), (w : 2)).

Si z = 0, obtenemos que ((z,y),(w: z)) = ((0,0),(w:2)). Siz #0

implica que

Y AT
z=2w=—w= \w,
x x
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de lo cual se tiene que

((z,y), (w:2)) = ((z, Az) , (w: Aw)) = ((z, Az), (12 A)).

Por lo anterior tenemos que

e (Ly) ={((z,y),(1: X)) € A> xP" | y = Az} U ({(0,0)} x P').

Para la recta definida por x = 0, sea L° := {(0,y) € A? |y € k} € L,
y sea ((z,y),(w:z2)) € X tal que ¢ ((x,y),(w:z)) € L° entonces
(z,y) = (0,y) , luego

e " (L%) ={((0,y),(0:2)) e A*x P | y £ 0} U ({(0,0)} x P').

(v) X es irreducible. Vamos a trabajar con la Topologia de Zariski para
demostrar que X es irreducible. Podemos ver X es la unién de X —
0 1(0,0) y 71 (0,0). Como X — ¢! (0,0) es isomorfo a AZ—{(0,0)},
se tiene que X — ¢! (0,0) es irreducible. Cada punto de ¢! (0, 0) esta
en la cerradura de algin subconjunto de X — ¢~1(0,0), esto implica

que X — ¢~1(0,0) es denso en X. Por lo tanto, X es irreducible.

Si C' es una curva A? que pasa por (0, 0), se tiene que ¢! (C) es la unién
del divisor excepcional F y la curva irreducible C , donde C se conoce como la
Transformada Estricta de C'. La Transformada Total de C', se denota
por * (C) y estd dada por ¢* (C) = E + C.

Un caso particular de la Proposicién 3.2 de la pagina 386 de [2] nos da el

siguiente resultado:

Lema 65 Sea X la explosion del plano proyectivo en el punto P, entonces
Pic(X) =7Z&E & Z&; y la forma de interseccion de Pic(X) estd dada por

(a7b) (Oé,ﬁ) = at — bﬁv
donde (a,b) = a&y — b&1 y (o, B) = a& — BE1, con E = ¢* (L) (donde L es

una recta general) y & es la clase en Pic(X) del divisor excepcional de la

explosion.
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6.3 Nociones Fundamentales

Utilizaremos libremente las nociones de divisores y propiedades de los mismo,
una referencia es el capitulo IT y V de [2], o bien, en la parte II de esta tesis

se encuentra una breve introduccion.

Definicién 66 Un divisor D de una superficie proyectiva lisa X es numéri-
camente efectivo si el nimero de interseccion de D con cualquier curva C' en

X es mayor o igual a cero.

Consideremos la superficie racional X como la explosién del plano proyec-
tivo en r puntos P, P, ..., P, de una recta, su geometria que nos interesa esté
dada por el siguiente resultado, es decir calcular la dimensién de las secciones

globales de un divisor en X:

Lema 67 Sea D un divisor numéricamente efectivo en X entonces la di-
mension del espacio vectorial de secciones globales de D, donde D es de la
forma

D =a& — &1 — - — 1, &,

esta dada por
a® +3a+2— 3"y (p;+1)
2 9
donde & = ¢* (L), aqui L es una recta general del plano proyectivo, y

E; =" (P;) para cada j = 1,..,7, y donde a,fiy, ..., jt, Son numeros enteros.

Demostraciéon. Es una consecuencia del Teorema de Riemann-Roch y de
la Dualidad de Serre (ver el Teorema 1.6 de la pagina 362 y el Corolario 7.7
de la pégina 244 de [2]). =
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6.4 Codigos bajo la restriccion de colineali-
dad

Un cédigo se considera bueno si corrige la mayor cantidad posible de errores
ocurridos durante la transmisién de informacién. Lo interesante del siguiente
Teorema es que nos proporciona una cota inferior para la distancia minima
de un cédigo Algebraico Geométrico. Este Teorema es nuestro resultado

principal, el cual es un resultado nuevo.

Teorema 68 Sea ¢ una potencia de un nimero primo y sean a, fiy, ..., i,

(con v € Z ) enteros positivos de modo que:
(Z) a S q— 27
(1) o+ -+ p < a

Entonces existe un cédigo lineal de longitud (q — 1)2, de dimension

a’®+3a 42— p; (p;+1)
2 )

y con distancia minima d > (¢ —1) (¢ — 1 — a).

Demostraciéon. Tomemos la descomposicién del plano proyectivo IP’IQFq sobre

el campo finito F, forma siguiente
2 A2 1

donde Py, = C'(x0), con (xo : 21 : 22) son las coordenadas homogéneas de
]P’?Fq y para cualquier ideal I del anillo de polinomios K [z, x1, X2, ..., T, en
n+ 1 variables con coeficientes en el campo K, C' (I) denotard el subconjunto
de K™ de ceros de los elementos de I. En particular, si I esta generado
por fi, fa, ..., fs, denotaremos C (I) por simplicidad C (f1, fa, .., [5) -

Por otro lado, fijemos r puntos P, ..., P, que estén sobre la recta C' (x3)

de A?Fq. Consideremos el conjunto de todas las curvas proyectivas de grado a
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y que pasan por F; con una multiplicidad al menos p; para cada j =1,...,7.
Esto es un espacio vectorial sobre F, isomorfo a las secciones globales del
elemento D =Ox (D) de Pic(X) donde X es la explosién del plano proyectivo
de P§_ en todos los puntos Py, Py, ..., P, y D = a& — 1,1 — -+ — p,&,, ver

notacién en el Lema anterior. Ahora tomemos la siguiente aplicacién

U E(a, fbyy e fhy) — ngfl)Z

dada por

P = (L@ 2@ L ().
0 0 0

donde

E(&a s "'mur) = {f € Fq [mofrl?x?}z ‘ My, (C (f)) > 125 Vi= 17 "'7T}7

IF, [zo, T1, 22 es el anillo de polinomios homogéneos en las variables xg, z1, T2
de grado a y {Ql,Q2, Q(H)Q} = AZ — C (z12).

Esta es una aplicacién lineal inyectiva. Entonces define un cédigo lineal
en ng_l)Z) con longitud (¢ —1)* y con dimensién k = dimg, E(a, iy, ..., pt,)-
De otro lado, E (a, iy, ..., it,) es isomorfo a H® (X, D), dado por el isomor-
fismo @ : F (a, piy, ..., it,,) — H° (X, D) de manera que ® (f) = % De las
condiciones (i) y (ii) deducimos que D es nimericamente efectivo, por lo
tanto por el Teorema de Riemann-Roch obtenemos que

a’> +3a+2— 3"y (p;+1)

dimg, H® (X, D) = 5 .

Luego, se tiene que el nimero de puntos de {Ql, Qo, ..., Q(q71)2} que estan
en la curva definida por f (f € F (a,py, ..., 1t,)) estd acotado por a (¢ — 1),

lo cual implica que la distancia minima

d> (=17 -alg=1)=(g-1)(g—1-a).
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Este resultado nos dé la existencia de un cédigo Algebraico Geométrico.
Ademads, como ya se menciono antes, se tiene una cota inferior para la dis-
tancia minima, lo cual es de gran interés, ya que entre mds grande posible
sea la distancia minima el c6digo puede detectar y corregir mds errores.

Del Teorema 68 se tiene el siguiente Corolario:

Corolario 69 Sea q una pontencia de un nimero primo y sean a y |1 enteros
positivos tales que p < a < q — 2. FEntonces existe un cddigo Algebraico

Geométrico de longitud (q — 1), de dimension

a?+3a+2—pu(p+1)
2 Y

y con distancia minima d > (¢ —1)(¢g—1—a).

Este Corolario contiene resultados de c6digos ya existentes los cuales se
pueden ver en la Tabla 2.

A continuacién tenemos una tabla donde se muestran algunos pardametros
de algunos cédigos, donde ¢q, a, v, p;, £y d son como en el Teorema 68 y
n = (q-— 1)2. En la tdltima columna se muestra el nimero de errores que
puede corregir cada cédigo en el caso de tener como distancia minima la cota
inferior que se estd dando. La cota superior de la distancia minima estd dada

por la cota de Singleton.
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Cota Cota Cota

q a r i (n, k) Inferior  Superior Inferior
‘4|
311 gy =1 4,2) 2 3 0
4 11 =1 9,2) 6 8 2
4 2 2 u=1lLu=1 9,4) 3 6 1
5 11 w =1 (16,2) 12 15 5
5 32 w=Lupm=2 (606) 4 11 1
7 11 w = (36,2) 30 35 14
7 32 u=1lp-= (36,6) 18 31 8

ur =1 =1
7 55 u=lLu=1 (3616) 6 21 2
ns =1

9 11 =1 (64,2) 56 63 27
9 21 w =1 (64,5) 48 60 23
17 2 1 =2 (256,3) 224 254 111

Tabla 1: Datos obtenidos del Teorema 68.

Podemos observar en esta tabla que entre mas pequena es a la cota inferior
de d es més grande, lo que nos dice que nuestro cédigo de tales pardmetros

puede corregir més errores.
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Los datos de la siguiente tabla fueron obtenidos en www.codetables.de:

Cota Cota
g (k) Inferiord ~ Superior d
3 4,2 3 3 3
4 ©93) 6 6 6
4 (9.4) 5 5 5
5 (16,3) 12 12 12
5 (16,6) 8 8 9
7 (36,2) 31 31 31
7 (36,6) 25 25 27
7 (6,16) 14 14 18
9 (642) 57 57 57
9 (64,5) 51 51 54

Tabla 2: Datos obtenidos de

www.codetables.de.

Tomemos n = 36 y k = 2. De la Tabla 1 se tiene que existe un (36,3) —
codigo Algebraico Geométrico con cota inferior de la distancia minima 30,
este codigo tiene la posibilidad de que su distancia minima sea estrictamente
mayor que 30, mientras que en la Tabla 2 se muestra que existe un (36, 2) —
codigo lineal con distancia minima 31, para este cédigo la distancia minima

ya no puede ser mejorada.
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Introduccion

Esta parte de mi tesis se refiere a los anillos de Cox de variedades proyectivas
lisas, en particular el espacio proyectivo de dimensién arbitraria. Este ha
sido un tema en el que me he interesado recientemente. La idea es dar una
introduccién breve de la nocién de anillo de Cox, que es un tema de interés
actual, y presentar un problema en el que me interesarfa trabajar proxima-
mente. Los anillos de Cox fueron considerados primero por David A. Cox en
su articulo [9] para variedades toricas, probando en particular, que el anillo de
Cox, denotado por Cox (X), de X es una k—algebra finitamente generada,
donde k es el campo de defincién de la variedad torica X. Posteriormente este
concepto se extendio a cualquier variedad por Hu-Keel (ver [10]) en donde
plantean el problema sobre la finitud de C'ox (X) como k—algebra, esto es,
ipara cuales X, Cox (X) es finitamente generado?. Ellos han utilizado un
ejemplo de Nagata para mostrar que si X es la explosién de P? en r puntos
en posicién general, con r > 9, entonces C'ox (X)) no es finitamente generado,
dejando abierto el problema de clasificar las superficies racionales proyecti-
vas lisas Y tales que Cox (Y') es finitamente generado. Hasta ahora se sabe
que si Y es la explosion de r puntos en posicién general con r < 8, Cox (Y')
es finitamente generado (este tipo de superficies se conocen usualemte como
superficies de Del Pezzo), quedando pendiente el problema de las superficies
que son explosiones de r puntos no necesariamente en posiciéon general, con
r < 8. En esta direccién, proponemos una conjetura (ver conjetura 119),

que se refiere al caso r < 10.
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Esta segunda parte del trabajo se divide en cuatro capitulos.

Capitulo 7: Se presentan nociones generales que se necesitan para definir
un divisor de un esquema y se da una relaciéon de equivalencia entre

divisores.

Capitulo 8: Se define el anillo de Cox de una variedad proyectiva no singu-

lar.

Capitulo 9: Se determina el anillo de Cox del espacio proyectivo de dimen-
sién n y se propone una conjetura sobre la finitud del anillo de Cox de

algunas superficies racionales.
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Capitulo 7
Divisores y Equivalencia Lineal

En este capitulo introduciremos brevemente las nociones de divisor de un
esquema algebraico X y la relacién de equivalencia lineal entre divisores, que
nos serviran para definir el anillo de Cox en el siguiente capitulo. Iniciaremos

explicando la terminologia y las técnicas que emplearemos.

7.1 Anillos de valoracion discreta

Definicién 70 Sea K un campo, una valoracion discreta v de K es una
funcion
v: K* — 7,

donde K* = K\ {0}, que satisface:
(i) v(a+0b) > min{v(a),v(b)}.
(i7) v (ab) = v (a) +v (b).

Luego, el siguiente Lema muestra que para cada valoracion discreta de K

es posible asociarle un subanillo de K:
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Lema 71 Sea v una valoracion discreta de K, el conjunto R, definido por:
R, ={0}U{f e K" [v(f) =0},

es un subanillo de K. Ademds es un anillo local. Mas aun es un anillo de

1deales principales.

Demostracién. Un bosquejo de la demostraciéon se encuentra en las paginas
94y 95de[l]. m

Definicién 72 Si R es un dominio entero, se dice que R es un anillo de
valoracion discreta si existe una valoracion v, para el campo de fracciones

Q@ (R) de R tal que R, = R.

Notese que si R es un anillo de valoracién discreta cuya valoracién es v,

entonces el ideal maximal de R, es de la forma
M={0yU{fe Ry |v(f) =1}
y todos los ideales de R, tienen la forma
I, ={0yU{f € Ry | v(f) = n}

conn > 1.

Ademss, f € R, es unidad si y sélo si v (f) = 0.

7.2 Gavillas

Se puede definir gavillas sobre espacios topoldgicos de la manera siguiente:

Definicién 73 Una gavilla F sobre un espacio topoldgico X es una asignacion
U+— F(U), para cada abierto U de X, de un conjunto de funciones F (U),
de manera que estas funciones estan definidas sobre U y su codominio es un

conjunto fijo para toda U. Ademdas se debe satisfacer lo siguiente:
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(1) Para cada subconjunto abierto V' de U, la aplicacion restriccion

resy : F(U) — F(V),

dada por rest (o) := oy esta bien definida.

(i1) Si {Ui},c; es una familia de abiertos de X, dada o; € F (U;) para todo
1 € I tal que o;

vinU; = Ojlu,nu;, entonces eriste o € F (Uiel Ui) tal

que oly, = o; para todo i € I.

Observacion 74 Los elementos de F (U) se llaman secciones de F sobre
U. Generalmente F (U) tienen una estructura adicional, por ejemplo grupos,
anillos, etc., y hablamos de gavillas de grupos, anillos, respectivamente. En
estas situaciones se pide que las restricciones Tesg sean morfismos de grupos,

anillos, respectivamente.

Definicion 75 Sean F y G gavillas sobre un espacio topologico X. Un
morfismo de gavillas ¥ : F — G es una familia de morfismos W [U] :
F({U)— G (U), para cada abierto U C X, tal que si V C U es otro abierto,
el siguiente diagrama conmuta

(U]

FU) — 6
1 rest L resy
Fv) T 9w

Definicién 76 Sea F una gavilla y sea p € X. El tallo F, se puede definir
como sigue: sean o € F(U), o' € F(U'), donde U y U son abiertos de X
tal que p € UNU'. Decimos que o ~ o’ si y sélo si existe U" C U NU' tal

que o|y» = o'|gn con p € U". Entonces

5 e 7O)

~Y

donde | | denota unidn disjunta.

Definicién 77 Los elementos de F, se llaman gérmenes. Sea o € F (U),

p € U, el germen de o en p es la clase de o en F, y se denota por .
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7.3 Esquemas

A continuacion se construira el espacio espectro asociado a un anillo R, usual-
mente denotado por Spec R. El Spec R se define como el conjunto de todos
los ideales primos de R. Si I es cualquier ideal de R, entonces definimos el
subconjunto V' (I) C Spec R a ser el conjunto de todos los ideales primos
que contienen a I. El radical de un ideal I de un anillo R se define como el

conjunto

Rad(I)={z€ R|3dreNtalquez" €1}.

El siguiente lema es facil de verificar.
Lema 78 Sea R un anillo.
(i) Si Iy J son dos ideales de R, entonces V (IJ) =V (I) UV (J).

(i1) Si{I;} es cualquier conjunto de ideales de R, entonces

v(Xn) =NV,

(13i) Si I y J son dos ideales de R, se tiene que V (I) C V (J) si y sdlo si
Rad (J) C Rad (I).

Ahora definiremos una topologia sobre Spec R, definida por: tomando
como subconjuntos cerrados a los subconjuntos V' (1) donde I es un ideal de
R.

Es obvio que V (R) = @y V ((0)) = Spec R. El lema anterior muestra
que estos subconjuntos cerrados definen una topologia sobre Spec R, llamada
topologia de Zariski.

Lo siguiente es definir una gavilla de anillos O sobre Spec R. Para cada
ideal primo P C R, sea Rp la localizacion de R en P. Para un conjunto

abierto U C Spec R, se define O (U) como el conjunto de funciones

O'ZU—>|_|RP,

pPeU
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de modo que o (P) es un elemento de Rp para cada P en U, y tal que o es
localmente un cociente de elementos de R, es decir, se requiere que para cada
P € U, exista una vecindad V C U de P, y elementos a, f € R, tal que para
cadaQEV,f%Q,ya(Q):%enRP.

Es claro que la suma y el producto de tales funciones son de nuevo este
tipo de funciones, y que el elemento 1 el cual da 1 en cada Rp es la identidad
de O (U). De esto O (U) es un anillo conmutativo con identidad. Ademsés,
si V' C U son dos conjuntos abiertos, el mapeo natural restriccién O (U) —
O (V') es un homomorfismo de anillos. Se puede verificar que O es una gavilla

sobre Spec R que se llama la gavilla estructural de R.

Definicién 79 Sea R un anillo. El espectro de R es el par (Spec R,0O)
consistiendo del espacio topologico Spec R junto con la gavilla de anillos O

antertormente definida.

Definicién 80 Un espacio anillado es un par (X,Ox), donde X es un espa-
cio topoldgico y Ox es una gavilla de anillos sobre X. Dado U C X abierto
tenemos un espacio anillado (U, Ox|,,), donde Ox, (V) := Ox (V) para todo
abierto V-C U. Un esquema es un espacio anillado (X,Ox), de manera que
X tiene una cubierta abierta {U;}

Ox (U;). Por simplicidad nos referiremos al esquema (X, Ox) simplemente

er tal que <Ui70X‘U7;> es el espectro de
como X.

Ejemplo 81 El primer ejemplo de esquema que tenemos es el espectro de un

anillo. De hecho, los espectros de anillos se conocen como esquemas afines.

Lema 82 Dado un punto x de un esquema X, el tallo Ox, es un anillo

local, al que nos referiremos como el anillo local de x.

Demostracién. Ver capitulo II Proposicién 2.3 pédgina 73 de [2]. =
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Definicién 83 Sea f : X — Y wuna funcion continua sobre espacios
topologicos. Dada F una gavilla sobre X, se puede definir una gavilla so-

bre Y, denotada por f.JF, la imagen directa de F bajo f, definiendo

(LF)(V)=F(f1(V),
para todo V C 'Y abierto.

Definicién 84 Sean (X ,Ox), (Y, Oy) esquemas, un morfismo de esquemas
F:(X,0x) — (Y,0Oy) consiste de una funcion continua f : X — Y y
morfismo de gavillas f# : Oy — f.Ox tal que el morfismo inducido en los
tallos f, : Oy, tp) — Oxp para todo p € X es un morfismo local (esto es, la

imagen inversa del ideal mdzimo de Oxp es el ideal mdzimo de Oy, ()

Por simplicidad vamos a denotar el morfismo de esquemas F' simplemente
por f: X —Y.

Definicién 85 Un morfismo de esquemas f : X — Y es una inmersion
cerrada si como funcion continua es inmersion cerrada y ademds se tiene que
el morfismo f#* : Oy — f.Ox es suprayectivo, esto es que los morfismos

inducidos en los tallos sean suprayectivos.

La siguiente nocién que necesitamos es la de dimensién de un espacio

topoldgico X.

Definicién 86 Un conjunto Y C X es irreducible si y solo st Y = Y; UYs,

donde Y7, Y5 son subconjuntos cerrados no vacios, entoncesY =Y, 0Y =Y;.

Definicion 87 St @ #Y, C Y, C--- CY, C X es una cadena de conjuntos

wrreducibles, decimos que la cadena tiene longitud n.

Definicion 88 Sea X un espacio topoldgico. La dimension de X se define
por el supremo de las longitudes de cadenas de longitudes finitas de subcon-

Juntos cerrados irreducibles de X .
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Ahora continuaremos con algunas propiedades de esquema que serdn de

gran utilidad.

Definicién 89 Un esquema X es conexo, si como espacio topoldgico es

conezxo. Un esquema X es irreducible si lo es como espacio topoldgico.

Definicién 90 Un esquema X es reducido si para cada conjunto abierto U,
el anillo Ox (U) no tiene elementos nilpotentes. Equivalentemente, X es
reducido si y solo si los anillos locales Ox,,, para todo p € X, no tienen

elementos nilpotentes.

Definicién 91 Un esquema X es entero si para cada conjunto abierto U en

X, el anillo Ox (U) es un dominio entero.

Proposicion 92 Un esquema X es entero si y sélo si es reducido e irre-
ducible.

Demostracién. Una demostracién a esta Proposiciéon se puede encontrar

en el capitulo II seccién 3 en la Proposicién 3.1 de [2]. =

Definicién 93 SiY es un subconjunto irreducible cerrado, entonces un punto
genérico de Y es un punto y € Y tal que {7} =Y. S5i X es un esquema,
entonces todo subconjunto cerrado irreducible Y # & tiene un unico punto

genérico.

Definicién 94 Un espacio topoldgico X es Noetheriano si toda cada descen-

dente de subconjuntos cerrados se estaciona.

Definicién 95 Un esquema X es localmente Noetheriano, si dado U C X
abierto tal que (U, OX|U) es el espectro de Ox (U), entonces Ox (U) es un

anillo noetheriano.

Definicién 96 Se dice que un esquema X es noetheriano si, es localmente
noetheriano y como espacio topologico es cuasi-compacto (para nosotros cuasi-

compacto quiere decir que toda cubierta abierta admite una subcubierta finita).
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Definicién 97 Un esquema sobre Y consiste de un esquema X, y un mor-

fismo de esquemas f: X — Y, y se denota por (X, f).

Definicién 98 Si (X, f), (Z,g) son esquemas sobre Y, entonces un mor-
fismo H : (X, f) — (Z,g), es un morfismo de esquemas h : X — Z, que

es compatible con la estructura de esquemas sobre Y, esto es f = go h.

En la categoria de esquemas algebraicos existen los productos fibrados,
esto es, dados f : X — Y, g: Z — Y dos morfismos de esquemas existe

un esquema X X Z, equipado con morfismos
Y
Tx : X X4 —X, iy: X X2 — Z,
Y Y

tales que el siguiente diagrama conmuta

X x Z
Y
TX Tz
/ \
X A
N\ /
f g
Y

y ademads se satisface la propiedad universal del producto fibrado:
dados morfismos de esquemas
Py W —X,P; W — Z,

tales que el siguiente diagrama conmuta

w
PX Py
7
X A
N /
f g
Y
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entonces existe un tnico morfismo ¢ : W — X x Z tal que
Y
Py =nx oy y Py = my o0, para una prueba de estos hechos

ver capitulo II Teorema 3.3 de [2].

Entonces, dado un morfismo f : X — Y podemos construir el producto
fibrado X x X tomando g = f. Ademds podemos construir un morfismo
A X —>YX x X tal que (tomando Px : X — X, P; : X — X como
la identidad), ;X oA =1idx, 7z 0 A =1idx . Luego, A se conoce como e |

morfismo diagonal de f.

Definicion 99 Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Sea
A: X — X xX,
Y

el morfismo diagonal, f es separado si A es una inmersion cerrada. Se
dice que un esquema X es separado si X es separado sobre el espectro de
Z (Spec 7). Por ejemplo, los esquemas proyectivos sobre el espectro de un

anillo son esquemas separados (ver [2]).

7.4 Divisores de Welil

Ahora asumiremos que nuestro esquema X es noetheriano, entero y separado.

Definicién 100 Un esquema X es reqular en codimension 1 si para todo
p € X tal que dim (Ox,) = 1 se tiene que Ox, es un anillo de valoracion

discreta (esto es equivalente a que Ox , sea regular, ver Teorema 6.24, pdgina

40 de [2]).

Definicién 101 Sea X esquema. Vamos a definir el campo de funciones
K (X) de X como sigue: sea x el punto genérico de X, el anillo local de
x,0x,, es un dominio entero, entonces podemos tomar K (X) como el campo

de fracciones de Ox .
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Definicién 102 Sea X un esquema. Un subesquema cerrado enteroY de
X, (notese que Y es irreducible), es un divisor primo de X si dim(Y) =
dim (X) — 1. Se define el grupo de divisores de X, Div (X) como el grupo
abeliano libre generado por todos los divisores primos de X. FEsto es, dado

D € Div(X) tenemos que D se escribre de manera unica como

con Y; divisor primo y a; € Z.

Definicién 103 Un divisor Y& a;Y; en Div(X) se llama efectivo si los
a; > 0 para todo 1 < i < k.

Ahora vamos a pedir que nuestro esquema X sea regular en codimensién
1. Sea Y un divisor primo de X. Sea y € Y el punto genérico de Y. Entonces
el anillo local de y, Ox , tiene dimensién 1, ya que Y tiene codimensién 1, por
lo tanto es un anillo de valoracién discreta y podemos hablar de la valoracién
vy de Y.

Definicién 104 Dada f € K (X)*, el divisor asociado a f se define como

= ()Y,

Y CcX

donde la suma corre sobre todos los divisores primos Y de X.

Lema 105 Sea f € K (X)*, se tiene que vy (f) = 0 excepto para un nimero

finito de divisores primos Y de X.

Demostracién. Una demostracion se encuentra en el capitulo II Lema 6.1
de [2]. m
Por lo tanto (f) es un elemento de Div (X).
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Definicién 106 Sean D,, Dy € Div(X), decimos que Dy y Dy son li-

nealmente equivalentes, D1 ~ Dy si y solo si existe f € K (X)* tal que
Dy — Dy = (f )

Veamos que esta relacién ~ define una relacién de equivalencia:

(i) Sea D € Div(X), si tomamos 1 € K (X), entonces el divisor asociado a
1es
(= ()Y,
Y cX
de las propiedades de la valoracién se tiene que vy (1) = 0, lo que
implica que D — D = (1) = 0. Por lo tanto D ~ D.

(17) Sean Dy, Dy € Div(X), si D1y ~ D, por demostrar que Dy ~ Dj.
Luego, existe f € K (X)" tal que D; — Dy = (f), de esto Dy — D; =
-(H=(4).

(17i) Sean Dy, Do, D3 € Div(X). Si D1 ~ Dy y Dy ~ D3, entonces debe
pasar que D; ~ Ds. Se tiene que existen f,g € K (X)* tales que

Dy — Dy =(f)y Dy — D3 = (g), luego Dy — D3 = (f) + (g). Por otro
lado

N+@ = D ow(HY+ D w9y

Y CX Y CcX

= > () +v @)Y

Y CcX

= Z vy (f9)Y,

Y CX

por lo tanto Dy — D3 = (fg).

De ahora en adelante vamos a suponer que nuestro esquema X es no
singular (regular). De este modo el grupo de divisores de X mdédulo la

relacién de equivalencia lineal coincide con el grupo de Picard de X, Pic (X).
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Y esta serd la definicién de grupo de Picard que adoptaremos nosotros, esto

Pic(X) = Dw—(X)

Y

Notacién 107 Si D € Div(X), entonces denotaremos la clase de D en
Pic(X) por Ox (D). Ademds consideraremos a Pic(X) como un grupo

multiplicativo bajo la operacion de producto tensorial, esto es
OX (Dl —|— DQ) — OX (D1> ® OX (Dz) y

Ox (=D1) = Ox (D1) ™,
Ox (0) = Ox,
donde Dy, Dy € Div (X).
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Capitulo 8

Anillos de Cox

Estamos casi listos para definir el anillo de Cox de una variedad. Ahora vamos
a suponer que nuestro esquema X es una variedad proyectiva no singular
definida sobre un campo algebraicamente cerrado k. Notese que K (X) es

una extensién de k, mds atin k C Ox, para todo z € X.

8.1 Sistemas lineales de divisores

Primero necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 108 Dado ¢ € Pic(X), sea D € Div (X) un representante, esto
es { = Ox (D), a (¢,D) le vamos a asociar un espacio vectorial H® (X, () C
K (X), dado por

H (X, 0):={f € K(X)" | D+ (f) es un divisor efectivo} U {0} .

Lema 109 Para cada ¢ € Pic(X), se tiene que H° (X,{) es un espacio

vectorial sobre k.

Demostracién. Por definicién 0 € H® (X, ¢). Ahora sean f,g € H° (X, /),

primero vamos a ver que si a € k*, entonces af € H° (X, /), esto se sigue
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de que (af) = (f), pues vy (af) = vy (@) + vy (f) = vy (f), ya que @ es
una unidad en Oy,. Falta ver que f + ¢ € H°(X,¢). Por demostrar que
D + (f + g) es un divisor efectivo, supongamos que D = Y ayY, entonces
D+ (f+9g) = (ay +vy (f+9))Y, y por las propiedades de valoracién
tenemos que, podemos suponer que ay + vy (f +g¢g) > ay + vy (f) > 0,

entonces D + (f + g) es efectivo. m

Observacién 110 En la prueba anterior vimos que (af) = (f), para o € k*,

de hecho se tiene que (f) = (g) si y sdlo si existe a € k* tal que g = af (ver

[2))-

8.2 Anillo de Cox de variedades

Es el momento de definir el anillo de Cox.

Definicién 111 Para cada ¢ € Pic(X), tomemos un representante D, €
Div(X), £ = Ox (Dy). Sea Cox (X) el grupo abeliano dado por

Coz (X) = KGP%(X)HO (X,0).

Lema 112 Coz (X) esta equipado con una estructura de anillo.

Demostracién. Consideremos el neutro Ox de Pic(X), para Ox tomamos
a 0 € Div(X) como representante, entonces notemos que para toda f € k*,
se tiene que (f) = 0. Entonces k¥ C H° (X, Ox) (de hecho k = H° (X, Ox)),
en particular tenemos que 1 € Cox (X), y que Cox (X) resultard ser una
k—4dlgebra. Para definir el producto, basta definirlo para los elementos de
H° (X, /) para todo ¢ € Pic(X). Sean x,, € H°(X,¢;) con i = 1,2. Ahora
consideramos a x, ,z4, como elementos de K (X ), y los multiplicamos usando
el producto de K (X). Luego, este producto va a determinar un elemento
de H° (X, 0, ® £3), como {1 @ ly = Ox (Dy, + Dy,) solo se necesita mostrar
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que Dy, + Dy, + (x4, - 74,) es efectivo. Por la propiedades de valoracién y la

forma de escribir a Dy, Dy,, se tiene que

Dgl + DgZ + (l‘gl -:Cg2) = Z ayY + Z byY + Z Vy (l‘gl -l’EQ)Y

YCX YCX YCX

= ) (ay+by) Y+ D vy (x)Y + Y vy ()Y

YCcX YCX YCcX
= ) (ay +by +oy (x0) + oy (2,)) Y,
YCX

donde ay, by € Z, ademés como Dy, + (x4, ) y Dy, + (24,) son efectivos implica
que ay + vy (z¢,) > 0y by + vy (z4,) > 0, entonces Dy, + Dy, + (x4, - T4,) €
HO (X,gl &® fg) |

Definicién 113 Sea G un semigrupo abeliano. Un anillo R esta graduado
por G st pasa lo siquiente: consideremos a R como un Z — maédulo y supon-
gamos que para todo g € G existe un Z — submodulo R, de R, de manera que

R= @ R, y se debe satisfacer que dados 1y, € Ry, y 1y, € Ry,, el producto
geG

Tg1Tgs € Rygyg,-

Notese que Cox (X) es una k—algebra graduada sobre Pic(X). Como
mencionamos antes el problema que nos interesa es estudiar si dado X el

anillo de Coxr de X es finitamente generado como k—4&lgebra.

69



Capitulo 9

Anillos de Cox de Superficies

Racionales

El objetivo de este capitulo es de probar que el anillo de Cox del espacio
proyectivo es un anillo de polinomios y sugerir una conjetura sobre la fini-
tud de los anillos de Cox de algunas superficies racionales obtenidas como

explosiones del plano proyectivo en r puntos con r < 10.

9.1 Anillo de Cox del espacio proyectivo P”

Por definicién tenemos que

Cox (P") = ® H® (P", Opn (D)) .
Opn (D)€ Pic(P™)

Esto sugiere que antes de todo debemos determinar Pic (P™). En efecto, sea
x € Pic(P"), entonces existe D € Div (P") tal que z = Op» (D). Como
D e Diw(P"), D =>%_,nl;,conn; € Zparai=1,..ryI; un divisor
primo de P”, en este caso cada divisor primo I'; es el conjunto de ceros de
un polinomio homogeneo irreducible f; € k [xo, ..., z,] de grado d;, para toda
1=1,..,r.

Es fécil verificar el siguiente lema.
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Lema 114 Rank (Pic(P™)) = 1.
Demostracién. Para una demostraciéon de este Lema ver el capitulo II
Proposicién 6.4 de [2]. m

En particular podemos decir que Pic(P") = ZL donde L = Ogpn (I'y)
y ' es el divisor asociado al polinomio . Si denotamos Opn (m) =
Opn (mIy) con m € Z, entonces dado un divisor arbitrario D podemos es-

cribir Opn (D) = Opn (m) para algin m € Z. De esto tenemos que Coz (P") =
@& HO (P, Opn (m)).
meZ

Lema 115

(a) Sim =0 tenemos que H° (P", Opn) = k.

(b) Sim <0 se tiene que H° (P", Opn (m)) = {0}.
Demostracién.

(a) Esto es porque P" es una variedad proyectiva.

(b) Puesto que el grado de (f) para todo f € K (P")" es cero tenemos que

mI'g + (f) no puede ser efectivo.

Por lo anterior podemos considerar Coz (P") = @& H° (P", Opn (m)) .
meN

Lema 116 & H® (P",Opn (m)) = k[x0, ..., Tp)

meN
Demostracién. La desmostracién se tiene de que HY (P, Opn (m)) es iso-

morfo al espacio de polinomios homogéneos de grado m, bajo el mapeo
freuagf. m

Teorema 117 Cox (P") = k [z, ..., Tp].

Demostracién. Por los dos Lemas anteriores se tiene la demostracion. m

Corolario 118 Cox (P?) & k [z, 71, To] .
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9.2 Anillos de Cox de superficies racionales

De este hecho queremos estudiar Cox (X ), donde X es una explosién de un
niimero finito de puntos de P2. Denotemos por Bl, (P?) a la explosién de n

puntos en P2, En esta direccién daremos la siguiente conjutura:

Conjetura 119 Sea X = Bl (P?). Cox (X) es finitamente generado si y
solo el nimero de todas las curvas (—1) y de todas las curvas (—2) en X es
finito, donde una curva (—1) (resp. una curva (—2)) es un divisor primo

reqular racional I' en X de auto-interseccion -1 (resp. -2).

Notese que si X es una superficie obtenida como explosiones del plano
proyectivo en r puntos con r < 8, el nimero total de curvas (—1) y de curvas
(—2) es finito. Entonces, de nuestra conjetura, en caso de ser verdadera, se
deduce inmediatamente el hecho de que los anillos de Cox de superficies de

Del Pezzo son finitamente generados.
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Conclusiones

Este trabajo me ha permitido construir un cédigo utilizando la geometria
de una superficie racional. Me gustarfa dedicarme a construir otros cédigos
utilizando superficies que no son solamente obtenidas por explosiones del
plano proyectivo. Y también, me gustarfa dedicarme a dar una prueba a mi

Conjetura 119 presentada en el capitulo 9.
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