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Introduccion

Este trabajo esta dividido en tres capitulos: resultados tedricos, proble-
mas y ejemplos. Para su lectura, se supone familiaridad con los resultados
que se cubren en un curso bésico de teorfa de Galois (hasta el teorema funda-
mental de la teorfa de Galois y el teorema de Steinitz). Los criterios usados
para incluir articulos fueron su importancia tedrica y su valor ilustrativo
(aparte de las razones estéticas).

Varios de los resultados que se presentan aqui fueron enunciados o pro-
puestos como problemas durante un curso de algebra que estudié en la
maestria. Esta fue mi motivacién principal para realizar esta tesina.

Concretamente, se tocaran los temas del gran teorema de Galois, el teo-
rema, del elemento primitivo, el teorema llamado del casus irreducibilis y
una consecuencia suya (que no existe una férmula general en términos de
radicales reales para obtener una raiz cibica de un nimero complejo). Se
hardn algunas observaciones sobre las funciones simétricas que permitiran
demostrar que todo grupo finito es el grupo de Galois de algin polinomio, y
se abordara el problema de, dado un subgrupo H de Sy, exhibir un polinomio
con coeficientes racionales cuyo grupo de Galois sea H. Se daran finalmente
algunos ejemplos, incluyendo una extension de campos finita pero no simple
y un polinomio que no es soluble por radicales pero cuyo grupo de Galois
es soluble.

La notacion y las convenciones que se manejan a lo largo de este trabajo
coinciden, en general, con las usadas en [Rot1] (con excepcidn de la definicién
de normalidad de una extensién). Repasemos las que no son usuales. Si
E, F son campos, E : F denota una extensién de campos, [E : F| su grado,
Gal(E : F) su grupo de Galois, y, si H es un conjunto de automorfismos
de E, E¥ el campo fijo de H. Diremos que E : F es normal si y sélo si
cada vez que un polinomio en F[z] irreducible tiene una raiz en E, tiene
todas sus raices en E (sabemos! que, en presencia de finitud de E : F,

1Véase [St, Teorema 9.9].
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v INTRODUCCION

esto es equivalente a que E : F sea campo de descomposiciéon de algin
polinomio en F[z]). Diremos que E : F' es de Galois si y sélo si es finita,
normal y separable (sabemos? que esto, en presencia de finitud de E : F,
es equivalente a que ECGa(EF) — F). Se tiene® que la extensién E : F es de
Galois si y s6lo si es campo de descomposicién de algin pollinomio separable
en F[z]. Lo demds es razonablemente estdandar.

2Véase [Rotl, Teorema 81] 6 [St, Teorema 11.12 y 11.14].
3Véase [Rotl, Teorema 81]



Capitulo 1

Teoria General

1.1. El Gran Teorema de Galois

En la mayor parte de los cursos basicos sobre teoria de Galois, se estudia
que, en campos de caractristica 0, un polinomio soluble por radicales tiene
por fuerza un grupo de Galois soluble, y asi se puede dar una ecuacién poli-
nomial de grado 5 que no es soluble por radicales. Probaremos la afirmacién
reciproca, es decir, que en un campo de caracteristica 0 todo polinomio cuyo
grupo de Galois es un grupo soluble es soluble por radicales, que es lo que
se conoce como el gran teorema de Galois. Seguiremos a [Rotl, pp 90-95],
y requerimos cierta familiaridad con el tema de solubilidad de grupos, que
se puede revisar en [Al] o en [Rotl, Ap. BJ.

Necesitamos algunos resultados previos.

Lema 1.1 (Irracionalidades Accesorias). Sea E : F' un campo de descom-
posicion de f(x) € Flz] con G = Gal(E : F). Si F* : F es una extension y
E* : F* es un campo de descomposicion de f(x) € F*[x] que contiene a E,
entonces la restriccion o — o [g es un homomorfismo inyectivo

Gal(E* : F*) — Gal(E : F).
Demostracion. Tenemos, por hipétesis, que
E:F(al,...7an)

y que
E*=F*(o,...,ap),

1



2 CAPITULO 1. TEORIA GENERAL

donde aj,...,q, son las raices de f(x). Si o € Gal(E* : F*), entonces o
permuta las «;’s y deja fijo a F*, y por tanto a F; asi, o [g€ Gal(E : F).
La inyectividad se observa. O

Definicién 1.2. Si E : F es una extension de Galois y o € E¥ = E\{0},
definimos su norma N(a) como

N(a) = H o(a).

oc€Gal(E:F)

Las siguientes son propiedades fundamentales de la norma, de demostracion
facil. En (i) y en (iv), G = Gal(E : F).

(i) Si a € E#, entonces N(a) € F# (pues N(a) € E¢ = F).

(ii) N(aB) = N(a)N(B), con lo que N : E# — F# es un homomorfismo.
(iii) Si a € F#, entonces N(a) = alFFl,
(iv) Sio € Gy a € E#, entonces N(o(a)) = N(a).

El siguiente resultado debe su nombre a que fue el nonagésimo teorema
de una exposicion de Hilbert sobre teoria algebraica de ntimeros, en 1897.

Lema 1.3 (Teorema 90 de Hilbert). Sea E : F una extension de Galois
con G = Gal(E : F) ciclico de orden n; sea o un generador de G. Entonces
N(a) =1 siy sélo si hay 8 € E* tal que

a=fo(B)".
Demostracion. Si a = Bo(3)~!, entonces

N(a) = N(Bo(B)™)
B)N(a(B)™)
B)N(a(871))
BN(B)™!

I
" z2=22=

(
(
(
= N(

Para demostrar la afirmacién reciproca, definimos las siguientes “normas
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parciales”:
(50 = q«,
0 = ao(a),
Sy = ao(a)o?(a),
b1 = ac(a)---c" Ha)=N(a)=1

Es facil ver que

040'(51‘) = 6@.;,.1

para cada i = 1,...,n — 2. Como los caracteres {1,0,02,...,0" !} son
distintos, son independientes'. Hay entonces v € E tal que

Sov+010(y) 4+ 80" (7) + o+ On20" T3 () + 0" () # 0s

llamemos [ a esta suma. Usando que ¢” = 1 y lo que se observo de las
normas parciales, se verifica que

o(B) = ooy +0610(y)+ -+ 80 (V) + -+ 6n20™ 2 (y) + 0" ()
= a o)+ G0 () + o+ Ser 0" T ()] H 0" ()
= a (8- +7
= a (B —d07)+a by
= o lp.

Asi, a = Bo(B)~ !, como se queria probar. O

Corolario 1.4. Sea E : F una extension de Galois de grado primo p. Si F
tiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad, entonces E = F(f3), donde
OP € F (asi que E : F es una extension pura).

Demostracion. Si w es una raiz p-ésima primitiva de la unidad, entonces
N(w) = wP = 1, por estar w € F. Llamemos G = Gal(E : F). Como
E : F es de Galois, se tiene que |G| = [E : F] = p, asi que G = Z,, que
es ciclico; sea o un generador. El teorema 90 de Hilbert da 8 € E tal que
w = Bo(B)~y por tanto o(8) = Bw!. Se sigue que o (3P) = (Bw™1)P = 3P,
asi que 3P € E¢ = F por generar 0 a G y ser E : F' de Galois. Si ocurriera
que 3 € F, tendrfamos que w = Bo(B)™t = BB~ =1, asi que B ¢ F y
F(p) # F. Por lo tanto, tenemos que F' C F(8) C E, y como [E : F] = p,
E=F(p). O

1Véase [Rotl, Lema 76].
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Teorema 1.5 (Gran Teorema de Galois). Sea F' un campo de caracteristica
0, y sea E : F una extension de Galois. Entonces G = Gal(E : F) es un
grupo soluble si y solo si E estd incluido en una extension radical de F'.

Por lo tanto, si F' es un campo de caracteristica 0, el grupo de Galois
de f(z) € F[x] es soluble si y sélo si f(x) es soluble por radicales.

Demostracion. La segunda afirmacién se sigue de la primera, en virtud de
que los campos de caracteristica 0 son perfectos. Probemos pues la primera
afirmacién.

En virtud de lo senalado al principio del capitulo, basta que demostremos
la necesidad. Sabemos que, como G es finito y soluble, tiene una serie sub-
normal en la cual todos los factores son de orden primo. Por lo tanto, y
como podemos suponer que G no es trivial, G tiene un subgrupo H normal
de indice primo, digamos p. Como F' tiene caracteristica 0, el polinomio
2P — 1 € F[z] no tiene raices repetidas, por lo que existe w rafz p-ésima
primitiva de la unidad.

Supongamos primero que w € F. Procedemos por induccién sobre [E :
F)]. Consideremos el campo intermedio E. Por supuesto, la extensién E :
Ef es también de Galois. Ademds, como Gal(E : Eff) < Gal(E : F) = G
y G es soluble, tenemos que Gal(E : E) también lo es. Como [E : B <
[E : F] (pues H # G), la hipétesis de induccién da una torre radical

EfCR C---CR,

con E C R,,. Ahora, como H < G, Ef : F es de Galois, y [E# : F] =[G :
H] = p. Estamos suponiendo que w € F, asf que el corolario 1.4 da 3 € EX
tal que B = F(B) con BP € F; es decir, la extensién Ef : F es pura.
Asi, podemos extender la torre radical hacia la izqierda afiadendo FF C EH
exhibiendo a R, : F' como extensién radical.

Supongamos ahora que w ¢ F. Definimos F* = F(w) y E* = E(w).
Se tiene que la extensién E* : F* es de Galois. En efecto, si F : F es un
campo de descomposicién de f(x) € Flz], entonces E* : F* es un campo de
descomposicién de f(z) € F*[z] (que por supuesto es separable). Llamemos
G* = Gal(E* : F*). Por el lema que se probé sobre irracionalidades acceso-
rias, hay un monomorfismo G* — G, de manera que G* es soluble, por ser
isomorfo a un subgrupo de un grupo soluble. Como w € F*, el caso anterior

da una torre radical
Frcs5 c..-CS,

con E C E* C S,. Pero F* = F(w), asi que la extensién F'* : F es pura y
por lo tanto podemos extender la torre radical hacia la izqgierda anadendo
F C F*, exhibiendo a S, : F' como extension radical. O
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Posteriormente, en la seccién 3.3, daremos un ejemplo que hace ver que
no es posible eliminar la hipétesis de que la caracteristica sea 0 sin perder
el resultado.

Corolario 1.6. Si F' es un campo de caracteristica 0, entonces todo poli-
nomio en Flx] de grado n < 4 es soluble por radicales.

Demostracion. El grupo de Galois de tal polinomio es un subgrupo de Sy,
que sabemos que es soluble (y todo subgrupo de un grupo soluble es soluble).
O

1.2. El Teorema del Elemento Primitivo

La versién maés conocida del teorema del elemento primitivo dice que
toda extensién de campos finita y separable es simple, es decir, que si E : F
es una extensién de campos con E = F(aq, g, ..., q,), donde para cada
1€ {1l,...,n} «; es algebraico sobre F' y separable, entonces hay g € F tal
que E = F(f3). Debilitaremos estas hipétesis. Con precisién, probaremos?
que se puede permitir que una de las a; no sea separable.

Teorema 1.7 (Teorema del Elemento Primitivo). Sea F : K una extension
de campos finita tal que F' = K (u,v1,v2,...,0,) CON VL, Va, ..., Uy Separables.
Entonces F : K es una extension simple.

Demostracion. Tratemos primero el caso en el que K es un campo finito. Si
esto ocurre, tenemos, como la extensién F' : K es finita, que F' es también
finito. Se conoce que entonces (F\{0},-) es un grupo ciclico; digamos que
F\{0} = (w). Entonces, como F = (w) U {0}, tenemos que F = K (w).

Supongamos pues que K es infinito. Demostraremos por induccién sobre
n que F : K es simple.

En caso de que n = 1, tenemos que F' = K (u,v1). Sean p(z), q(z) € K|[z]
los polinomios minimos sobre K de u y de vy, respectivamente. Sea > : F
un campo de descomposicién de p(x)q(x) sobre F. Tenemos, por supuesto,
que K C F C X. Sean u = uq,us,...,u, las diferentes raices de p(x) y
v1, Vs, ..., U, las diferentes raices de g(x). Notemos que r < 9(p), v que la
hipétesis de que vy es separable y el hecho de que ¢(x) es irreducible sobre K
aseguran que s = 9(q). Ahora, paracadai=1,...,r,j =2,..., s, tenemos
que v1 —v; # 0, asi que hay A;; € ¥ tal que

Aij(vl — Uj) = U; —Uu.

2Seguiremos a [Z, Cap. 8, §7, Teorema 95].
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Como K es infinito, hay A € K talque A # A\;j parai=1,...,r,j=2,...,s.
Sea
w=u+ A\vi.

Demostraremos que
K(u,v1) = K(w).

Es claro que K(w) C K(u,v1), asi que basta probar que K(u,v;) C K(w).
Como
u=w— A\vy,

sucede que
p(w — Avy) =0.

Sea
g9(z) = p(w — Az) € K(w)[z].

Tenemos que v; es una raiz comuin de g(z) y de g(z). Haremos ver que v;
es la nica raiz comin de g(x) y de ¢(z). En efecto, si v, fuese raiz de g(x)
para alguna j > 2, tendriamos que

w— Av; = U
para alguna i € {1,...,7}, y como w = u + Avy, ocurrirfa que
’ll,+>\’U1 7)\7)j = U;

y por tanto que
AMvr —vj) =u; —u,

de donde A = \;;, contradiciendo la eleccién de A. Asi, el tunico factor
lineal ménico comun de g(x),q(x) € K(w)[z] es el polinomio z — v;. Sea
d(z) € K(w)[z] el mdximo comun divisor de g(z) y de ¢(x). Tenemos que
x — vi|d(x). Ademds, ya observamos que ¢(z) no tiene raices repetidas,
asi que d(x) = = — vy. Por lo tannto, v; € K(w), y como u = w — Avy,
u € K(w). Hemos probado que K (u,v1) C K(w).

Para dar el paso inductivo, supongamos que hay 6 € K (u,v1,va,...,Un—1)
tal que

K(u,v1,v9,...,0,-1) = K(0).

Entonces, como por hipétesis v,, es separable, lo discutido en el caso base
asegura que

K(U7U17U2a s ,’Un_l,vn) = K(a,’l]n) = K(w)

para alguna w € F. O



1.3. CASUS IRREDUCIBILIS 7

Notemos que esta demostracién es independiente del teorema funda-
mental de la teorfa de Galois. En muchos textos®, se prueba el teorema
fundamental y después, usando también el teorema de Steinitz (que asegura
que cualquier extensién de campos finita es simple si y sélo si tiene una
cantidad finita de campos intermedios), el teorema del elemento primitivo.

En la seccién 3.2 mostraremos con un ejemplo que se necesita la hipotesis
de separabilidad.

1.3. Casus Irreducibilis

Sea f(x) € Q[z] un polinomio ctibico. Recordemos que el discriminante
D de f(x) se define como D = [(u — v)(u — w)(v — w)]?, donde u,v,w € C
son las rafces de f(z). Se observa que si E C C es campo de descomposicién
de f(x) sobre Q y G es el grupo de Galois de f(z), entonces D € EY = Q.
Tampoco es dificil hacer ver* que

(i) D =0siy sblosi f(z) tiene raices repetidas,
(ii) D > 0 siy sélo si u, v, w son distintas y reales, y

(iii) D < 0 si y sélo si u,v,w son distintas y exactamente una de ellas es
real.

Es conocido® que la férmula general para hallar las raices de f(x) = 2% +

g+, que aqui llamaremos de Cardano, involucra a VR, donde R = %4—;—;
Asi, cuando R es negativa, cada raiz de f(x) involucra nimeros complejos.
Como el discriminante D = —108R (véase [Rotl, Teo 100(ii)]), hay raices
reales dadas en términos de niimeros complejos cada vez que D > 0. Este
fenémeno inquietaba bastante a los matematicos del siglo XVI, que trataron
de reescribir la férmula de Cardano a fin de obtener férmulas especificas
para cada problema en las que no aparecieran nimeros imaginarios, que
no se habfan inventado. El siguiente teorema muestra que tales intentos
de reescritura estaban condenados al fracaso. Seguiremos a [Rot1, Teorema
102].

Teorema 1.8 (Casus Irreducibilis). Sea f(zr) € Q[z]
co irreducible con raices reales u,v,w. Sea E =
descomposicion de f(x), y sea

Q=K¢CK, C---CK;

3Véase, por ejemplo, [Rot1, Corolario 88].
4Véase [Rotl, Teorema 104].
5Véase, por ejemplo, [Rotl, pp 44-47].

un polinomio cubi-
Q(u,v,w) un campo de
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una torre radical con EE C K. Entonces Ky no es un subcampo de R.

Demostracion. Supongamos que K; C R. Dado que las raices u,v,w son
reales, tenemos que D > 0 (de hecho, por ser f(x) irreducible sobre el campo
perfecto Q, la desigualdad es estricta), asi que v/D es real. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que el primer elemento que se adjunta a Q es
VD, de modo que

K, = Ko(VD).

No es dificil ver (descomponiendo en factores primos el tipo de cada
extensién pura de las que conforman la torre radical) que podemos suponer
que cada extensién K, : K;, parat =1,...,t — 1, es pura de tipo primo.
Como f(z) es irreducible sobre K y se descompone sobre K; (pues E C K}),
hay una primera j > 0 tal que f(x) es irreducible sobre Kj; y no lo es sobre
K +4. Digamos que K41 = K,;(a), donde « es raiz de 2P — ¢ € Kj[z] para
algin primo p, de forma que

(K41 2 K] = [Kj(@) : K] < p.

Ahora, es cierto que el polinomio cibico f(x) € Kj[z] tiene una rafz en
K41, digamos u. Ocurre entonces que

K; C Kj(u) C Kji1.

Pero f(x) es un polinomio ctibico irreducible sobre K, por lo que se tiene
que
3=[K;(u) : Kjl[[Kj41: Kj] < p,

asf que p es un primo impar. Observemos aqui que f(x) es irreducible sobre
K1, es decir que j > 1. En efecto, si j = 0, tendriamos que p = 2 (pues
K, = Ko(v/D). Verifiquemos que el poliomio 2? — ¢ € K;[z] es irreducible.
En efecto, sabemos, por [Rot1, Corolario 72], que tal polinomio es irreducible
sobre K o ¢ tiene una rafz p-ésima en K;. Supongamos que se da el segundo
caso. Tenemos que « es una raiz p-ésima real de ¢ € R (jrecordemos que
Ky C R!), asi que es la tnica (por ser p impar). Asi, « € K; y por tanto
K; = Kj41, contradiciendo que 3|[K,41 : Kj]. Por lo tanto,

3|[Kjt : Kj] = [Kj(a) : K] =p.

Entonces, p = 3.
Como el polinomio ctibico f(z) es irreducible sobre K, u ¢ K;. Como
ademas K contiene a u y a v D, ocurre que

Kj g KJ(U, \/5) Q Kj+1.
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Ahora, el corolario 101 de [Rotl] asegura que K;(u, VD) es campo de des-
composicién de f(z) sobre K;. Pero K11 : K; no tiene campos intermedios
(pues su grado es 3), asi que Kj;(u, VD) = Kji.

Por lo tanto, la extensiéon K;;; : K; es normal. Ya argumentamos que
el polinomio 23 — ¢ € K,[z] es irreducible y tiene una raiz, a saber a, en
K11, asi que tiene todas ahi. Explicitamente, (o, (?a € Kj11, donde ¢ es
una raiz cibica primitiva de la unidad. Por supuesto, @ # 0 (de otro modo
K; = Kj1). Pero esto implica que ¢ = %‘ € Kj11 € Ky C R, cosa que
contradice el hecho de que ¢ € C\R. O
Corolario 1.9. Existen polinomios con coeficientes racionales solubles por
radicales tales que su campo de descomposicion sobre Q no es una extension
radical.

Demostracion. Considérese cualquier polinomio ctibico cuyo discriminante
sea positivo. Como sus tres raices son reales, su campo de descomposicion es
subcampo de R, asi que si F : Q fuese una extensién radical, se contradiria
el teorema anterior. O

En la seccién 3.1 exhibiremos un ejemplo que ilustre lo afirmado en el
corolario anterior sin apelar al teorema del casus irreducibilis.

Corolario 1.10. Si E : F es radical y K es un campo intermedio, K : F
no necesariamente es radical.

Demostracion. Directo del corolario anterior. O

Precisemos ahora en qué sentido habla el teorema del casus irreducibilis
de una situacién irreducible. Convengamos primero en decir que, para F' C R
un subcampo, x € R es ezxpresable por radicales reales a partir de F siy sélo
si hay una expresién formal E en la cual sélo intervienen elementos de F,
operaciones de campo y radicales reales (es decir, radicales en los cuales no
ocurre que el indice sea par y el radicando negativo) tal que se verifica que
x = E. Recordemos® la formula de Cardano. Sea f(x) = 2 + gz +r € Q[z].
SiR= §+g—?, A € Cestal que A% = fg+\/ﬁ (donde si R < 0, entendemos
por VR una de las dos raices cuadradas imaginarias puras de R),y BeC
es tal que AB = —1, entonces las raices de f(z) son A+ B, wA + Ww?B,
w?2A 4+ wB, donde w es una raiz ctibica primitiva de la unidad. Observemos
que B? = —2?% =—-Z- VR. Ademss, si R > 0y A es la raiz ciibica real

de —5 + VR, la igualdad AB = —1 obliga a B a ser la raiz cibica real de

6Véase, por ejemplo, [Rotl, pp 44-47].
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5= VR, mientras que si R < 0, tenemos que (fl)3 = A3 = -5+ VR =
5 - VR = B?, asf que B € {A, Aw, Aw?}. Si B = Aw, tendriamos que
1 = AB = AAw = |A]Pw € C\R, pero ¢ € Q. Por lo tanto, B # Aw.
Anélogamente, B # Aw?. Asi, B = A. Probemos ahora un lema.

Lema 1.11. Sean f(x) = 2® + qx +r € Qx| irreducible y con todas sus
raices reales, R = % + g, A € C tal que A®> = -5+ VR, y B € C tal
que AB = —1. Digamos que A = a + bi, con a,b € R. Entonces a no es
expresable por radicales reales a partir de Q.

Demostracion. Supongamos que si lo es. Como Q es perfecto, f(z) no tiene
raices repetidas, asi que D > 0. Tenemos entonces que R < 0 y por tanto,
en vista de lo ya discutido, que B = A y entoncesu = A+ B=A+ A =2a
es una raiz de f(x). Nuestra definicién de expresabilidad por radicales reales
nos dice que hay

Q=K)CK,C---CK;

torre radical con K; C R tal que u € K;. Ahora, g(z) = g(fg € Ki[x] es
un polinomio cuadritico. Sus dos raices, v, w, son reales (pues son raices
de f(x)). Pero v, w se pueden obtener con la férmula general para resolver
ecuaciones cuadraticas, lo que hace ver que son expresables por radicales

reales a partir de K, (escribiendo sélo un radical, por cierto). Es decir, hay
Q=Ko CK1C---C K

torre radical con Ky C R tal que u,v,w € K;11, cosa que contradice el
teorema del casus irreducibilis. O

Siw = a+bi € C, es conocido que las raices cuadradas de w son z = =+
yi, donde & = 4/ § + %\/@2 + 02,y = :I:\/—% + %\/CLQ + b2, con sgn(zy) =
sgn(b). Es decir, hay una férmula general para obtener las raices cuadradas
de un numero complejo arbitrario, donde las partes real e imaginaria de
cada solucién estén expresadas por radicales reales (pues || < 1v/a? +b?)
a partir del campo que se obtiene adjuntando a Q las partes real e imaginaria
del nimero complejo dado. Probaremos ahora que éste no es el caso con las
raices cubicas.

Proposicion 1.12. No eziste una formula general que proporcione una raiz
cubica de un niumero complejo arbitrario, donde las partes real e imaginaria
de la solucion estén expresadas por radicales reales a partir del campo que
se obtiene adjuntando a Q las partes real e imaginaria del nimero complejo
dado.



1.3. CASUS IRREDUCIBILIS 11

Demostracion. Supongamos que si la hay. Tomemos cualquier polinomio
f(x) = 2% + gz +r € Q[z] irreducible y con todas sus raices reales. Sea R
como en el enunciado del lema anterior. Tenemos que R < 0. Consideremos
el nimero complejo

Cz_g—’_zV_Rv

cuyas partes real e imaginaria son expresables por radicales reales (pues
—R > 0) a partir de Q. Aplicando la férmula que estamos suponiendo que
existe, obtenemos una raiz ctibica de ( cuyas partes real e imaginaria son
expresables por radicales reales a partir de Q, en particular su parte real,
cosa que el lema anterior asegura que no puede suceder. O






Capitulo 2

Problemas

2.1. Funciones Simétricas

Sean K un campo, F = K(z1,22,...,2,). Para o € S,, llamemos ¢ al
automorfismo de E que resulta al aplicar o a los subindices de las indeter-
minadas que aparecen en un elemento de E. Hagamos G = {é|o € S,}.
Sea I = EY (los elementos de F se conocen como funciones simétricas).
Es facil ver que E : F' es un campo de descomposicién del polinomio

7t =[]t - =) € P,

que es separable por no tener raices repetidas. Ademds, como las distintas
raices de f(t) son {z1,x2...,2,}, Gal(E : F) < G, y por supuesto G <
Gal(E : E¢) = Gal(E : F), por lo que Gal(E : F) = G = S,,, de donde
[E: F]=nl

Parai =1,...,n, denotemos como a; a la suma de todos los posibles pro-
ductos de i diferentes indeterminadas, tomadas del conjunto {x1, za,...,z,}
(asf, a1 = x1 + 2o+ -+ + Xp, a2 = T1T2 + T1T3 + - + Ty 1Tnye - -0 =
1o -+ Tp). Tenemos entonces que
@)=t —2)(t—22) - (t —xp) =t" —art" ' +agt" 2 — -+ (=1)"ay.
Tradicionalmente, a a; se le llama la i-ésima funcion simétrica elemental en
n indeterminadas, para cada i =1,... n.

Probaremos, siguiendo a [Arl, Cap. II, Sec. G], la siguiente

Proposicién 2.1. Sea K un campo. Toda funcién simétrica en n indeter-
minadas con coeficientes en K se puede escribir como una funcion racional
con coeficientes en K evaluada en las funciones simétricas elementales.

13
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Demostracion. Sean E, F, f(t),a1,as,...,a, como arriba. Definimos S =
K(ay,as,...,a,). Ya observamos que f(¢) € S[t], y en general es claro que
SCFCE.

Para lograr nuestro objetivo (es decir, obtener que S = F), basta hacer
ver que [E : S] < nl. Consideremos pues la siguiente torre de campos:

§=85,C5,.1C85,2C---CS5CS CSH=F

donde para i =1,2,...,n, S;—1 = S(x;, it1,...,2,) = S;(x;). Basta pro-
bar que, para cada i = 1,...,n, [S;—1 : S;] < i, y para ello basta ver que
el generador x; de S;_; sobre S; es raiz de un polinomio de grado i con
coeficientes en S;. Construyamos tales polinomios. Sean F,(t) = f(¢) y

f(t) _ Fia®)

(t—2ip1)(t = @ig2) - (t—mn)  t—zips

Fi(t)

parai=1,...,n — 1. Se tiene que, para i = 1,...,n, F;(t) es un polinomio
monico en ¢ de grado ¢ y cuyos coeficientes son polinomios con coeficientes
enteros evaluados en ay,as,...,a, y €0 T;11, Tita, ..., Ty. En efecto, si para
1=1,...,n—1, llamamos b; a la i-ésima funcién simétrica elemental en n—1
indeterminadas, tenemos que

Fooa(t) = (t—z)(t—a2)- - (t = 2n-1)
tn—l _ bltn—Q + bgtn—S — et (_1)71—1[)71_17
de donde se observa que by = a1 — x, y que, para i = 2,...,n— 1, b; =
a; — Tpb;_;. Si ahora llamamos, para i =1,...,n—2, ¢; a la i-ésima funcién

simétrica elemental en n — 2 indeterminadas, tenemos que

Fooa(t) = (t—az1)(t—a2) - (t—2n2)
tn72 o Cltn73 + Cgtn74 e (71)”72671_2,
de donde se observa que ¢y = by — x,—1 y que, para ¢ = 2,...,n — 2,

¢; = b; — xp_1¢;—;. Asi proseguimos hasta llegar a
Fl(t) =t—x1=1— [a1 —(.T2+—|-$n)]
Por lo tanto, F;(t) € S;(t). Ademds, es claro que z; es raiz de Fj(t). O

Ahora, usando un poco de teoria de Galois, es facil deducir que S = F.
En efecto, consideremos a f(t) € S[t]. Observemos que E : S es un campo
de descomposicién de f(t), asi que es una extensién de Galois. Ahora, G <
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Gal(E : F) < Gal(E : S) y, como arriba, Gal(E : S) < G, por lo que
Gal(E : S) = G. Entonces, S = E¢ = F.

Es cierto que sobre un campo K, cualquier polinomio simétrico en las
indeterminadas x1, x3, . . . , £, puede ser escrito como un polinomio con coefi-
cientes en K evaluado en las funciones simétricas elementales a1, as, ..., ay.
Véanse, a tal efecto, las referencias citadas en [St, Teorema 18.8] o la de-
mostracién dada en [Rom, Teorema 6.2.2].

2.2. Un Problema Inverso

Se sabe! que dado un polinomio p(z) € Q[z], se puede calcular su grupo
de Galois. Tiene sentido plantear el problema inverso, es decir, si dado un
grupo finito G, habrd un polinomio p(z) tal que su grupo de Galois sea
(isomorfo a) G.

Si el campo de base F' no se especifica, la respuesta es afirmativa. En
efecto, dado un grupo G, digamos de orden n, consideramos un polinomio
p(zx) separable de grado n, digamos con coeficientes en F', tal que su grupo de
Galois sea S, (véase la seccién 2.1). Sea E : F' un campo de descomposicién
de p(x). El teorema de Cayley asegura la existencia de H < S, tal que
G =2 H. Consideremos E¥ . El teorema fundamental de la teoria de Galois
garantiza que Gal(E : Ef) = H. Asi, basta ver a p(x) como un polinomio
con coeficientes en E para obtener que el grupo de Galois de p(z) sobre
EH es H, y por tanto isomorfo a G.

Hemos probado la siguiente

Proposicion 2.2. Todo grupo finito G es el grupo de Galois de algin poli-
nomio.

Sin embargo, si se requiere que el campo de base sea Q, el problema se
vuelve mucho mas dificil, tanto que ain no se conoce una solucién general.
En 1954 el matemético ruso Safarevich probé? que tal polinomio p(x) existe
si G es soluble. En este caso, el problema se transforma en uno equivalente,
pero de teoria de nimeros.

Se puede consultar algunos resultados parciales en este sentido (por
ejemplo, el caso G = S), con p primo, o el hecho de que si G es abeliano y

1Véase el algoritmo dado en [St, Sec. 22.4] o los procedimientos descritos en [G, Sec.
4.9].
2Véase [Sa).
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~

finito entonces hay una extensién E : Q tal que Gal(F : Q) = G) en [Rom,
Sec. 10.5].

Supongamos que nos enfrentamos al siguiente problema: Dado H < Sy,
hallar f(z) € Q] tal que el grupo de Galois de f(z) sea (isomorfo a) H.
En lo que resta de esta seccién, para f(x) € Q[x], denotaremos como Gal(f)
al grupo de Galois de f(x) sobre Q.

Determinemos en primer lugar todos los subgrupos H de S;, médulo
isomorfismo. La teoria de grupos necesaria para seguir esta discusién es
elemental y puede consultarse en cualquier texto bésico de algebra abstracta
oen [Rotl, Ap. B|. Como |S4| = 24, los posibles 6rdenes para H son 24, 12,
8,6,4,3, 2y 1. Los casos |[H| =24 y |[H| = 1 son triviales. Si |H| = 12, se
tiene que [G : H] = 2 y por tanto que H < G. Como los tnicos subgrupos
normales de Sy son Ay y V (el 4-grupo de Klein), H = A4. Si |H| = 8,
H es un 2-subgrupo de Sylow de Sy. Los teoremas de Sylow aseguran que
dos cualesquiera de estos H’s son conjugados, asi que H es tnico médulo
isomorfismo. Como Dyy), el grupo diédrico de orden 8, es subgrupo de
Sy, tenemos que H = Dyy4). Por cierto, los teoremas de Sylow también
garantizan que la cantidad de subgrupos de S, de orden 8 es un nimero
congruente con 1 médulo 2 (es decir impar) que divide a 24. Por lo tanto,
hay 1 6 3. Si hubiera uno, serfa normal en Sy, pero |A4| # 8 # |V, asi que
hay 3. Si |H| = 6, H = Z¢ 6 H = Ss3, pero en Sy no hay elementos de
orden 6, asi que H = S3. Por cierto, es facil ver que H tiene que ser una de
las 4 copias de S3 que son subgrupos de Sy (los grupos de permutaciones
que dejan fijo al 1, al 2, al 3 6 al 4, respectivamente). Si |H| =4, H 2V
OHX=74.Si|H|=3,H>Z3> As.Si |H| =2, H2 Zy. Tenemos entonces
que H es isomorfo a Sy, A4, Dasy, S3, V', Zs, A3, Z3 6 1.

Sea f(x) € Q[z] cudrtico, y sea X = {1,2,3,4}. Es un hecho béasico?
que si f(x) es irreducible sobre Q entonces Gal(f) es transitivo (es decir
que actia transitivamente sobre el conjunto de raices de f(z), o equivalen-
temente que, visto como subgrupo de Sy, actia sobre X de manera tran-
sitiva). Dado un subgrupo transitivo de Sy, digamos H, se tiene una tnica
H-6rbita, a saber, todo X. Entonces | X| = 4 es un indice en H (el indice
en H de un cierto estabilizador), de donde 4 divide a |H|, por lo que H es
isomorfo a Sy, Ay, Doy, V 6 Zy (y es facil verificar que cada uno de éstos
es transitivo).

Empleando razonamientos andlogos se observa también que, si f(x) €

3Véase, por ejemplo, [Rot2, Proposicién 4.13].
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Q|[z] es cubico e irreducible, entonces 3 divide a |Gal(f)|, por lo que Gal(f)
es isomorfo a S3 6 a As.

Enunciemos algunos resultados que nos seran ttiles.

Recordemos? primero que el discriminante de 2° + gz + r € Q] es
—4q® — 2772,

Los siguientes criterios para f(x) € Q[z] cibico irreducible con discri-
minante D y G = Gal(f) estdn probados en [Rotl, Teorema 104].

(i) Si D no es un cuadrado en Q, entonces G = Ss.
(ii) Si D es un cuadrado en Q, entonces G = Aj.

Para f(z) € Q[z] cudrtico con raices aq, ag, a3, ay, definimos

u = (a1 +ag)(as+ ay)
v = (o1 +a3)(ae+ o)
w = (o4 ag)(a + asg),

y llamamos ecuacion cibica resolvente de f(x) a (x —u)(x —v)(x —w). Con
estas convenciones, la ecuacién ciibica resolvente de z* + g% +rz+s € Q[z]
es 2% — 2qz? + (¢% — 4s)x + r? (segtin [Rot1, Teorema 105]).

Los siguientes criterios para f(x) € Q[z] cudrtico irreducible con ecuacién
cibica resolvente g(z), m = |Gal(g)| y G = Gal(f) estdn probados en [Rotl,
Teorema 106].

(i) Sim =6, entonces G = S.
(ii) Sim = 3, entonces G = A,.
(iii) Sim =1, entonces G = V.

El caso especial del polinomio cuértico z* + bx? + ¢ estd explorado en
[Rom], en donde el teorema 6.4.3 asegura que, si tal polinomio es irreducible
sobre Q y si se tiene que ni ¢ ni ¢(b? — 4c) son cuadrados en Q, entonces
Gal(f) = Da(a).

Demos ahora los polinomios en Q[z] pedidos.

Si f(x) = x, Gal(f) = 1, trivialmente.

Si f(x) = 22 + 1, Gal(f) = {1,060} = Zs, donde o es la conjugacién
compleja (restringida apropiadamente).

Sea f(z) = 2° — 3z + 1. Como el polinomio ctibico f(z) no tiene raices
racionales, es irreducible sobre Q. Su discriminante es —4(—3)% — 27(1)% =
81 = 92, asf que /D € Q y por tanto Gal(f) = As.

4Véase [Rotl, Teorema 100(ii)].
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Si f(x) = 23—2, que es irreducible sobre Q (por no tener raices racionales
o por el criterio de Eisenstein) y cuyo discrminante es —108, tenemos que
Gal(f) = Ss.

Sif(r)=a*+2>+22+2+1= ”fj_’ll, el quinto polinomio ciclotémico,
es un hecho muy conocido® que Gal(f) = (Q(¢) : Q) = Z5# & Z4, donde ¢
es una raiz quinta primitiva de la unidad.

Sea f(x) = 2% — 1022 + 1. Se tiene que f(x) es irreducible sobre Q. En
efecto, no tiene raices racionales, y no es dificil ver que no hay a,b,c € Q
tales que z* — 1022 + 1 = (2 + az + b)(2% — az + ¢). La ecuacién cibica
resolvente es

23 + 202 + 962 = 2(x + 8)(x + 12),

que se descompone sobre Q, por lo que m = 1. Asi, Gal(f) 2 V.

Sea f(r) = 2* +22%+2. Por el criterio de Eisenstein, f(z) es irreducible
sobre Q. Como ni 2 ni —8 son cuadrados en Q, tenemos inmediatamente
que Gal(f) = D2(4).

Sea f(z) = x*+8x+12. Verifiquemos que f(z) es irreducible sobre Q. Es
facil ver que f(z) no tiene rafces racionales. Si z*+qz3+rz+s € Q[z] tuviera
un factor cuadratico 2% +kx +1 € Q[z], el método de Descartes para resolver
ecuaciones cudrticas asegura® que k? serfa raiz de 3 +2q2% + (¢> —4s)x —r2.
Por supuesto, si k € Q, entonces k? € Q. Haciendo ¢ =0, r =8,y s = 12,
se sigue que, si f(z) no fuese irreducible sobre Q,

h(x) = 2® — 482 — 64

tampoco lo seria (pues tendria una raiz en Q). Pero h(z) es irreducible sobre
Q, pues reduciéndolo médulo 5 obtenemos 3 + 2z + 1, y este polinomio
es irreducible sobre Zs, ya que no tiene raices. Ahora, la ecuacién cibica
resolvente de f(z) es

g(x) = 2 — 482 + 64.

Otra vez, para ver que g(x) es irreducible sobre Q, reduzcdmoslo médulo 5.
Resulta 23 4 2z — 1, y este polinomio es irreducible sobre Zs, pues no tiene
raices. El discriminante de g(z) es 331776 = 5762, asi que Gal(g) = A3 y
por tanto m = 3. Entonces, Gal(f) = A,.

Sea f(z) = x* — 42 + 2, que por el criterio de Eisenstein es irreducible
sobre Q. La ecuacion cibica resolvente es

g(x) = 2% — 8z + 16.

5Véase, por ejemplo, [Rot1, Ejemplo 27].
6Véase [Rotl, pp 48-49).
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Para ver que g(x) es irreducible sobre Q, reduzcdmoslo médulo 5. Obte-
nemos 3 +2x+1, y en el parrafo anterior hicimos ver que este polinomio es
irreducible sobre Zs. El discriminante de g(x) es —4864, asi que Gal(g) = S5
y por tanto m = 6. Entonces, Gal(f) 2 Sy.

Se recomienda la lectura de Conrad, K., Galois Groups of Cubics and
Quartics, asi como de Spearman, B. & Williams, K., Quartic Trinomials
with Galois Groups Ay and Vy (donde V4 es V).






Capitulo 3

Ejemplos

3.1. Solubilidad por Radicales

Recordemos que si F' es un campo, decimos que f(x) € F[x] es soluble
por radicales si y s6lo si hay una extensién radical E : F tal que f(z) se
descompone sobre E. No es evidente, por supuesto, que esto implique que
el campo de descomposicién de f sobre F' sea una extensiéon radical de F'.
Daremos! un ejemplo que hace ver que efectivamente no lo implica. En
otras palabras, exhibiremos un polinomio soluble por radicales cuyo campo
de descomposicién no es una extension radical.

Sean F = Qy f(z) = 2% —3x+1, y sea K : Q un campo de descomposi-
cién de f(x) sobre Q. Como todo polinomio cibico con coeficientes en @,
f(x) es soluble por radicales. Probaremos que K no es una extensién radical
de Q. Determinemos el grado de K : Q. En la seccién 2.2 se demostrd que,
si G es el grpo de Galois de f(x) sobre Q, G = A3. Como Q es perfecto,
[K : Q] = |G| = 3. Ahora, supongamos que K es una extensién radical de
Q. Entonces hay una torre de campos

Q=FRCFC---CF. =K

en donde F; : F;_; es una extensiéon pura para cada i € {1,...,r}. Como
[K : Q] es primo, hay una y sélo una inclusién propia en la cadena. Asi, K =
Q(b) con b e K\Q y " = u € Q para algin entero positivo n. El polinomio
minimo p(z) de b sobre Q se descompone sobre K, por ser K : Q normal.
Sea b’ € K otra raiz de p(z). Entonces b = u = (/)" as{ que u = b'/b es

1Seguiremos a [M, Ejemplo 16.13].

21
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una raiz n-ésima de la unidad. En el grupo de raices n-ésimas de la unidad,
digamos que p tiene orden m. Entonces p es una raiz m-ésima primitiva de
la unidad. Sabemos? que entonces [Q(u) : Q] = ¢(m). Como Q(u) C K,
tenemos que p(m) es 1 6 3. Pero se tiene que, para todo entero positivo
m, p(m) # 3. En efecto, ¢(1) = 1y, para 3 > 1, p(28) = 26-1(2 - 1) =
20=1 £ 3 asi que podemos suponer que m no es una potencia de 2. Digamos
que m = p{'pg? .- p% con p1,pa, ..., ps primos distintos y s, a1, g, ..., ag
enteros positivos. Entonces p(m) = o(p{*)p(ps?) - - - p(p%=). Sea p un primo
impar que divida a m. Asi, si o(m) = 3, p(p®) dividirfa a 3, para algin
entero positivo a.. Ahora, p(p®) = p*~!(p — 1). Pero, por supuesto, p — 1,
siendo par, no divide a 3. Asi, [Q(x) : Q] = ¢(m) = 1, y entonces pu € Q.
Ahora, las uinicas raices de la unidad racionales son +1, por lo que p = +1.
Tenemos entonces que b’ = +b. Podemos ahora asegurar que p(z) tiene a
lo mds 2 raices distintas. Como Q es perfecto y p(z) es irreducible sobre
Q, tenemos que 9(p) < 2, asi que [Q(b) : Q] < 2 < 3 = [K : Q], cosa
que contradice la igualdad K = Q(b). Por lo tanto, K no es una extensién
radical de Q.

3.2. Una Extensiéon de Campos Finita pero
no Simple

Como los campos finitos y los de caracteristica cero son perfectos, y
por tanto toda extensién finita de uno de ellos es separable, en virtud del
teorema del elemento primitivo el ejemplo tendra que ser sobre un campo
infinito de caracteristica positiva.?

Sea E = Zs(x,y), el campo de funciones racionales en dos indetermi-
nadas con coeficientes en Zs. Un elemento tipico de E seria, digamos,

x4+ xry + x®
y5 + y3x2

(en el cual todos los coeficientes son 1). Como campo base tomemos a
F = Zs(22,4?), el subcampo de E formado por aquellos elementos de F
en los cuales todas las potencias de las indetermnadas son pares. Como
E = Zy(x,y) = Zy(2?,9%,2,y) = F(z,y), y tanto 2 como y son algebraicos
sobre F', es claro que E : F es finita.

2Véase [M, Corolario 7.8].
3Seguiremos a [Ar2, Cap. VII, pig. 144].
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Calculemos primero [E : F]. Consideremos cualquier § € E. Escribamos

_ o(zy)
Y(z,y)

con ¥ (x,y) # 0. Dado que la caracteristica es 2, el cuadrado de un polinomio
es simplemente la suma de los cuadrados de sus términos, asi que

g 9@y _ @ y)(y) @ y)v(@y)

1/J($,y) W(%y) ¢1($27y2)

con 1 (22,y?) € F. Escribamos al polinomio del numerador como

o(z,y)(z,y) = g1(2%,y%) + g2 (22, ¥*)x + g3(22, ¥*)y + ga(2?, y*)zy

para ciertos polinomios g;(2%,y?) € F para i = 1,2, 3, 4. Es decir, cualquier
0 € E se puede poner en la forma

0 = a1 + asx + asy + asxy

con a; € F para i = 1,2,3,4. Entonces, & = {1,z,y,zy} genera al F-
espacio vectoral F. Verifiquemos que 4 es linealmente independiente. Si en
0 = a1 + asx + asy + agxy tenemos que = 0, podemos limpiar denomi-
nadores para obtener la igualdad entre polinomios

[1(@® 0% + Lo (22 ) x + f3(2®, 97y + fa(2®, )y =0

y de ahi, comparando coeficientes, se sigue que a; = 0 para cadai =1,2,3,4.
Por lo tanto, % es una base y [E : F| = 4.

Probemos ahora que F : F no es simple. Supongamos que lo es, digamos
E =F(a). Peroa? € F,asi que 4 = [E : F| = [F(«) : F] <2, cosa que es
una contradiccién.

Notese que es facil adaptar este razonamiento para obtener que, para p
primo, la extensién Z,(x,y) : Z,(xP,yP) es finita pero no simple.

Sigamos estudiando el caso p = 2. El teorema de Steinitz asegura que
hay una cantidad infinita de campos intermedios entre E y F. Sea cualquier
a € E. Como o? € F, tenemos, como arriba, que [F(a) : F] < 2. Ahora, ya
sabemos que podemos escribir

a = aj + a2 + azy + asxry

con a; € F para i = 1,2,3,4. Por supuesto, alguno de as, as, a4 es distinto
de cero siy sélo si a ¢ F, y esto equivale a que [F(«) : F] = 2. Supongamos
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que ése es el caso. Tenemos que cualquier elemento £ € F(«) tiene la forma
A+ Ba, con A, B € F. Entonces,

£ = A+ Ba=C + Basx + Basgy + Baszxy

para C' € F, donde para esta « especifica, as, az, aq estan fijos. Observemos
que la proporcién Bas : Bag : Bay es constante para todo el campo F(«).
Asi, para obtener una cantidad infinita de campos basta tomar una cantidad
infinita de proporciones as : a3 : aq. Por ejemplo, consideremos el conjunto
de valores a = z + "1, donde n € N. Tenemos un campo diferente para
cada valor de n con as = 1,a3 = 2n,a4 = 0.

3.3. Un Polinomio no Soluble por Radicales
con Grupo de Galois Soluble

De entrada, el gran teorema de Galois nos orienta a buscar el ejemplo
en un campo de caracteristica positiva.
Probemos primero un lema, tomado de [Rot2, Lema 4.55].

Lema 3.1. Si p es primo y k = Z(t), el campo de funciones racionales
sobre el campo Z,, entonces f(x) =z —x —t no tiene raices en k.

Demostracion. Sihubiera una raiz o de f(z) en k, habrian g(t), h(t) € Z,[t]

con o = %; podemos suponer que (g,h) = 1. Como « es raiz de f(z),

p
tenemos que (i Eg) — (,gL 8) = t; limpiando denominadores obtenemos la
ecuacion en Z,|t]
g? — hP~ltg = thP.

Asi, g|th?. Como (g,h) = 1, tenemos que g|t, por lo que g(t) = at 6 g(t)
es constante, digamos ¢(t) = b, donde a,b € Z,. De la ecuacién desplegada
se sigue también que h|gP, pero el hecho de que (g,h) = 1 obliga a h a ser
constante. Tenemos ahora, sin pérdida de generalidad, que o = at o que
a =b. En el primer caso, es decir, si & = at, como el (pequeno) teorema de
Fermat da que a” = a en Z,, ocurre que

0 = a?—a-—t
= (at)? — (at) —t
= aPt’ —at—1t
= atf —at—t

= t(atPt —a—1).
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Se sigue que at?~! —a — 1 = 0. De aqui, a # 0, pero entonces se contradice
la trascendencia de t sobre Z,. En el segundo caso, es decir, si a = b € Zy,
tenemos, por el teorema de Fermat, que 0 = f(a) = f(b) =" —b—1t =
—t # 0. Con esto se tiene que a ¢ k. O

Sean p un primo, k = Zy(t), f(z) = 2P — x —t € k[t]. Probaremos
que el grupo de Galois de f(z) sobre k es isomorfo a Z, (que por supuesto
es soluble), pero que f(z) no es soluble por radicales. Seguiremos a [Rot2,
Proposicién 4.56].

Hagamos ver primero que el grupo de Galois de f(x) sobre k es de orden
p. Sea o una raiz de f(z) y sea E = k(a). Por el teorema de Fermat, en Z,
ocurre, para cualquier ¢, que ¥ = i, asi que para ¢ = 0,...,p — 1 se tiene
que

(a+i)f —(a+i)—t=al —a—t=0,

es decir, a4 i es raiz de f(z). Como f(z) es de grado p, ésas son todas sus
raices, y por tanto E = k(a) es un campo de descomposicién de f(z) sobre
k, y como todas son distintas, el polinomio es separable. Verifiquemos ahora
que es irreducible sobre k. Supongamos que f(z) = u(z)v(z), con

u(x) = 2%+ cqg12t - 4 ¢ € k7]

y 0 < d < 9(f) = p. Tenemos que u(x) es el producto de d factores de
la forma z — (a4 7). Sabemos que —cq—1 es la suma de las raices, as{ que
—cq—1 = da + j, para alguna j € Z, C k. Por lo tanto, dao € k. Como
0 < d < p, tenemos que d # 0 en k, obligando a que « € k, cosa que
contradice el lema 3.1. Como f(z) es un polinomio irreducible de grado p,
sabemos que [E : k] = [k(«) : k] = p, y como f(z) es separable, tenemos
que |Gal(E : k)| = [E : k] = p. Asi, el grupo de Galois de f(z) sobre k es
Gal(E : k) = Z,,.

Probemos ahora que f(z) no es soluble por radicales. Si lo fuera, habria
una torre radical

k=ByC B C---CB,

con F C B,. Como ya antes lo hemos hecho, podemos suponer que para
i = 1,...,r la extension B; : B;_1 es pura de tipo primo; digamos que
B; = B;_1(u;), donde u}* € B;,_; con ¢; primo. Como « € B,\By (por el
lema 3.1), hay j € {1,...,r} tal que &« € B;\B;_1. Escribamos, para aligerar
la notacién, B = K(u), donde u? = b € K con ¢ primo, o,u € B\K. Es
un hecho conocido* que como el polinomio ¢ — b € K[z] no se descompone

4Véase, por ejemplo, [Rot2, Proposicién 3.126] 6 [Rot1, Corolario 71].
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sobre K (pues u ¢ K), es irreducible sobre K. Por tanto, [B : K| = q.
Entonces, B : K no tiene campos intermedios. Tenemos que

K ¢ K(a) C B,

por lo que B = K(«). Ahora, de manera exactamente andloga a como se
hizo ver que f(x) es irreducible sobre k, también se tiene que lo es sobre
K (arriba usamos que « ¢ k y ahora que a ¢ K). Entonces, « es rafz del
polinomio irreducible f(z) € K[z], de manera que ¢ = [B : K] = [K(«) :
K] = p. Ahora, como K(«a) : K es claramente campo de descomposicién
del polinomio separable f(z) € K(z], y B = K(«), la extensién B : K es
de Galois, y en particular separable. Por lo tanto, u € B es un elemento
separable. Pero el polinomio irreducible de u sobre K es, como sabemos,
29 —b =2aP —b = (r — u)P, que tiene raices repetidas. La contradiccién
proviene de la suposicién de que f(x) es soluble por radicales; por lo tanto,
no lo es.

Este ejemplo hace ver, por supuesto, que en el enunciado del gran teo-
rema de Galois no se puede omitir la hipétesis de que la caracteristica del
campo sea 0. Cabe senalar que la definicién de solubilidad por radicales se
puede extender, debilitdndola, a campos de caracteristica arbitraria para
que no sea necesario imponer tal hipétesis. Véase el enunciado explicito de
la definicién extendida en [M, Cap. 16, Problema 2], o bien la demostracién
presentada en [Rom, Sec. 12.3].
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