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Capitulo 0
Introduccion

Es ampliamente conocido que un espacio metrizable puede ser dotado de métricas
distintas que, si bien inducen la misma topologia, difieren en otros aspectos. Por ejemplo,
un conjunto acotado o dos conjuntos distantes respecto a una de las métricas pueden no
serlo respecto a la otra. Una forma alternativa de definir una métrica es a través de una
familia de cubiertas del espacio, una por cada nimero positivo €. Los elementos de la “c—
cubierta” son los “c—discos”, es decir, los abiertos que engloban a los puntos que distan
de un centro en menos de € unidades. Generalizando las propiedades de las e—cubiertas,
podemos llegar a estructuras andlogas en espacios no metrizables. Asi surgieron las estruc-
turas uniformes. Véase el articulo de Weil [37] y el trabajo de Tukey [35]. Ambos trabajos
son de suma importancia y cubren dos puntos de vista sobre las estructura uniformes, pues
mientras que Weil lo hace mediante seudométricas, Tukey lo hace con cubiertas. La obra
de Howes [21], por su parte, representa uno de las propuestas mas recientes por poner al
alcance de los estudiantes no graduados un libro de texto que da cabida en sus paginas a un
estudio exhaustivo de las estructuras uniformes. En cuanto al problema de la completacion,
K. Morita presenta en [29], cinco problemas no resueltos (1970) sobre las siguientes dos

preguntas:

“; Cudl es la condicion necesaria y suficiente para que un espacio uniforme tenga una

completacion paracompacta”.

“; Cual es la condicion necesaria y suficiente para que un espacio de Tychonoff tenga

una completacién topoldgica y de Lindelof?”. !

LAqui Morita, refiere por completacién topoldgica de un espacio uniforme a su completacién respecto

a la fina uniformidad.
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Por otra parte, cada estructura uniforme determina una topologia, pero los conceptos
de conjuntos acotados o conjuntos distantes pueden ser expresados de una manera mas
general. Se utilizan, en esta tarea, propiedades de las cubiertas en la propia estructura.
Las topologias determinadas por las estructuras uniformes, son siempre completamente
regulares, que si bien abarcan una clase considerablemente mas amplia que la clase de
los metrizables, pero estas topologias dejan fuera a muchos espacios importantes para los

topdlogos.

Las estructuras pre—uniformes presentadas en esta tesis se aplican a cualquier espacio
topoldgico con una minima propiedad: Todo subconjunto abierto es la union de subcon-
juntos cerrados. Esta propiedad se denota como R y es mas general que la propiedad T}:
Todo subconjunto finito es cerrado. Por lo tanto, la clase de espacios de Hausdorff queda

incluida dentro de la clase de espacios Ry.

El concepto de completitud tiene relevancia en las estructuras pre—uniformes. Asimis-
mo, la extensidon de un espacio pre—uniforme a uno completo, presenta ciertas dificultades y
no es tan contundente como en espacios uniformes, en donde cualquier estructura uniforme
se puede completar y de manera esencialmente (inica. Sin embargo, las posibilidades de que
un espacio pre—uniforme pueda o no ser completado y de serlo, de mas de una manera,

enriquece la teoria y la vuelve mas interesante.

En el capitulo primero, definimos los conceptos basicos de la teoria: Pre—uniformidades,
tipos importantes de pre—uniformidades, subespacios de espacios pre—uniformes, continuidad
uniforme, filtros de Cauchy y tipos especiales de filtros de Cauchy. En el segundo capitulo,
nos concentramos en el estudio de espacios pre—uniformes completos o totalmente acota-
dos y en el dltimo capitulo, analizamos las completaciones y propiedades universales de los

diversos espacios pre—uniformes.

Consideramos que muchos de los resultados presentados en los tltimos dos capitulos
son originales, y si bien, se encuentran mezclados entre resultados ya conocidos en razén
del desarrollo de la teoria, pensamos que contribuyen al estudio de ciertos espacios, como

los T'y—cerrados o regular—cerrados.

Finalmente incluimos dos apéndices, el primero sobre espacios Ts—cerrados y el se-

gundo sobre la extensidon de Katétov de un espacio de Hausdorff.



Agradecemos al Dr. Salvador Garcia Ferreira sus valiosos comentarios y estamos en
deuda con el Dr. Richard G. Wilson R. por hacernos ver la conveniencia de anexar ejemplos
concretos sobre la extensién de un espacio Ty—pre-uniforme distinta de la extensién de

Katétov.






Capitulo 1

Pre—Uniformidades y

Semi—Uniformidades

1.1. Pre—Uniformidades

Definicion 1.1.1

Sea X un conjunto no vacio.

1) Si« es una cubierta de X y B C X, entonces se define la estrella de B con respecto

a &x como:

St(B,a)=U{Le€ea: BNL #g} (1.1)

2) Sean o y (3 dos cubiertas de X. Se dice que o es un refinamiento de (3 si para cada

U € a existe V € (3 tal que U C V. En simbolos se escribe o < (3.

3) Sea U una familia no vacia de cubiertas de X. U recibe el nombre de base de pre—
uniformidad en X si cada par de elementos de la familia tiene un refinamiento comtn

que también es miembro de la familia, es decir:
e Dadosa,eU, existeyeUtalquey<ayy<p

4) Una pre-uniformidad en X es una base de pre—uniformidad U en X tal que si vy es

cubierta de X y existe « € U con o < ~y, entonces v € U.

5) Un espacio pre-uniforme es una pareja (X,U), en donde X es un conjunto no vacio

y W es una pre—uniformidad en X.
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Definicién 1.1.2
1) Sea U una base de pre—uniformidad en X. La topologia generada por U, denotada

T, se define mediante la condicion:
e L € Ty siysdlosipara toda p € L, existe o, € U tal que St(p, ov,) C L.

2) Sean By y By bases de pre—uniformidad en X. Se dice que B, precede a B, lo que
se denota por By < Bs, si para toda o € By existe § € By tal que § < a.

3) Sean B y By bases de pre—uniformidad en X. By, By se dicen equivalentes, lo que
se denota: By ~ By, si para toda « € By existe [ € B, tal que § < «, y para toda
0 € By existe vy € By tal que v < 3.

Observacion 1.1.3
i) Si By, By son bases de pre—uniformidad en X y si By < By, entonces Tg, C T, .
También se tiene que B C By implica B, < Bs.

i1) De la Definicion 1.1.2, se deduce que By ~ By si sélo si By < By y By < By.

iii) El "ser equivalentes” es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las

bases de pre—uniformidad sobre el conjunto X.

Definicion 1.1.4

Sea B una base de pre—uniformidad en X. Se define:
Bt ={v : v es cubierta de X y existe & € B tal que a < ~v}. (1.2)

Observemos que B es pre—uniformidad si y sélo si B = BT,

Tres resultados inmediatos de esta Ultima observacién son los siguientes:

Proposicion 1.1.5

Si B, By y By son bases de pre—uniformidad en un conjunto X, se tiene:
1) By < By siy sdlo si Bf C Bi. Por tanto By ~ By si y sélo si B = B,
2) B~ BT,

3) SiBy ~ By con By = B y By, = BJ, entonces B, = B,
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Demostracion.

1) Supongamos que B; ~ B,. Entonces B C B C BJ y B = BJ. Recipro-
camente, B;" = B implica By C B y B C By y, por tanto, By ~ B,

2) Es inmediata. n

Corolario 1.1.6

Sea X un conjunto no vacio. Sea ® el conjunto de todas la bases de pre—uniformidad
sobre X y sea ® /~ el conjunto cociente que consta de todas las clases de equivalencia de
la relacion dada en la Definicion 1.1.2. Entonces cada clase de equivalencia contiene una

sola pre—uniformidad.

Demostracion.  Para cada base de pre—uniformidad B, B™ es una pre—uniformidad equiv-
alente a B. Por la Proposicién 1.1.5 inciso 3, dos pre—uniformidades equivalentes coinciden.
]

Por otra parte, nétese que el reciproco de la Observacién 1.1.3 (i), no es valido, es
decir, Tp, = Tg, & By ~ Bo.

Definicion 1.1.7

1) Sea B base de pre—uniformidad en el conjunto X.
a) B se dice abierta, si cada o € B estd contenida en T.
b) B se dice admisible, si es equivalente a una base de pre—uniformidad abierta.

2) La base de pre—uniformidad U, en el espacio topoldgico (X, T), se dice que es com-
patible si Ty =7T.

Teorema 1.1.8
Todo espacio topoldgico (X,T) que sea Ro' admite una base de pre-uniformidad
abierta U que induce la topologia T. Esto es, todo espacio topoldgico Ry tiene una base

de pre—uniformidad admisible y compatible.

1Un espacio topolégico (X, T) se dice que cumple el axioma de separacién Rg si todo subconjunto

abierto de X es unién arbitraria de subconjuntos cerrados de X.
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Demostracion.  Sea ‘B la familia de todas las cubiertas abiertas de X. Claramente B es
una base de pre—uniformidad en X y Ty C 7. Por otro lado, por ser X un espacio Ry,
p € V € T implica C¢({p}) C V. Por tanto, si @ = {V,X\ C¢({p})}, se tiene que
St(p,a) =V yporello T C Tgp. [ |

Es posible establecer un reciproco del Teorema 1.1.8.
Teorema 1.1.9
Si B es base de pre—uniformidad abierta en X, entonces Tg es Ry.

Demostracion.  Bastara con demostrar que para toda a € B y para todo C C X se tiene

que

CL(C) C St(C,a).

En efecto, sip € C¢(C)yp € L € o, entonces LNC # & (pues L es abiertoy p € C¢(C)).
Por tanto, p € L C St(C,a) y C¢(C) C St(C, ). [

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.10
Si (X,U) es un espacio pre—uniforme admisible, entonces dada o € U, existe § € U
tal que § < {ints, (L) : L € a}.

1.2. Semi-Uniformidades

Comenzamos esta seccién con una definicion que nos ayudard a comprender los

conceptos principales.

Definicion 1.2.1

Sean X un conjunto no vacio y o una cubierta de X. Se definen:

o ={St(A,a) : Aca} (1.3)

a® = {St(r,a) : v € X}. (1.4)
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Definicion 1.2.2

Sea B una base de pre—uniformidad en X.

1) Se dice que B es base de semi—uniformidad en X, si para toda o € B, existe § € B

con la propiedad:
SU) Para toda B € 3 existe yg € B y Ap € « tales que St(B,~g) C Ag.

2) Se dice que B es base de uniformidad en X, si para toda o € B, existe f € B con
la propiedad:

U) Para toda B € 3, existe Ag € « tal que St(B, ) C Ag. Equivalentemente, si
g% <.

3) La Definicion 1.1.4, nos permite dar dos definiciones mas:

a) Una semi-uniformidad en el conjunto X es una base de semi—uniformidad B
tal que B = B+.

b) Una uniformidad en el conjunto X es una base de uniformidad B tal que
B=B".

4) Un espacio semi—uniforme es una pareja (X,U), en donde X es un conjunto no vacio

y W es una semi-uniformidad en X.

5) Un espacio uniforme es una pareja (X,U), en donde X es un conjunto no vacio y

U es una uniformidad en X.

Lema 1.2.3

Sea X un conjunto no vacio. Supongamos que para cada v € X existe una base de

filtro n,, en X con las siguientes propiedades:
i) Cada N € n, es un subconjunto de X que contiene a x.
it) SiN € n,, existe N' € 1), tal que para cada y € N’, existe N € n, tal que N C N.

Definamos
T={VCX:sizeVexiste Nen,talque NCV}. (1.5)

Entonces, T es una topologia en X y para cada A C X, se tiene que

intg(A) ={x € A: existe Nen, talque NCA}. (1.6)
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Demostracion. Es claro que T es una topologia para X. Probaremos (inicamente la

férmula (1.6). Llamemos B al conjunto
{r € A: existe N en, tal quu NC A}.

Como intg (A) € T, es obvio que ints(A) C B C A. Por tanto, para probar la inclusién
B Cintg (A), sélo debemos demostrar que B € T. Sea = € B. Por hipétesis existe N € 7,
tal que N C A. Sea N’ € 1, como en la condicién (i7). Si y € N’, existe N” € 7, tal que
N C N. Como N C A, deducimos que N’ C By, por tanto, B € 7. n

Corolario 1.2.4 (Corolario 1 del Lema 1.2.3)

Sea B una base de semi—uniformidad en X. Para cada z € X, sea
ne. ={St(z,a) : « € B}.

Si N = St(z,a) € n, y 8 € U es como en la condicion SU de la Definicion 1.2.2,

entonces N’ = St(z, ) satisface la condicion (ii) del Lema 1.2.3.

Demostracion.  Siy € St(z,3) y B € [ es tal que x,y € B, entonces existen v € By
Ap € « tales que St(B,vg) C Ag. De donde,

St(y,vs) C St(B,vs) C Ag C St(z,a).

Basta con definir N” = St (y,yg) para verificar la condicién (ii) del lema. [

Corolario 1.2.5 (corolario 2 del Lema 1.2.3)

Sea X un conjunto no vacio y sea B una base de pre—uniformidad en X. Entonces,
B satisface U = B satisface SU = B es admisible.

Demostracion. Si B satisface U y a € B, la familia

{int(L) : L €a}

o
«

es también cubierta de X y
B = {84 D€ U}

es equivalente a B. Por tanto, B es admisible. [
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Observacion 1.2.6

Todo espacio semi—uniforme (X, U) es admisible, es decir, U es equivalente a una base

de semi—uniformidad abierta.

Demostracion. Es inmediata del Corolario 1.2.5 ]

Un resultado ya conocido es el siguiente:

Teorema 1.2.7
Un espacio topoldgico X admite una base de semi—uniformidad compatible si y sélo si

X es regular.

Demostracion.

=) Supongamos que p € V € T, en donde T es la topologia de X. Como T = Ty,
existe € U tal que St(p,a) C V. Por la propiedad SU, existe 5 € U tal que
para cada B € 3, existen 75 € Uy Ag € « con la propiedad St(B,~5) C Ag.
Escojamos B € 3 de manera que p € int (B) (recordemos que para cada 3 € U,
% = {int (B) : B € 8} también cubre a X). Por tanto, si W = int (B), tenemos:

peWC Cl(W)C Cl(B) CSt(B,yg) C Ag C St(p,a) CV
y asi X es un espacio regular.

<) Sea U la familia de todas las cubiertas abiertas de X. Si a € U, podemos usar la
regularidad de (X, 7) y hallar 5 € U tal que:

{C¢(B) : Bep} <a.
Para cada B € (3, escojamos Ap € « tal que C'¢(B) C Ap y sea:
8 ={Ap, X\ Cl(B)}.

Claramente v € Uy St(B, ) = Agp. Por tanto, U es una base de semi—uniformidad

en X compatible con 7. ]
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1.3. Subespacios de Espacios Pre—Uniformes

Razonando de manera semejante a los subespacios topoldgicos se tiene que si A C X,

con X # @, y U es base de pre—uniformidad en X, entonces
Uy ={ala:aeU}. (1.7)
es base de pre—uniformidad en A. La pregunta que surge de inmediato es:
iTuy = Tula?

La respuesta es la siguiente:

Teorema 1.3.1

Sea X un conjunto no vacio, A C X y U base de pre—uniformidad en X. Si U es

admisible, entonces Ty, = Tu|a, en donde Uy esta dada por la ecuacion 1.7.

Demostracion. Sean L € Ty,, p € L. Entonces existe una cubierta a € U tal que
St(p,ala) C L. Pero

St(p,ala) = (St(p,a)) NA. (1.8)

De donde St(p, «) es vecindad de p en Ty si U es admisible. Por lo tanto, si U es admisible,
Tu, € Tula. La inclusidn contraria siempre se tiene usando la Ecuacién 1.8. En efecto,
si W € Ty, entonces WN A € Ty,, pues siempre que p € W N A, existe « € U tal
que St(p,a) € W de esta forma, por la ecuacidn 1.8, St(p,ala) € WN A, por lo que
Tula C Tu,- n

1.4. Continuidad Uniforme

Definicion 1.4.1

Sean (X,U), (Y,V) dos espacios pre-uniformes y sea ¢ : X — Y una funcién.
1) Se dice que ¢ es uniformemente continua si para todo ¢ €V,

§={p"(L): Lec}el.
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1

2) Se dice que ¢ es un wunimorfismo si p es una biyeccion y ¢ y @' son ambas

uniformemente continuas. En este caso se dice que los espacios (X,U) y (Y, V) son

unimdrficos.
3) Se dice que ¢ es un encaje unimérfico si p es un unimorfismo de (X, U), sobre un

subespacio denso de (Y, V).

De la Definicion 1.4.1, es inmediata la siguiente relacién entre continuidad uniforme

y continuidad en el sentido tradicional. Esto nos recuerda a los espacios métricos.

Teorema 1.4.2
Sean (X,U), (Y,V) dos espacios pre-uniformes. Si ¢ : (X,U) — (Y,V) es una

funcién uniformemente continua, entonces ¢ : (X, Ty) — (Y, Tvy) esuna funcién continua.

Demostracion.  Dado W € Ty, debemos probar que ¢! (W) € Ty. Si x € =1 (W),
¢ (x) € W. Por lo anterior, existe € € 'V tal que St(¢ (z),c) € W. Ahora, por continuidad
uniforme tenemos que:

§={p"(M): Mec} el

Es claro también que:
St(z,0) C 7! (St(p(x),e)) S~ (W).

Por tanto, o1 (W) € Ty ]

1.5. Filtros

En lo que sigue haremos uso de la definicién tradicional de filtro y definiremos ciertos

tipos especiales de filtros.

Definicion 1.5.1

Sea X cualquier conjunto infinito.
1) Sea F un subconjunto de P (X). Se dice que F es un filtro en X si cumple:

) XeFyo e
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n

i1) Si{A1,As, ..., A} CF, entonces (1 A; €F.
i=1

iii) SiIA€F yBeP(X) es tal que BDO A, entonces B € F.

2) Un filtro G en X es un ultrafiltro o filtro maximal si no esta contenido propiamente

en ningtin otro filtro. Esto es, si J es un filtro en X tal que § C {J, entonces J = G.

En algunos de nuestros resultados haremos uso de los siguientes resultado sobre

ultrafiltros.

Teorema 1.5.2 (Caracterizacion de los ultrafiltros)

Sea F un filtro en X. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) F es un ultrafiltro.
ii) SiIA, BCXyAUBEYT, entonces Ac FoBeT.
iii) Si A C X, entonces o bien A € F o bien (X \ A) € F.

Demostracion.  Este es un resultado sumamente conocido, por ello no proporcionamos su

demostracién, pues puede ser encontrada en el Teorema 2.3, pagina 72 de [16]. n

1.5.1. Algunos Tipos Especiales de Filtros

Definicion 1.5.3
Sea U base de pre-uniformidad en un conjunto X, y sea & filtro en X. Se dice que
F es un filtro U-Cauchy en X, si F N« # & para toda o € U. Si no hay problema de

confusion un filtro U-Cauchy sera llamado simplemente filtro de Cauchy.

Definicion 1.5.4

Sea (X,U) un espacio pre-uniforme y sea & un filtro en X.

1) F se llama minimal Cauchy si F es de Cauchy y no contiene propiamente a ningtin

otro filtro de Cauchy.
2) Para cada filtro F se define:

F' ={St(F,a) : F€JF, acU}". (1.9)
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3) F se dice que es fuertemente Cauchy si F' es un filtro de Cauchy.

4) F se dice que es fuertemente redondo si F es un filtro de Cauchy y F = F'.

Es conveniente ahora hacer algunas observaciones basicas:

Observacion 1.5.5

Si (X, U) es un espacio pre—uniforme y F es un filtro en X, se tiene entonces:

i) Si F es fuertemente redondo, entonces F es fuertemente de Cauchy.

it) St(Fi,a) NSt(Fq, B) D St(Fy NFy, ) siempre que ¥y, Fy € F y o, 3,7 € U con
y<ayy<p.

iii) F' es un subfiltro de F.

Estos filtros se relacionan de la manera siguiente:

Teorema 1.5.6

Sea (X, U) un espacio semi—uniforme. Entonces.

i) Todo filtro de Cauchy F en X es fuertemente Cauchy.

i1) Sea F un filtro de Cauchy en X. 5i G es otro filtro de Cauchy en X y G C F, entonces
F'Cg.

Demostracion.

i) Supongamos que F es un filtro de Cauchy en X. Probemos que F’ es también un
filtro de Cauchy en X. En efecto, sea o € U. Puesto que U es semi—uniformidad
en X, existe 3 € U tal que para toda B € (3, existe yg € Uy Ag € « tales que
St(B,vs) € Ag. Tomemos B € F N 3. Por tanto, St(B,yg) C Ag, de manera
que Ag € 3’ N «. En consecuencia, ¥’ es filtro de Cauchy en X y, por tanto, F es

fuertemente Cauchy en X.

i1) Sea G cualquier otro filtro de Cauchy en X tal que § C F. Probaremos que ¥’ C G.
En efecto, bastara probar, de acuerdo con la ecuacién 1.9, que para todo F € F
y para toda o € U, St(F,«) € §. Sea G € §N «, (tal G existe por ser G filtro
de Cauchy en X). Como § C F, GNF # &, entonces St(F,a) O G. Por tanto,
St(F,a) € G. Asi pues, ' C G. [ ]
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De hecho se tiene un resultado mas fuerte.

Proposicion 1.5.7
Si (X,U) es un espacio semi—uniforme y § es un filtro de Cauchy en X, entonces F’

es fuertemente redondo.

Demostracién. ~ Sabemos que ¥ C F’. Y por el inciso (i) del Teorema 1.5.6, F es
fuertemente Cauchy. Por ello, ¥’ es un filtro de Cauchy en X. Por la misma razén F' es
fuertemente Cauchy, es decir, ¥ es de Cauchy con ¥ C F. En consecuencia, por el
inciso (i7) del Teorema 1.5.6, ¥’ C F". Por tanto, ¥’ = F”. Esto demuestra que JF’ es

fuertemente redondo. ]

Para continuar con los espacios pre—uniformes, es necesaria una definicién previa.

Definicion 1.5.8
Sean (X, W) un espacio pre—uniforme, F un filtro de Cauchy en X 'y « € U. Se definen:

St*(F,0) = U{L€a : LNF# @ paratodo F € F} (1.10)

F" = {St*"(F,a) : acU}T (1.11)

Una observacion esclarecedora.

Observacién 1.5.9
Para cualquier filtro de Cauchy F en X, I es siempre un filtro que esta contenido en

F, pero " no necesariamente es un filtro de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que F es un filtro de Cauchy en el espacio pre—uniforme
(X, ).

i) Primeramente dada cualquier o« € U, F N« # &, por ser F de Cauchy. Ademas:
L CSt*(F,a) paratodoL € FNa.
Por tanto, St*(F,a) # O yasi @ ¢ F".

ii) Si a, 3 € U con B < a, entonces St* (F, 3) C St™(F,a), y esto nos garantiza que
F" es filtro. N
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Un resultado muy atil es el siguiente:

Observacién 1.5.10
Dos bases de pre—uniformidad equivalentes en un conjunto X, tienen los mismos filtros

de Cauchy.

Con el ejemplo propuesto a continuacién, probamos que " no siempre es un filtro
U-Cauchy.

Ejemplo 1.5.11

Sean X =R y T.o la topologia cofinita para R. Sea U la familia de cubiertas finitas
de R con conjuntos cofinitos y sea F = T.o; \ {@}. Claramente U es una base de pre-
uniformidad compatible en R y F es un filtro U-Cauchy en R. Sin embargo, para cada

a € U, tenemos que:
St*(F,a) =U{Lca: LNF # @ paratodo F € F} =R.

Por tanto,

F" ={St"(F,a) : acU}T = {R}

y F" no es un filtro U-Cauchy. [

Estamos ahora preparados para introducir un nuevo tipo de filtro.

Definicion 1.5.12
Sea (X,U) un espacio pre—uniforme y sea F un filtro de Cauchy en X. F se llama
redondo si F =",

El siguiente lema proporciona una relacién entre los filtros hasta ahora definidos y

ayudara a probar un resultado mas general.

Lema 1.5.13

Sea (X, U) un espacio pre-uniforme y sea & un filtro de Cauchy en X. Entonces.

F' CcF"CT. (1.12)



24 Pre-Uniformidades y Semi-Uniformidades

Demostracion. Sean F € F, a € U. Entonces St(F,a) € F'. Debemos probar que
St(F,a) D St*(F,a). En efecto, sea L € « tal que LN H # &, para todo H € F. En
particular, LNF # &, es decir, L. C St(F, «) y, en consecuencia, ' C Fr, [}

Corolario 1.5.14
Todo filtro fuertemente redondo es redondo

Demostracion. Si F es un filtro fuertemente redondo, entonces ¥ = JF' y por el
Lema 1.5.13, F = F". Por tanto, F es redondo. ]

Introduciremos ahora mas notacién para continuar con nuestro estudio de filtros.

Definicion 1.5.15
Sea (X, W) un espacio pre-uniforme. Sea F un filtro de Cauchy en X. Se define:

F = {H(a) : ac U}, (1.13)
endonde H(a)= U{L:Leand}. (1.14)

) ) ) T
Necesitamos aclarar ciertas cuestiones sobre F .

Observacion 1.5.16
Sean (X,U) un espacio pre—uniforme y F un filtro de Cauchy en X.

i) Si o, € U son tales que 3 < «, entonces H () C H («). Lo que garantiza:

ii) F'" es un subfiltro de F.

Definicién 1.5.17
Sean (X,U) un espacio pre—uniforme admisible y sea & un filtro U—-Cauchy en X.
Definimos:
FC = {inty, (L) : L€ a €U, intq, (L) € F}T. (1.15)

Observacion 1.5.18

Sea (X, W) un espacio pre—uniforme admisible y F un filtro U-Cauchy en X. Entonces:

i) FC es un subfiltro de F.
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ii) T es también un filtro U~Cauchy en X.
Demostracion.
i) Es inmediata.

i1) Bastard con probar que para toda o € U existe L € « tal que int, (L) € &F.
En efecto, como U es admisible, por la Proposiciéon 1.1.10, existe § € U tal que
B <{intg, (L) : L € a}. Puesto que F es U-Cauchy, existe M € SN F con M C
int, (L), para L € a. Por tanto, intg, (L) € F, lo cual implica que 3¢ es U-Cauchy
en X. ]

Proposicion 1.5.19

Sea (X, W) un espacio pre—uniforme admisible y & un filtro de Cauchy en X. Entonces,
FCFrCcFTCFCT (1.16)

Demostracién.  La inclusién F7 C F'7 es trivial, pues dada St™ (F, ) € FT, claramente
se tiene que St* (F,a) D H(a) € F". Por tanto, St*(F,a) € F'T".

La inclusién F" C FC se deduce de la demostracién del inciso (ii) de la Obser-

vacién 1.5.18. ]

Continuamos estableciendo diversos tipos de filtros.

Definicion 1.5.20

Sea (X, W) un espacio pre—uniforme y sea F un filtro de Cauchy en X. Decimos que

F es débilmente redondo siF = F'".

Definicién 1.5.21
Sean (X, W) un espacio pre—uniforme admisible y sea & un filtro U-Cauchy en X. F

se dice U—concreto en X (o simplemente concreto) si F = FC.

Lo demostrado anteriormente nos permite establecer la siguiente:

Observacion 1.5.22
Sean (X,U) un espacio pre-uniforme admisible y F un filtro de Cauchy en (X,U).
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i) Si F es redondo, entonces F es débilmente redondo.

i1) Si F es débilmente redondo y G es otro filtro Cauchy en X, entonces o bien § C G
SbienF\G#T#G\TF.

iii) Si F es débilmente redondo en X, entonces F es minimal.
Demostracion.
i) Es inmediata a partir de las inclusiones 1.16, de la Proposicién 1.5.19.

i1) Supongamos que JF es un filtro débilmente redondo en X y sea G otro filtro Cauchy
en X. Si F C G es falso, existe F € F\ G. Asi que

FOH(o)=U{L: LeFna}, paraalgunaacl.
Sea ahora M € G N a. Necesariamente M ¢ F pues si M € JF, se tendria que
MCH(a)CF

y asi F € G, lo que contradice la eleccién de F. Por lo tanto, si & C § es falso,

entonces F\ G # @ # G\ F.

i7i) Es una consecuencia directa de (7). n

Ejemplo 1.5.23
Si X es un espacio pre—uniforme admisible y si p € X, entonces el filtro de vecindades

1, es débilmente redondo.

Demostracion.  Si H € 1, y a € U es tal que St(p, ) C H, entonces
H () € St(p,a) C H.

Por tanto 7, es débilmente redondo. ]
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1.6. Espacios Tl, T2 Yy T3

Definicion 1.6.1
Sean F, G filtros en X. Decimos que F y G se mezclan, en simbolos ¥ < G, si

FNG +# @ para todo F € F y para todo G € G. Equivalentemente

F «— G si y solo si existe H filtro en X tal que F y G son subfiltros de K. (1.17)

Observacion 1.6.2
Sea (X,U) un espacio pre-uniforme admisible. Sean & y G dos filtros redondos en X.

SiF y G se mezclan, entonces son iguales.

Demostracion. Por contrareciproca supongamos que & % G con F y G filtros redondos
en X. Como todo filtro redondo es minimal, por la Observacién 1.5.22, se tiene que F\ G #
@ # G\ F. Por ello, existe Fy € F\ G. Como F es redondo, existe a € U tal que

Fo DSt (F,a)=U{L€a: LNF#@ paratodo FcJ}.

Por otra parte, ya que G es Cauchy en X, podemos tomar algin Gy € G N a. Si Gg
intersecard a todos los elementos de J, tendriamos que Gy C St*(F,a) C Fy por lo que

Fo € G, lo cual no es cierto. Por tanto, Gy no interseca a algin elemento de &, es decir

G 7. n

Lema 1.6.3
Sea (X,U) un espacio pre—uniforme con U pre-uniformidad admisible sobre X, es
decir, existe una base de pre—uniformidad U, abierta en X tal que W = U{. Entonces, F

es U—Cauchy en X si y sélo si F es Uy—Cauchy en X.

Demostracion.  Basta con observar que dos bases de pre—uniformidad equivalentes tienen

los mismos filtros de Cauchy (Observacién 1.5.10). u

Para continuar es necesario recordar algunos conceptos acerca de filtros en espacios

topoldgicos.

Definicion 1.6.4

Sea F un filtro en un espacio topoldgico (X, T).



28 Pre-Uniformidades y Semi-Uniformidades

1) El conjunto:
ah (F) :=n{Cl(F): FeJF}

recibe el nombre de adherencia del filtro F.
2) Six € adh (F), x recibe el nombre de punto adherente a .
3) Se dice que el filtro F converge a un punto p € X, siF Dn,.
4) El conjunto:

conv (F) := {p € X : p es punto de convergencia de F}

recibe el nombre de convergencia del filtro .

Utilizaremos las siguientes notaciones:

Notacion 1

i) Sip e adh (F), entonces escribimos

F—p.

it) Sip € conv (F), entonces escribimos

F—p.

Observacion 1.6.5

Si X es un espacio topoldgico, es un hecho muy conocido que:
adh (F) D conv (F), es decir, F — p, entonces F +— p.

Ademds ambos conjuntos son cerrados en X.

Teorema 1.6.6
Sea (X,U) un espacio pre-uniforme admisible. Si F es un filtro en X tal que ¥ — x
con z € X, entonces F es un filtro U-Cauchy y n, (filtro de vecindades de x) es un filtro

débilmente redondo contenido en & .
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Demostracion.  La primera afirmacién es inmediata del Lema 1.6.3, mismo que nos permite
suponer, sin pérdida de generalidad, que U es una base de pre-uniformidad abierta.

Ahora tomemos av € U. Si z € A € «, entonces A € n, C F. Por tanto, A € FNa,
es decir, F es U-Cauchy. Por otra parte siempre se tiene que 12" C 7, segun el inciso (77)
de la Observacion 1.5.16. Asi que sélo resta probar la inclusién contraria.

Sea F €1, ysea 5 €U tal que St(z,3) C F. Pero,

St(z,8) =U{L: Len,NB}=H(A).
Esto demuestra que F' € 7)". Por tanto, n, C n.". [ ]

Sin embargo, en los espacios uniformes sucede que la adherencia y la convergencia

de filtros coinciden. En efecto.

Teorema 1.6.7
Sean (X, U) un espacio uniforme y sea & un filtro de Cauchy en X. Si existe p € X
tal que ¥ — p, entonces F — p. Por tanto, en todo espacio uniforme F — p si y sélo si

se cumple que ¥ — p.

Demostracion. Sean V € n,, a € U tal que St(p,a) C V. Por el inciso (i) del

Teorema 1.5.6, F’ es de Cauchy en X y por ello podemos encontrar A € aNJF’. Entonces,
existen B € Fy [ € U tales que St(B,3) C A. Puesto que z € C¢(B)y C{(B) C
St(B, ), se tiene que p € A. Por lo cual,

BC Cl(B)CACSt(p,a)CV

y en consecuencia V € F. Esto demuestra que & — p. [ ]

Definicién 1.6.8
Sea (X,T) un espacio topolégico y F un filtro en X. F se dice T-balanceado o

simplemente balanceado, si siempre que F — p, entonces ¥ — p.

Ejemplo 1.6.9

Todo ultrafiltro en un espacio topoldgico (X, T) es un filtro balanceado.

En efecto, si F es un filtro, entonces es claro que F +— p si y sélo si F < 0, si y sélo
si F y n, estan contenidos en un mismo filtro. Si I es un ultrafiltro en X tal que F—p y
si'G es un filtro en X tal quen, C G con I C G. Entonces I = G. Por tanto, n, C F por

locual F —p. ]
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En el ejemplo siguiente observaremos lo que sucede cuando F es tinicamente filtro.

Ejemplo 1.6.10
En el espacio topoldgico (R, &) con & la topologia euclidiana de R, es decir, la inducida
por el valor absoluto, la sucesion (a,), con término general a,, = (—1)" (1 — 1), genera

un filtro que no converge, pero que tiene a 1 y —1 en su adherencia. En otras palabras,
ah (F) ={1,-1} y conv (F) = 2. n

Teorema 1.6.11

Todo filtro redondo en un espacio pre—uniforme admisible es balanceado.

Demostracion.  Sea F un filtro redondo en X tal que F +— x y fijemos V € n,. Debemos
probar que V € F. Sea € U tal que St(z,5) C VyseaM € fNF. Como F es redondo
M D St*(F,v) para cierta v € U. Afirmamos que St™(F,~) D adh (F). En efecto, si
no es asi, existe y € adh (F) \ St*(F,v). De donde, existen C € v, L € J tales que
y€ Cy CNL = @. Puesto que U es admisible, podemos suponer que C € n,. Entonces
y & Cl(L), es decir, y & adh (F), lo cual es una contradiccién. Por ello,

z € adh (F) C St™(F,v) CMC St(x,3) C V.

Por tanto, V € J. Asi queda probado que 1, C JF, es decir, I — =x. [ |

Teorema 1.6.12
Si (X, W) es un espacio semi—uniforme y ¥, y F5 son filtros de Cauchy en X, entonces

F| =3, siysolosi Fy NFy es un filtro de Cauchy en X.

Demostracion.

=) Si F/ = F,, entonces por la Proposicién 1.5.19, F| C F, vy, por tanto,

?{gglmg:éa

por lo que F; N Fy es Cauchy.

<) Por el Teorema 1.5.6 inciso (iii), tenemos lo siguiente:

F,CFINFy C Ty,
FCFINF, C Ty,
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por tanto, F5 C F; y F| C Fy. Nuevamente por el Teorema 1.5.6, F/ C FJy F5 C F/. En

consecuencia, ¥F{ = F,. [

Si (X, U) es un espacio pre—uniforme las clases de filtros establecidas anteriormente

siguen el siguiente esquema de inclusiones:

Filtros U-Cauchy

Filtros minimal Cauchy

Filtros débilmente redondos

Filtros redondos

Filtros fuertemente redondos

Adviértase que si (X, U) es un espacio semi—uniforme, entonces las clases de filtros

anteriores coinciden.






Capitulo 2

Espacios Completos y Totalmente

Acotados

2.1. Definiciones y Resultados Previos

Definicién 2.1.1
Sea U una base de pre—uniformidad en X.

1) U es T,-base de pre-uniformidad en X si:

i) W es admisible.

i1) Cada filtro U—concreto se mezcla con un filtro débilmente redondo.
2) U es Ty-base de pre—uniformidad en X si:

i) U es admisible.

i1) Cada filtro U-Cauchy contiene un filtro redondo.
3) U es Ts3-base de pre—uniformidad en X si:

i) W es admisible.

i1) Cada filtro U—Cauchy contiene un filtro fuertemente redondo.
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Definicion 2.1.2

Sea U una pre—uniformidad en X.
1) Se dice que U es completa si todo filtro U—concreto en X tiene adherencia.

2) Se dice que U es completa por convergencia si todo filtro U-Cauchy en X es con-

vergente.

Notemos primeramente que en los espacios semi—uniformes ambas definiciones coin-

ciden. (Usese la Proposicién 1.5.7 y el Teorema 1.6.11).

Proposicion 2.1.3
Sea (X,T) un espacio topolégico Ty y sea U la familia de cubiertas abiertas de X.
Entonces, U es una T;—base de pre—uniformidad en X compatible con T si y sélo si (X, T)

es'T;, 1 =1,2,3. Ademas si i = 2,3, entonces U es completa por convergencia.

Demostracion.

i =2) Nos basaremos en el siguiente hecho:

Hecho 1
Sea X es un espacio Ty y sea F un filtro en X tal que conv (F) # &. Entonces
|conv (F)| = 1 y en este caso conv (F) = avh (F), es decir, F es balanceado.!

) Probaremos primero que en los espacios Ty todo filtro de vecindades es redondo. En

efecto, sean p € X'y V € 7,. Probaremos que existe v € U tal que:
VDSt (n,,a)=U{L€a: LNN#g, paratodo Ncn, }.

Elijamos A € o tal que p € int (A). Si x € Fr (int (A)). Entonces existe un conjunto
abierto W, tal que
reW, CCl(W,) CX\{p}.

Tomemos la cubierta
a={int(H),X\ C/(H)}U{W, : x € Fr(H)}.
Claramente o € U y cubre punto por punto a X. Como

W, N (X CE(W,)) = o,

1\Véase por ejemplo [16] 6 bien [31].
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)

Hech

entonces St™(7,,«) = int (H). Por tanto cada filtro de vecindades en X espacio

topoldgico T es redondo.
Sea ahora, J un filtro U-Cauchy en X. Si adh (F) = &, entonces
a={X\Cl(F): Fed}

es una cubierta abierta de X'y, por tanto, pertenece a U. Sin embargo, FNa = I pues
FNa # o implicaria la existencia de un elemento F € JF tal que X\ C¢(F) € Fen
contradiccién con la propiedad de la interseccidn finita de F. Tenemos entonces que
FNa = @ lo cual contradice al hecho de que F es U-Cauchy. Asi hemos demostrado
que adh (F) # &. Fijemos ahora = € adh (F). Para completar la demostracién de
que F contiene un filtro U-redondo, bastara con probar que ¥ — x. Sea V € 7,.

Para cada y # z, sea V,, un abierto tal que
y eV, € Cl(V,y) € X\ {z},
y definamos
B=A{Viu{V, : ye X\{z}}.
Como 3 es U-Cauchy, existe L € SN JF. Necesariamente L =V, pues si L = V,, para

alguna y # =z, tendriamos x € C¢(L) = C¢(V,) C X\ {z}, una contradiccién. Por
tanto, V € F. Esto demuestra que F — .

Supdngase ahora que la familia de cubiertas abiertas de X es To—pre—uniformidad
en X. Probaremos que X es T5. Para ello recordemos primeramente dos hechos
importantes:
02

X es Ty si y sélo si para todo x,y € X distintos existe U C X abierto, tal que x € U

cony ¢ Ct(U).

Hech

03

En todo espacio pre—uniforme admisible dos filtros redondos distintos no se mezclan.

Sean p,q € X dos puntos distintos y supongamos que existe un abierto T C X tal
que p € T, con ¢ ¢ T. (propiedad T de X). Puesto que p # ¢, los filtros 7, y
14 son distintos, ademds por hipdtesis ambos filtros son redondos, por ser filtros de
vecindades y, por el Hecho 3, no se mezclan. Existen entonces L € 9, y M € 7, tales
que LN M = &. Por tanto, X es T5.
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) Probemos primero que cada filtro de vecindades es fuertemente redondo. En efecto,

sean p € Xy H € n,. Como X es regular, existe W C X abierto, tal que p e W C
C¢(W) Cint (H). Tomemos

8 = {int (H), X\ C¢ (W)},
[ es una cubierta abierta de X y ademas
St(W,[5) =int (H).

Por lo tanto, 7, es fuertemente redondo. Razonamos ahora como en el caso (i = 2) y
deducimos que todo filtro U-Cauchy es convergente. Como los filtros de vecindades
son fuertemente redondos, deducimos que cada filtro U-Cauchy contiene un filtro

fuertemente redondo.

Las hipdtesis implican que cada filtro de vecindades es fuertemente redondo. Tomem-

&

osp € Xysea H e, Entonces H D St(K, ) para algtin K € n,, y algiin § € U.
Entonces C/(K) C St(K, ), de manera que X es regular. Como ademas X es T,

entonces X es Tj. [ |

Para el caso (i = 1), se tiene lo siguiente:

Proposicion 2.1.4
Sea (X,T) un espacio topolégico Ty y sea U la familia de cubiertas abiertas de X.
Entonces U es una T1—base de pre—uniformidad en X compatible con T si y sélo si (X, T)

es T1. Ademas U es completa.

Demostracion.
=)  Por ser U admisible, Ty, es una topologia Rg. Como U es compatible, tenemos que
T =Ty yvyaque (X,T) es Ty concluimos que (X, T) es T;.

<) Del Ejemplo 1.5.23 sabemos que cada filtro de vecindades es débilmente redondo.
Probaremos ahora que cada filtro U—concreto se mezcla con un filtro débilmente redondo.
En efecto, cada filtro U-Cauchy tiene adherencia y, por tanto, se mezcla con un filtro de

vecindades, el cual es débilmente redondo. [}
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Finalizaremos esta secciéon con un teorema sumamente importante en la Teoria de

Extensiones de Espacios Uniformes.

Teorema 2.1.5
Sean (X,U) y (Y,V) dos espacios uniformes, sea f : X — Y una funcion uniforme-

mente continua y sea & un filtro U-Cauchy. Entonces la familia

f(F)={r(F)  FeTF}
es una base de filtro V-Cauchy.

Demostracion. Recordemos que f : X — Y es uniformemente continua si para todo
B €V existe @ € U tal que si A € «, existe B € (3 con la propiedad f (A) C B. Ahora
debemos probar que
FI) ={f(F):FeT}"

es un filtro V-Cauchy. En efecto, probaremos que para todo 3 € V, 3N f(F)" # @.
Primeramente, es inmediato comprobar que la familia f (F) es base de filtro en Y. Sea
0 € V. Puesto que f es uniformemente continua, existe a € U tal que si A € a, existe
B € 3 que cumple que f (A) C B. Puesto que F es U-Cauchy, aNF # &. Sea C € aNF,
entonces C € o, por lo que existe D € (3 tal que f (C) C D, pero f (C) € f(F)", el cual
es un filtro, por lo que D € f ()" y esto implica que 3N f(F)" # @, es decir, f(F)*
es un filtro V-Cauchy. |

Este dltimo teorema, puede ser extendido facilmente a espacios pre—uniformes ad-

misibles.

Es de notarse ademds, que el reciproco del Teorema 2.1.5 no es verdadero, como se

observa en el siguiente:

Ejemplo 2.1.6
Puesto que en los espacios métricos es suficiente trabajar con sucesiones de Cauchy,
orientaremos nuestro ejemplo en este sentido.
Sea f : R — R la funcién definida por la regla de correspondencia f (z) = z?. Sea
(ay), cualquier sucesion de Cauchy en R, esto implica que la sucesion es acotada y, por
tanto, existe ¢ € R" tal que a,, € [—c,c| para todo n € N. Pero ademds, [ es una funcién

de clase C' en R y en consecuencia, f es de Lipschitz en [—c, c|, por lo que la sucesién de
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imagenes ( f (ay)), es de Cauchy en R, sin embargo es bien conocido el hecho de que f

no es uniformemente continua. [ ]

Para finalizar, mencionemos que el Teorema 2.1.5, da lugar a un resultado muy impor-
tante en cuanto a los espacios totalmente acotados, (Teorema 2.5.11) que estableceremos

en la seccién correspondiente.

2.2. EI Operador —~

Teorema 2.2.1
Sean (X, T) un espacio topolégico Ty y U una base de pre—uniformidad admisible en

X y compatible con T.
1) Construyamos:

X = {¢& : € es filtro débilmente redondo en X }. (2.1)

2) Para cada A C X sea:
A={¢eX:Aec}) (2.2)

3) Para cada o € U, pongamos:

a={L:Leal. (2.3)

Se afirma lo siguiente:
i) El operador ~> es mondtono. Esto es, si A, B € X son tales que A C B, entonces
ACB.
it) Para cada p € X el filtro de vecindades 1), es un elemento de X.
iii) Para cada o € U, @ es cubierta de X.

) La familia U = {@ : a € U} forma una base de pre-uniformidad abierta para X.

Demostracion.
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i) Sean A, B € X tales que A C B. Debemos probar que A C B. En efecto, si ¢ e A,
entonces A € £ y ya que £ es filtro, se tiene que B € £. Por lo que € € B. Con esto

demostramos que A C B.
i1) Ya se traté en el Ejemplo 1.5.23.

iii) Seana e Uy ¢ € X. Puesto que ¢ es débilmente redondo, £ es Cauchy en X. Asi que
ané # @. Tomemos A € aN&. Entonces € € A € @. Por ello & es cubierta de X.

iv) Usando (i) y (ii7), hallamos que o, B € Uy a < 3 por ello & < 3 Por tanto, U es

una base de pre—uniformidad en X.

Probemos finalmente que para toda a € U y para toda A € «, se tiene que Ac T

En efecto, si £ € K entonces A € £ y por tanto, existe € U tal que
ADU{M: Mepgn¢}.

Escojamos &’ € St(E,B). Entonces existe B € 3 tal que &, ¢’ € B. Por lo tanto,
Be&ng’, asique B C A. En consecuencia A € £’ y, por tanto, ' € A. Lo anterior

demuestra que

~

St(&,8) C A,

por lo cual A € T. [ ]

El inciso (i) del Teorema 2.2.1 permite establecer el siguiente:

Teorema 2.2.2

i) La funcién ¢ : X — X con regla de correspondencia v (x) = n, es una funcién
inyectiva de (X, U) en (}A(,ﬁ)

ii) Para todo A C X, AN (X) = ¢ (int (A)).
iit) La funcidn ¢ : (X,U) — (X, ﬁ) es uniformemente continua.

iv) La funcién o' : (go (X) ,ﬁ|@(x)> — (X, U) es uniformemente continua.
v) El conjunto ¢ (X) es denso en X

vi) La funcién ¢ : X — X es un encaje unimérfico® de (X,U) en (X, ﬁ)

2Véase la Definicién 1.4.1
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vii) SiU es una T,—base de pre-uniformidad, entonces (X, ﬁ) es completo.
Demostracion.

i) Sean x, ' € X tales que = # x’. Puesto que X es Ty, existe un abierto V C X
que sélo contiene a uno de los puntos z, ', y por ello 1, # 7,,. Esto demuestra lo

afirmado.

i) a) Tomemos & € A N ¢ (X). Entonces & = 1, = ¢ () para alguna z € X.
¢ (z) € A implica A € n,, por lo que = € int (A). Por tanto,

£ =1, € @ (int(A)).

b) Sea ahora z € int (A). Por tanto, A € ¢ (z) =1, y ¢ (z) € AN ¢ (X). De

aqui deducimos que para todo A C X, ¢ 1 (A) =int (A). En efecto,
e M (A) = (AN (X)) = ¢ ! (g (int (A))) = int (A)
por la inyectividad de ¢.
iii) Sea o € U. Como U es admisible, existe 5 € U tal que
B <A{int(A) : Ae€a}
y por (ii) tenemos que
e t(@)={int(A) : Aca}.
Por tanto, 3 < ¢! (@), es decir, © es uniformemente continua.

iv) Tomemos o € U. Por el inciso (ii) se tiene que para cualquier A C X:

~

AN (X) = (int(A)) Cp(A),
lo que demuestra que ¢ ! es uniformemente continua.

v) Sea T C X abierto no vacio y elijamos & € T. Puesto que el conjunto {K cAeal

es una base para la topologia de X, existen a € U y A € «a tales que
£eACT,

lo que implica que A € &. Si elegimos = € int (A), entonces por el inciso (i),
A € ¢(x) por lo tanto, ¢ (x) € A. Todo esto implica que A N (X)) #£ @y
asi TN (X) # @. En consecuencia, ¢ (X) es denso en X.
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vi) Se sigue de los incisos anteriores.
vii) Sea F un filtro concreto y de Cauchy en (}/i,ﬁ) Sea
n={int(L): Leacl, LeF}".
Claramente 7 es un filtro concreto y de Cauchy en (X, U) y
F={N:Nen}"

Por hipétesis, existe ¢ € X tal que 1 <> . Probaremos que F « Ne, en donde 7)¢
denota el filtro de vecindades de £ en ()A(, J)-SiNenyfe A, en donde A €
para alguna o € U, entonces NN A # & (pues 7 < ). Como los conjuntos de la
forma A, en donde A € &Na para alguna a € U constituyen una base local del filtro
de vecindades 7)¢, basta probar que NNA =+ O para cada A en esta base local y cada
N € 7. Pero NNA=NnA # @. £ es entonces, un punto de adherencia del filtro

concreto F. ]

2.3. El Teorema de Extension

Primeramente, de la teoria de espacios métricos recordemos uno de sus mas impor-

tantes Teoremas.

Teorema 2.3.1
Sean (X,d), (Y, p) espacios métricos. Supéngase que A C X, es denso en X, que (Y, p)
es completo y que ¢ : A — Y es uniformemente continua. Entonces existe  : X — Y tal

que:
i) @ es uniformemente continua.
i1) § extiende a o, es decir, P| A = ¢.

ii1)  es la dnica extension® continua de .

3Vedse el Apéndice B. Extensiones de Espacios Topoldgicos.
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Demostraciéon.  Véase por ejemplo [16] o bien [21]. n

En el caso de espacios pre—uniformes, el Teorema 2.3.1 se expresa de la siguiente

manera.

Teorema 2.3.2
Sean (X,WU) un espacio pre—uniforme admisible y (Y, V) un espacio semi-uniforme
completo y Ty. Supdngase que A C X, es denso en X y que ¢ : A — Y es una funcion

uniformemente continua. Entonces existe una funcion p : X — Y tal que:
i) @ es uniformemente continua.
i1) § extiende a o, es decir, ¢ | = .
iii) @ es la dnica extension continua de .

Demostracion.
Existencia de ©.

Para un filtro de Cauchy 7 en (A, U|4) definamos:

e ={e(N): Nen}".

Por la continuidad uniforme de ¢ y el Teorema 2.1.5, ¢ ()™ es un filtro V-Cauchy en Y.
Sea ahora z € X = CV(A) y sea

¢(={ANO : O esvecindad de x en X }

el filtro de vecindades de x relativo a A. ( es un filtro en A y una base de filtro en X. Mas
ain ¢ — z en X. Probemos ahora que ¢ es U|y—Cauchy. En efecto, debemos probar que
(a|a) N ¢ # @ para toda @ € U. Sea L € « tal que = € L. Puesto que U es admisible,
podemos suponer que L es vecindad de x. Por tanto, ANL € (; es decir, ANL € (a|A)NC.
Por tanto, ¢ es U | s—Cauchy. De lo dicho en la primera parte de la demostracién deducimos
que ¢ (¢)™ es V-Cauchy y por tanto existe y € Y tal que ¢ ({)™ — 3. Por otra parte Y es
semi—uniforme, asi que la topologia T es regular, y como por hipdtesis es Ty, se tiene que
Y es un espacio topoldgico Ts. Por el Hecho 1, de la demostracién de la Proposicién 2.1.3,

y es el tnico punto de convergencia de ¢ ((), lo que permite definir la funcién:
p:X—-Y

T = .
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Ademis, si = € A, necesariamente ¢ () = ¢ (x). Esto demuestra la existencia de @.

Continuidad Uniforme de ©.
Sea ¢ € V. Como (Y, V) es semi—uniforme, existe €; € V tal que para todo B € ¢;

existe yg € V'y Ly € ¢ con la propiedad de que

St(B,")/B) g LB' (24)
Puesto que U es admisible y ¢ es uniformemente continua, existe 6 € U tal que

§la<{¢'(B):Bee}.
Probaremos que
5<{p (L) Lee).

En efecto, sea D € §. Sabemos que ¢ (D N'A) C B para alguna B € ;. Por la ecuacién 2.4,
serd suficiente con demostrar que @ (D) C Lg. En efecto, sea = € D. Por lo probado en la
parte de existencia de la existencia de @, se tiene que $ () es el tinico punto de convergencia

del filtro ¢ (A N7, )", que ademds es V—Cauchy, lo que implica que 3 (z) es también punto

de adherencia del filtro, por lo que
p(x)e Cl(p(ANL)) paratoda L€ n,.
En particular, para D tenemos que
G(x) € Cl((AND)) C CL(B) C St(B, ) C Ly,
Por tanto, @ es uniformemente continua.
Unicidad de .
Si existiese ¢ : (X, Ty) — (Y, Ty) continua tal que 1|5 = ¢, entonces ¢ = . Lo
que se deduce del siguiente:

Hecho 4
Sean X y Y dos espacios topoldgicos con Y un espacio Ty y sean f,g : X — Y
funciones continuas. Entonces el conjuntoD = {x € X : f(z) = g ()} es cerrado en X.

Si ademds D es denso en X, entonces f (x) = g (x) para toda z € X. [

Corolario 2.3.3
Dos completaciones semi—uniformes de un mismo espacio semi-uniforme y Ty (X, U)

son unimdrficas.
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2.4. Filtros Abiertos y Filtros Regulares

Definicion 2.4.1
Sean (X, T) espacio topoldgico y F un filtro en X.

1) F se dice regular si para cada F € F existe G € F tal que C/(G) C int (F).
2) J se dice regular maximal si:

i) F es regular.

ii1) F =G para todo filtro regular tal que ¥ C G.

3) F se dice abierto* si para cada F € F también int (F) € F. Equivalentemente, si
F N T es una base del filtro F.

4) F se dice abierto maximal si:

i) F es abierto.

i) F =G, para todo filtro abierto tal que, ¥ C G

Sobre la existencia de filtros maximales regulares y abiertos maximales hacemos una

observacién en el capitulo siguiente.

Los resultados propuestos a continuacién son obvios y por ello no daremos ninguna

demostracion.

Proposicion 2.4.2

Sea (X, T) espacio topoldgico.
i) Si F es un filtro regular, entonces F es un filtro abierto.
i1) SiV C X es abierto y no vacio, entonces el conjunto
F={ACX:VCA}

es un filtro abierto en X.

*Notese que estamos estableciendo una definicién de filtro abierto algo distinta a la tratada en algunos

textos como por ejemplo, [14] & bien [33]. También véase la Definicién A.1.2 del apéndice A.
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i11) Sea {Vy}, oy una familia de abiertos de X tales que

a) V, # @ para todon € N.
b) Cl(Vpy1) €V, para todan € N.

Entonces el conjunto
F={ACX:V,CA paraalginn e N }
es un filtro regular en X.

iv) Si en (ii) suponemos que V es abierto—cerrado, es decir, Fr (V) = &, entonces el
conjunto:
F={ACX:VCA}

es un filtro regular en X.

2.5. Espacios Totalmente Acotados

Comenzaremos esta seccidén con un resultado bdsico que serd de suma utilidad en el

Capitulo siguiente.

Teorema 2.5.1

Dos uniformidades compatibles en un espacio compacto y regular X, son equivalentes.

Demostracion.  Como sabemos toda uniformidad es equivalente a una uniformidad abier-
ta (véase Teorema 7.5, pag., 353 de [16] o bien Observacién 1.2.6). Por todo lo anterior,
serd suficiente demostrar el teorema para uniformidades abiertas. Sea 4l cualquier uniformi-
dad abierta y compatible en X. Bastara con probar que 4 es equivalente a la uniformidad
en X que consiste de todas las cubiertas abiertas finitas de X. Supongamos que esto no es
asi, esto es, existe una cubierta finita A\ = {V,V,,...,V,,} de X, que no es refinada por

ninguna cubierta o € 4. Para cada a € 4 pongamos:
Lo=U{A€a:AZYV, paratodo V, €\ }.

Claramente la familia: {L, : a € 4l} es una base de filtro en X. Como X es compacto,

existe un punto z € C/ (L) para cada « € 4, pero ya que X es cubierta de X, debe existir
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un indice 7 tal que x € V;. Tomemos « € U tal que St(x,a) C V; y sea § € 4l tal que
B* < a.’® Puesto que x € C¢(Ly), existe un punto y € St(x, 3) NLg. De aqui existe un
elemento B € 3 tal que y € By B\ V; # @ para cada j y ademas = € St(B, #). Como
B* < a, debe existir A € « tal que St(B,3) C A. En consecuencia, B C St(z,a) C V,,

lo cual es una contradiccién. ]

Continuaremos esta seccién con un resultado sumamente importante sobre los espa-
cios métricos y que esta intimamente relacionado con la compacidad. Lo incluimos por las
generalizaciones a las estructuras uniformes que admite, algunas de las cuales incluimos en

esta seccion.

Definicion 2.5.2
Un espacio métrico X se dice totalmente acotado si para todo ¢ > 0 existe una familia

finita § de abiertos de X tales que
i) X=USF.

i1) didm (U) < ¢ para todo U € §.

Teorema 2.5.3
Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado si y sélo si toda sucesion (ay,), de

puntos de X tiene una subsucesion de Cauchy.

La propiedad de ser totalmente acotado caracteriza en parte a los espacios métricos
compactos en el sentido de que un espacio métrico es compacto si y solo si es completo
y totalmente acotado de donde se deduce el Teorema de Heine—Borel-Lebesgue: Los
subespacios compactos de un espacio euclidiano de dimension finita son exactamente los

cerrados y acotados.

Enseguida generalizaremos este concepto a las estructuras uniformes.

Definicién 2.5.4
Un subconjunto A de un espacio uniforme, pre-uniforme o semi—uniforme (X,U) es

totalmente acotado si para cada o € U existe una familia finita G C « tal que A C USG.

5véase la Definicién 1.2.1.
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Teorema 2.5.5

En todo espacio pre—uniforme (X, W) las siguientes condiciones son equivalentes:
i) (X,U) es totalmente acotado.
i1) Todo ultrafiltro en X es U—Cauchy.
i1i) Todo filtro en X estd contenido en un filtro U-Cauchy.

Demostracion.

i) = ii) Es inmediato del Teorema 1.5.2.
i1) = i1i)  Es a consecuencia del Teorema 1.5.2.

i1i) = i)  Supongamos que todo filtro en X estd contenido en un filtro U-Cauchy. Sea
a € U. Afirmamos que existe una familia finita G con § C « y tal que X = UG. En efecto,

si asi no fuese, entonces la familia
L={X\USG : Gesfinito, §Ca }"

es un filtro en X. Por hipdtesis, existe L filtro U—Cauchy tal que L C L. Por tanto,
LNa # &, por lo que existe A € L N a. Pero por otra parte, (X\ A) € L C E lo cual

es una contradiccion. ]

Antes de continuar la teoria es necesario establecer la siguiente definicién:

Definicion 2.5.6
Un espacio pre—uniforme (semi—uniforme o uniforme) (X, U) es compacto si el espacio

topoldgico (X, Ty) es compacto.

El Teorema siguiente es la version en las estructuras uniformes, de la caracterizacién

mencionada en el comentario previo a la Definicién 2.5.4.

Teorema 2.5.7
Sea (X, W) un espacio uniforme. Entonces (X, Ty) es compacto si y sélo si es completo

y totalmente acotado.®

8Estamos aqui, haciendo alusién a la completez tradicional, es decir, la completez por convergencia,

que hemos establecido en la Definicién 2.1.2.
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Demostracion.

=)  Supongamos que (X, Ty() es compacto y probemos que (X, U) es completo y total-

mente acotado. Primeramente, para probar que (X, U) es totalmente acotado, utilizaremos
el Teorema 2.5.5. Es decir, bastara con probar que todo ultrafiltro en X es U-Cauchy. Sea J
un ultrafiltro en X. Puesto que X es compacto se tiene que conv (J) # . Entonces existe
p € X tal que § — p, lo que implica que 1, C J. Ahora, como U es admisible, dada v € U
existe A € a tal que p € int (A). Por ello A € 1, y asi a N J # @. Por tanto, el ultrafiltro
d es U-Cauchy en X. Esto demuestra que X es totalmente acotado.

Por otra parte, supongamos que JF es cualquier filtro U-Cauchy en X. Puesto que
(X, Ty) es compacto adh (F) # &. Entonces existe p € X tal que F +— p y del Teore-
ma 1.6.11, se tiene que F — p. Por lo tanto, (X, U) es completo.

<) Si ahora suponemos que (X, U) es completo y totalmente acotado, debemos probar
que (X, Ty) es compacto; para ello serd suficiente con probar que todo ultrafiltro en X
converge. Pero esto Ultimo es consecuencia inmediata del Teorema 2.5.5 y de la completez

de X. Por consiguiente X es compacto. ]

Este dltimo Teorema tiene un corolario de suma importancia, pero antes de estable-

cerlo y demostrarlo daremos la siguiente:
Definicion 2.5.8
Sea X un espacio topoldgico.

i) A C X es nulo en X, si existe una funcién continua ¢ : X — [0,1] tal que
A= o7 ({0}).

it) UC X es cocero en X, si X\ U es nulo en X.

iii) La familia o« C P (X) es una cubierta cocero para X, si « es una cubierta para X y

cada elemento de o es un conjunto cocero en X.

Algunas propiedades de los conjuntos cocero y las cubiertas cocero se resumen a

continuacién:

Observacion 2.5.9

1) Un espacio topoldgico X es completamente regular si y sélo si la familia

Co(X)={U C X : U es un conjunto cocero en X } (2.5)
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es base para la topologia de X.
2) Si X es un espacio topoldgico, entonces la familia
Uo = { : « es cubierta cocero de X } (2.6)

es base de uniformidad en X.

Corolario 2.5.10 (Corolario del Teorema 2.5.7)
Sea (X, T) un espacio completamente regular. Entonces (X, T) es compacto si y sélo

si todas la uniformidades en X compatibles con T son completas.

Demostracion. Por el Teorema 2.5.7, serd suficiente con probar que si (X,T) no es
compacto, debe existir una uniformidad compatible U que no es completa. En efecto,
elijamos U como la uniformidad generada por la familia de cubiertas cocero finitas de X.
Claramente tenemos que U es totalmente acotada y, en consecuencia, U no puede ser

completa. n

Teorema 2.5.11
Toda funcion f : X — Y uniformemente continua entre espacios uniformes X, Y,

manda subespacios totalmente acotados de X en subespacios totalmente acotados de Y.

Demostracion.  Es inmediata de los Teoremas 2.1.5y 2.5.5. ]

En los espacios uniformes es posible ademds, dar una definiciéon equivalente para la

propiedad de ser totalmente acotado.

Definicion 2.5.12

Un subconjunto A de un espacio uniforme (X,U) es precompacto si para todo ¢ € U

t
existe un conjunto finito F. = {ay,as,...,a;} CX, tal que A C |J St(a;,¢).
=1

Teorema 2.5.13

Un espacio uniforme (X,U) es precompacto si y sélo si es totalmente acotado.
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Demostracion.

i) Supongamos que X es precompacto. Sea a € U, como U es uniformidad, existe
B_E U tal que 2 < a. Ya que X es precompacto, existe un conjunto F C X finito,
F={xy,29,...,2,} tal que St(F,3) = X. Paracadai=1,...,n, tomemos A; € « tal
que St(z;,3) C A;. Todo lo anterior implica que X = Lnj A;. Por tanto X es totalmente

i=1
acotado.

<)  Supongamos que X es totalmente acotado y sea o € U. Entonces existe una familia

finita {A1,As, ... A} C o, tal que X = |J A;. Elijamos, paracadai =1,...,n, z; € A;,
i=1

de esta forma A; C St(z;,«) y asi X = |J St(x;, ) y, por tanto, X es precompacto. ®
=1



Capitulo 3

Completaciones y Propiedades

Universales

3.1. Resultados Importantes

Teorema 3.1.1
Sean (X, T) espacio topologico, F un filtro abierto maximal en X y V C X un abierto
no vacio. Entonces V € F si y sélo siVNF # & para todo F € F.

Demostracion.
=) Obuvia.

<) Sea §G el filtro de superconjuntos de V. La hipdtesis VN F # & para todo F € F
E)Iica que § «— F, es decir § y F se mezclan, y ello sucede si y sélo si existe un filtro
H tal que F, G C H.! Ademds, en este caso, H es también abierto, pues int (GNF) =
int (G) Nint (F) para todo G € G, F € F. Pero F es maximal, de modo que ¥ = H y

GCH.Portanto G C FyasiVed. ]

Notemos que si {F;:i € J} es una cadena de filtros abiertos, (respectivamente,
regulares) en un espacio topoldgico X, entonces |J F; es un filtro abierto, (respectivamente
regular) en X. Usando el Lema de Zorn deducinﬁi{s que existen elementos maximales en la
familia de filtros abiertos y en la familia de filtros regulares en X, lo que permite establecer

el siguiente:

Lvéase Definicién 1.6.1
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Corolario 3.1.2
Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces cada filtro abierto (regular) esta contenido

en un filtro abierto maximal (regular maximal).

Teorema 3.1.3
Sean (X,T) espacio topoldgico, F un filtro regular maximal en X y sea V.C X un
abierto no vacio. Entonces V € J si y sdlo si existe una sucesion {V,}, . de abiertos no

vacios en X tales que
i) VO Cl(Vy).
it) Cl(Vyu41) €V, para todon € N.
iii) V, NF # & para todon € N y para todo F € F.

Demostracion.

=)  Trivial. En efecto, supongamos V € JF. Por la regularidad de F existe O; € T, tal

que
01 Q O£(01> Q int (V)

Tomemos V; = int (O) y apliquemos nuevamente la regularidad. De esta manera inductiva

construimos una sucesién de abiertos V,, de X, los cuales satisfacen (i), (iz) y (7it).

i) Tomemos

G={GCX:V, CG paraalginn € N}.

Claramente G es un filtro regular en X. Ademas G < F por lo que existe un filtro H tal
que §,F C H. De hecho H={GNF : Ge G, FeJF}. Probemos que H es regular.
Fijemos G € G, F € ¥y tomemos G; € §y F; € F de manera que C¢(G;) Cint(G) y
C¢(Fy) Cint (F). Ahora bien Gy N F; € H y ademas se cumple que

Cl(GiNF) CCl(G)NCL(Fy) Cint (G)Nint (F) =int (GNF).
Esto demuestra que H es regular. Por tanto, F=H, S C Fy V e TF. ]
Teorema 3.1.4

Sean (X, T) espacio topoldgico regular y F un filtro regular en X con la propiedad de
que adh (F) = @. Seap ¢ X y seaY = X U {p}. Entonces, las siguientes condiciones:
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o n,={FU{p}:FeT}
e Para cada x € X, n, es el filtro de vecindades de x en X.
o ACY esabiertoenY siparatodoze A, ANX€En,.

definen una topologia T* paraY tal que (Y, ‘J'*) es regular, X es un subespacio abierto y
densode Y y T*|x =T.

Demostracion.  Primeramente nétese que si x € X, el filtro de vecindades 7, de x en X
es una base de filtroen Y. Seay € W € T*. Siy € X, existe V,, € 1, (filtro de vecindades
de y en X) tal que V,, € W. Como adh (¥F) = @ existen F, € Fy T, € n, tales que
F,NT, = &. Sea ahora U, € T tal que

yeU, C Clx(U,) CT,NV,.
Afirmacién:  C/¢x (U,) es cerrado en Y. En efecto, como ({p} UF,)NU, = & se tiene
que p ¢ Cly (U,), por lo que
Clx (U,) = Cly (Uy).

Asi vemos que C'lx (U,) es cerrado en Y. Por tanto, Y es regular en cada punto de X.
Ahorasiy =p conp € W € T*, entonces por definicién {p} UF C W para algtin
F € F. Por ello existe G € JF tal que C¢x (G) C intx (F). Finalmente notemos que:

Cly ({p}UG) = {p} U Clx(G),

pues Cly (G) C Clx (G)U {p}. De donde, Cly ({p} UG) = {p} U Clx (G) C {p} UF.

Por lo cual Y es regular en p. ]

3.2. Saobre la Unicidad de las completaciones

Es natural preguntarse si las completaciones tienen alguna propiedad de unicidad o

si cumplen alguna propiedad universal a semejanza de la compactacién de Stone-Cech.

Una primera respuesta la damos en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 3.2.1 (Espacio Arco iris)

Tomemos los siguientes conjuntos:

X
X+

(z,y) e R* 1y > 0}
(m,y)eRzzy>0}

{
{
y definamos en X dos topologias de la manera siguiente:

Para cada (x,y) € X", sea B, la familia de discos abiertos en la topologia euclid-
iana de R? con centro en (x,y) y radio r < y (esto es posible, pues ndtese que X+ es un
subconjunto abierto de R? con la topologia tradicional). Para cada (x,0) € X, sea B,

la familia de intersecciones X NV, ((x,0)), en donde V. ((z,0)) es el disco abierto en la

topologia euclidiana de R* de centro (z,0) y radio € > 0. Tomemos ahora la familia:

Bloo = {(X* U{(2,0)}) NV. ((z,0)) : £ > 0}.

Entonces,

B=U{Buy: (z,y) €X} vy
B'=U ({Bpy : (z,y) eXT})U (U {B(x,O) .z € R})

son bases de topologias T y T' para X. Ademds nétese que T es una topologia metrizable,
pues T = £|x, en donde & es la topologia tradicional de R%. Por otro lado T’ es una

topologia de Hausdorff, pero que no es regular. Definamos ahora las familias siguientes:

V ={«: aescubiertade X, « CB} y
V' ={~: v escubiertade X, vy CB'}.

V es una base de uniformidad en X y U = V|x+, W = V’|x+ son bases de uniformidad
equivalentes en X*. De hecho (X,V) es la tnica completacién uniforme de (X*,U). Por
otro lado V' es una base de pre-uniformidad en X equivalente a la Ty—pre-uniformidad de X
determinada por todas las cubiertas abiertas del espacio arco iris (X, T'). Por tanto, V' es
también completa y ambos espacios (X,V) y (X,V') son completaciones de (X*, ). Sin
embargo las bases de pre-uniformidad V y V' no pueden ser equivalentes pues la topologia

Tv es regular y T, no lo es.
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La situacion se describe en el siguiente diagrama:

(X, V)
¥
(X‘i',U) 7 unimorfismo
¥
v
(X,V')
en donde o y 1) son encajes unimarficos. [ ]

3.3. Espacios T y Ts3—cerrados

Definiciéon 3.3.1
Sea (X, T) un espacio topoldgico.

1) X es un espacio topoligico Ts—cerrado si X es T3 y siempre que exista ¢ : X — 7
homeomorfismo, en donde Z es un subespacio de un espacio Y el cual es T3, entonces

7 es cerrado en Y.

2) X es un espacio topolégico To—cerrado? si X es Ty y siempre que exista ¢ : X — 7,
homeomorfismo, en donde Z es un subespacio de un espacio Y el cual es T, entonces

7 es cerrado en Y.

Teorema 3.3.2

En todo espacio topoldgico T3 X, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) X es T3—cerrado.

2Estos espacios también reciben el nombre de Hausdorff-cerrados 6 simplemente H—cerrados, lo cual
es mds comun en la literatura. Sin embargo, en este trabajo utilizamos el término Ty—cerrado para tener
concordancia con el término Ts—cerrado. En el dpendice A, demostramos algunas propiedades de estos

espacios.
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it) Todo filtro regular F en X es tal que adh (F) # @.
iii) Toda semi-uniformidad compatible en X es completa.

Demostracion.  Procederemos de la siguiente manera:

i) & i)
)

iii)

i) = 1) Por el Teorema 3.1.4, si F fuera un filtro regular en X sin puntos de adhe-rencia,

entonces X tiene una extensién propia T3. De manera que X no podria ser Ts—cerrado.

i1) =) Si X no fuera Ts—cerrado, X tendria alguna extensién T3 agregando un dnico
punto cerrado Y = X U {p}. Es decir,

X <Y con Y espacio topoldgico T3y Cly (X)\ X = {p}.

Sea
F={VnX:Ven,}.

F es una base de filtro en Y y el filtro que genera converge a p. Por tanto, & es un filtro
en X que por ser Y espacio Ty debe cumplir con que adhy (F) = &. Para terminar esta
parte, probemos que JF es un filtro regular en X. Sean V y W vecindades abiertas de p en
Y tales que Cly (W) C V. Entonces, Clx (WNX) = Cly (W) NX CVNX, loque

demuestra que JF es regular en X.

i) = i1i)  Sea U una semi—uniformidad compatible en X. (Existe por ser X un espacio T'3)
Si U no fuera completa, la completacién ()A(, ﬁ) seria una extension propia de X. Asi que
existe 7 filtro U-Cauchy en X tal que adh () = @& (6 bien, conv (n) = & en virtud de que

X es Ty por ser T3). Entonces, por la Proposicién 1.5.7,
n' ={St(N,a) : Nen, acU}”

es un filtro fuertemente redondo contenido en 7, que ademas no converge en X. Asi que X

no es cerrado en X. Por tanto, X no seria Ts—cerrado.

iii) = 1)  Supongamos que X no es Ts—cerrado. Sea Y una extensién unipuntual T3 de

X. La familia U de cubiertas abiertas de Y es una base de semi—uniformidad compatible
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y completa en Y. Por otra parte, (Y,U) es una completacién de (X,U|x) (si bien, U|x
no necesariamente incluye todas la cubiertas abiertas de X). En efecto, ya que Y es una
extensidn de X la funcién inclusién j : X < Y es uniformemente continua. Entonces, por el
Teorema 3.1.4, U|x no puede ser completa, pues si lo fuese X tendria dos completaciones,

asaber Uy U|x. [

Teorema 3.3.3

Todo espacio T3 (X, T) tiene una extension Ty Y con las siguientes propiedades:
i) Todo filtro regular en Y tiene al menos un punto de adherencia en'Y .
i1) X es abierto en Y.

Demostracion. Si X es Ts—cerrado, el Teorema es obvio. Si esto no sucede, la familia

{& i€ l}

de filtros regulares maximales de X sin puntos de adherencia en X no es vacia. Para cada
i € J, tomemos un punto p; ¢ X, de tal forma que 4,5 € J, i # j implica que p; # p; y
definamos

Y=XU{p;:i€eJ}.

Para cada i € J, sea
npi:{\Af :Veg}, endonde \A/:VU{fj Ve t.

Claramente cada 7),, es una base de filtro en Y formada por subconjuntos de Y que
contienen a p;. Ademds, para cada = € X sea 1, el filtro de vecindades de x en el espacio
X. Con todas estas bases de filtro construimos una topologia T* (véase el lema 1.2.3)
para Y tal que (Y,‘J’*) resulte ser una extensién Ty de (X, T). En efecto, primeramente
es claro que cualesquiera dos puntos distintos de X tienen T *-vecindades ajenas. Ahora
consideremos = € X e ¢ € J. Existen W vecindad de x y V € &, tales que WNV = o
(esto por no tener &; puntos de adherencia). Por tanto, W NV = @. Para terminar, dados
i,j € J tales que i # j. Sabemos que existe V € &; \ §; y por el Teorema 3.1.3, existe un
abierto W C X y un elemento F € ¢; tales que C¢(W) C Vy WNF = @. Por tanto
W NF = 2. De esta manera hemos probado que Y es T5.

Tomemos ahora un filtro regular G en Y. Entonces G|x es también un filtro regular.

Por el Corolario 3.1.2, existe ¢ filtro regular maximal en X tal que G|x C . Si & tiene un
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punto de adherencia xy € X, entonces claramente zo es punto de adherencia de G. Si &
carece de puntos de adherencia, entonces & = &;, para algun i € J y, por tanto, p; es punto

de adherencia de G. Por otra parte se sigue de la definicion de Y que X es abiertoen Y. ®

Observacion 3.3.4
La extension Y del espacio X descrita en el teorema anterior nunca es regular, a menos,

que Y = X, es decir, Y es regular unicamente si X mismo es Ts—cerrado.

Demostracion.  En efecto, siy € Y\X y si n, es el filtro de vecindades de y, la regularidad
de Y implicaria que el filtro 7, es regular maximal asi como su restriccién 7, | x. No obstante

7, no es abierto maximal, pues X interseca a cada elemento de 7, pero X ¢ n,,. n

Sin embargo, tenemos:

Teorema 3.3.5
Sea (X, T) un espacio Ts. Entonces (X, T) tiene una extension Ts—cerrada si y sélo si
(X, T) tiene una semi—uniformidad compatible U, tal que cada filtro regular maximal en X

es Ug—Cauchy.

Demostracion.
=) Sea Y una extensién Ts—cerrada de X y sea U la familia de cubiertas abiertas de Y.
Claramente Uy = U| x es una base de semi—uniformidad compatible de X. Si 7 es un filtro

regular maximal en X, entonces la familia
m={LCY : (LnX)en}

es claramente un filtro regular en Y. Ademds, si my es un filtro regular maximal en Y
que contiene a m, entonces mg|x es un filtro regular en X que contiene a 7y, por tanto,
mo|x = 1. En consecuencia, my = m y asi m es regular maximal en Y. Como Y es
Ts—cerrado, m converge a un punto y € Y vy, por tanto, m es de Cauchy respecto a la

semi—uniformidad U. 7 = m|x es entonces de Cauchy respecto a la semi—uniformidad Uo.

i) Sea Uy una semi—uniformidad compatible en (X, T) tal que cada filtro regular maximal

en X es Uy—Cauchy. Sea m un filtro regular maximal en la completacién Y = X. Como
por hipétesis m|x es Uy—Cauchy, m debe ser Uy—Cauchy vy, por tanto, m es convergente.

El espacio (Y, Ty, ) es entonces Ts—cerrado. n
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Observacion 3.3.6

a) Todo espacio Ts—cerrado de Tychonoff es compacto.

b) Todo espacio T que admita una semi—uniformidad compatible y totalmente acotada

es de Tychonoff.

¢) Todo espacio Ts—cerrado que admita una semi—uniformidad compatible y totalmente

acotada es compacto.
d) SiZ es Ts—cerrado pero no es compacto, entonces Z no es de Tychonoff.
e) Existen espacios Ts—cerrados que no son compactos.

f) Existen espacios T3 los cuales no tienen extensiones Ts—cerradas.

Demostracion.

a) Sea Uy la familia de las cubiertas cocero finitas de X. Por el Teorema 3.3.2, U, es
completa. Como también U, es totalmente acotada, el Teorema 2.5.7, implica que

(X,T) es compacto.

b) Sea U, una semi—uniformidad compatible y totalmente acotada en X. El espacio
(X,Up) es entonces completo y totalmente acotado. Por el mismo teorema, ()A(, Up)

es una compactacién Ty de X vy, por tanto, X es de Tychonoff.
¢) y d) son consecuencias inmediatas de a) y b).

e) y f) (Véanse [5], [4], [19] y [20]). u

3.4. Existencia de la Completacion de todo Espacio Ty—

Pre—Uniforme

En esta seccion plantearemos y demostraremos el resultado principal de esta tesis. Se
trata de un resultado original sobre la existencia de la completacién de un espacio Ty—Pre—
Uniforme y lo que es muy importante la diferencia entre esta completacién y la extensién

de Katé&tov, la cual estableceremos via cierta caracterizacidn.
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Definicién 3.4.1
Una cubierta abierta o de un espacio topoldgico (X,T) es densamente finita si existen

Ay, .. A, € « tales que

X = Cl(A)UCL(A) U U CL(A,).

Teorema 3.4.2

En todo espacio Ty X, las siguientes condiciones son equivalentes:3
i) X es Ty—cerrado.
it) Todo filtro abierto en X tiene al menos un punto de adherencia.
iii) Todo filtro abierto maximal en X tiene al menos un punto de adherencia.
iv) Todo filtro abierto maximal es convergente.
v) Toda cubierta abierta de X es densamente finita.*

Demostracion. i) = i) Demostraremos que si F es un filtro abierto en X sin puntos
de adherencia, entonces X tiene una extensién Ty Y a un sélo punto cerrado p (y, por
tanto, X no seria Ty—cerrado). En efecto, escojamos p ¢ X y pongamos Y = X U {p}.

Enseguida definamos una topologia en Y como sigue:
np, ={FU{p}: FeF}
y para cada x € X, sea
ne = {H : H es vecindad de z en X} .

Afirmamos que la topologia 7 inducida en Y por todos estos filtros de vecindades es T».
En efecto, si x € X, existen V € 1, y F € F tales que VNF = &. Por tanto, Vy FU {p}
son vecindades ajenas de x y p, respectivamente. Ademds X es un subespacio abierto y

denso de Y, lo cual demuestra que Y es la extension buscada.

3Compérese con la Proposicién A.1.4 del apéndice A.
“*Los espacios en los que toda cubierta abierta es densamente finita son conocidos en la literatura por

espacios casi-compactos (almost—compact spaces). Aunque en un principio Porter y Thomas les dieron el

nombre de espacios cuasi-H—cerrados (quasi-H—closed spaces).
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i) = iii)  Obvio.
i1i) = iv)  Sea F un filtro abierto maximal en X y sea p € adh (F). Si ahora V C X es

abiertoy p € V, tenemos que VN F # & para todo F € F, pero segun el Teorema 3.1.1,
V € F. Por tanto, F — p.

iv) = i) Usese el hecho de que todo filtro abierto esta contenido en un filtro abierto

maximal.

i1) = v) Sea a={V; : i€ J} una cubierta por abiertos para X. Si @ no fuese densa-
mente finita, para cada Jy C J finito, el conjunto T (Jo) = X\U{Cl(V;) : i € Jo} seria

un abierto no vacio de X y el conjunto
F={T(Jo): JoCJ, Jofinito} "

seria un filtro abierto en X sin puntos de adherencia.

v) = 1) Procediendo por contradiccidn, supongamos que X no es To—cerrado. Entonces

X tiene una extensién Ty Y a un sélo punto p. Es decir, Y \ X = {p}. Para cada z € X,
usemos la propiedad Ty de Y y encontremos un abierto U, en Y tal que = € U, pero
p ¢ Cly(U,).> La familia {U, : x € X} es entonces una cubierta abierta de X. Por

n
hipétesis, existen xy,...,2, € X tales que Y = Cly(|J U,,). Pero esto contradice al
=1

7

hecho de que p ¢ Cly (U,,) paracadai=1,...,n. [

Teorema 3.4.3 (Resultado Principal)
Sea U la familia de cubiertas densamente finitas de un espacio topoldgico Ty (X, 7).

Entonces:
i) U es base de pre-uniformidad compatible en X.
i1) U es una Ty—base de pre-uniformidad en X.

iit) La completacion (X, ﬁ) es una extension Ty—cerrada de X. Es decir, (X, T5) es una

extension Ty—cerrada de (X, 7).

iv) (X,T) es Ty—cerrado si y sdlo si U es completa por convergencia.

SEsto es posible, porque un espacio topolégico Z es Hausdorff si y sélo si para todo z € Z se tiene que
N{F en, : Fescerrado} = {z}.
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Demostracion.

i)

i)

Sean «,3 € U cubiertas densamente finitas de X. Sean A, Ay,..., A, € ay
Bi,Bg,...,B,, € [ tales que X = Cl(AjU---UA,) = CL(BiU---UB,,).
Puesto que la interseccién de dos abiertos densos es otro abierto denso, deducimos
que
X=ce( |J (AinBy)).

i€{1,2,....n}

je{1,2,...,m}
Por lo cual, la cubierta a A3 = {ANB : A€ a, Be3}° es densamente finita.
Ademias a AN < a y aA B <. Portanto, U es una base de pre—uniformidad en
X. Por otra parte es claro que Ty C T. Para la inclusién contraria utilizaremos un
procedimiento ya utilizado en la demostraciéon del teorema anterior. Sea V € T y sea

p € V. Paracaday € Fr(V), sea W, un abierto tal que:
ye W, C CL(W,) € X\{p}.

Esto hace que
a={V,X\Cl(V)}U{W, : yeFr(V)}

sea una cubierta abierta densamente finita de X. Es inmediato comprobar que oo € U
y St(p,a) = V. Por tanto, T C Ty y asi T = Ty

De (i) se deduce que U es admisible. Nos falta probar que cada filtro U-Cauchy
contiene un filtro redondo. Para ello comencemos por demostrar que cada filtro de
vecindades 7, para cada p € X, es redondo. En efecto, sea p € X y sea V € n,.
Entonces p € int (V) = V; € T. Procedamos ahora como en (7). Para todo y €
Fr(V;) sea W, un abierto tal que y € W, C C¢(W,) C X\ {p} y tomemos la
cubierta:

a={V, X\ Cl(V)}U{W, : yeFr(Vy)}.

5En realidad, se puede definir, en general la cuia de una familia de cubiertas, de la siguiente manera:

Sea § una familia de cubiertas de X. Se define la cuiia de la familia & como el conjunto:
AS={a1 AN Nap : ar,...,anp €8, n €N},

en donde, a; Aoy ={ANB : Aca;, Bea;}.
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Afirmamos que a € U pues V; U (X \ C¢(V;y)) = X\ Fr(V;) es denso en X. Por

otra parte, es obvio que
St*(ny,a) =U{L : L€a, LNH# @ paratodo Hen,} =V, CV.

En consecuencia, 1, C 1., asi que por el Lema 1.5.13, 7, = 7). Ademas, por el
Teorema 1.6.6, cada filtro de vecindades en una pre—uniformidad admisible es de
Cauchy. Por tanto, 7, es redondo en (X, U). Ahora demostraremos que todo filtro
U-Cauchy contiene un filtro redondo. En efecto, sea 1 un filtro U-Cauchy. Si 7 es
convergente, entonces es evidente que 7 contiene un filtro redondo, a saber, el filtro
de vecindades 7, tal que 7 — p. Por ello supongamos que 7 es un filtro U-Cauchy

no convergente y sea
F={Acn:AcT}".

Claramente 3 es un subfiltro de n y por la parte (i) tampoco es convergente. Ademds
afirmamos que adh (F) = N{C¢(F) : F € F} = &. Si no fuera asi, existiria x €
Cl(F) para todo F € F, y si O es una vecindad abierta de x tomemos la cubierta:

a={0,X\ClO)}U{W, : yeFr(0), = ¢ CL(W,), W, €n, abierto}.
Claramente o € U. Como 7 es U-Cauchy, n N a # &. Pero
nNa=FNa={0} (3.1)

y por tanto O € F. Es decir, & — =z, lo cual es una contradiccién. Por tanto,
adh (F) = @. Ahora probaremos que F es redondo. Primeramente, de la Ecuacién 3.1,
obtenemos que F N« # & para todo a € U, por lo que F es U-Cauchy. Sea ahora

A € FN a un elemento fijo y sea
a={int(A)JU{X\Cl(F): FeTF}.

Afirmamos que « es una cubierta densamente finita. En efecto, primeramente, por

construccion todos los elementos de o son abiertos y cubren a X pues

X=X\@=X\{]CtF) =] X\ CL(F)).

FeF Fedg

Por otra parte, sabemos que

(X\ Cl(A)) € a,
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con int (A)U (X \ C¢(int (A))) = X\ Fr (int (A)), el cual es un conjunto denso en

X. En consecuencia, o € U, como afirmamos. Pero ademas
St*(F,a)=U{L : L€a, LNH# @ paratodo He F} =int (A) C A.

Asi pues, T C F" lo que implica que F = F". Por tanto, F es redondo y U es una

Ty—base de pre—uniformidad.

i7i) Por el inciso (ii7) del Teorema 3.4.2, serd suficiente demostrar que todo filtro abierto
maximal en X converge. Sea 7 un filtro abierto maximal en X y sea F = n|x.
Entonces F es un filtro abierto maximal en X. Si F no fuese U—Cauchy, existiria
a € U tal que aNF = @. Dado que a es densamente finita, existen Ay,..., A, € «
tales que X = C/( Lnj A;). Puesto que J es abierto maximal y A; ¢ F para cada

=1

i€ {l,2,...,n}, deben existir Fi,...,F, € F tales que A, N F; = @ para cada

ie{l,....n}. PeroF = NF, € FconFN(JA;) =9 Como JA; es un
i=1 i=1 i=1

abierto denso en X, resulta que int (F) = & lo cual es una contradiccién. Asi hemos

probado que F es un filtro U-Cauchy y ya que F = 7|, se tiene que 7 es ﬁ—Cauchy.

Por tanto, 1 converge en X.

iv) Es inmediato. [

Teorema 3.4.4
Un espacio Ty (X, T) es To—cerrado si y sélo si toda To—pre—uniformidad compatible

con T es completa por convergencia.

Demostracion.

i) Sea U una Ty—pre—uniformidad compatible en (X,T) y sea F un filtro U-redondo.
Afirmamos que F es abierto, pues si F € Fy a € U es tal que St*(F,a) C F, entonces
L € FNa implicaria que L C St*(F, o) C F. Como, por definicién, U es admisible, existe
B € Utalque f <{int (L) : L € a}.SiahoraM € fNFyL € aestal que M C int (L),
entonces M C int (L) C int (F) e int (F) € F, lo cual demuestra que JF es abierto. Por
otra parte, ya que U es compatible, T = Ty y (X, Ty ) es To—cerrado, existe p € X tal
que F +— p, pero por ser F un filtro U-redondo, F — p. Por tanto, U es completa por

convergencia.
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<) Sea U la Tyo—pre-uniformidad que consiste de todas las cubiertas abiertas de X que

son densamente finitas. Por hipétesis U es completa por convergencia. Por tanto, (X, U)
coincide con su completacién candnica (X,ﬁ) y por el inciso (iii) del Teorema 3.4.3,
(X,ﬁ) es Ty—cerrado. Por tanto, (X, Ty ) es To—cerrado. [

Notacion 2
Sea (X,T) un espacio topoldgico Ty y sea U la base de pre—uniformidad de todas
la cubiertas abiertas densamente finitas de X. Denotaremos por 90X la extension ()A(, T3)

Ty—cerrada de X, obtenida en el Teorema 3.4.3.

3.4.1. ;Qué distingue a 90X de kX?

En esta parte de la tesis, habiendo demostrado la existencia de la extensién To—
cerrada 0X de un espacio Ty—pre—uniforme X, exhibiremos la diferencia fundamental que
existe entre 0X y la extension de Katétov kX y daremos ademds, algunos ejemplos. La idea
fue sugerida por el hecho de que el subespacio Q de R no es abierto en ninglin espacio

compacto que lo contenga como subespacio. Véase por ejemplo [15]

Definicién 3.4.5
Un subespacio A de un espacio topoldogico X es F,—estricto si existe una sucesion

estrictamente creciente de subconjuntos cerrados de X, { Ky, K, ...} tal que
A=U{K, : ne N}

y K, Cint (K,_1) para todon € N.

Ejemplo 3.4.6

Cualquier subespacio F, no cerrado en un espacio normal o cualquier conjunto cocero
no cerrado o cualquier conjunto abierto infinito numerable no cerrado en un espacio lo-
calmente compacto y Ty es F,—estricto. También es ¥ ,—estricto cualquier abierto—cerrado

infinito en un espacio Lindelof, T3 y O—dimensional.
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Teorema 3.4.7

Sea X un espacio Ty, no H—cerrado en el que cada punto tiene una base local formada
por subconjuntos F,—estrictos. Sea 0X la completacion de la To—pre—uniformidad de X
que consiste de todas las cubiertas abiertas densamente finitas de X y sea kX la extension
de Katétov de X. Entonces 0X y kX son extensiones H—cerradas de X las cuales no son

equivalentes.

Demostracion. Sabemos que 90X y kX son extensiones H—cerradas de X y también
sabemos que kX \ X es un subespacio cerrado y discreto de kX (véase el Teorema B.2.6,
inciso (7)). Bastara probar entonces que 9X \ X es un subespacio denso en si mismo de
X. Tomemos £ € 29X \ X y sea U un subconjunto abierto de X tal que £ € U con U
el abierto en 0X correspondiente a U. Como U # ﬁ U no puede ser finito. Tomemos
pues dos puntos distintos p,q € U y sean V, W C X abiertos ajenos y F,—estrictos tales
que p € V, ¢ € W. V y W existen por hipétesis y por ser X un espacio Ty. Mds alin
V=U{H,: neN}yW=U{K, : neN}conH,yK, como en la Definicién 3.4.5.
Sean &1, & ultrafiltros de abiertos en X tales que V\ H,, € & y W\ K,, € & para
cada n € N. Por contener elementos ajenos (V € &;, W € &), los ultrafiltros &1 y &
son distintos. Ademds &, &5 son no convergentes pues N{C¢(V\H,): neN} =gy
N{Cl(W\K,): neN} =g. Alguno de los ultrafiltros &;, £, debe ser distinto de ¢,
digamos que ¢ # &;. En consecuencia, & € UN (0X'\ X) y asi 90X \ X es denso en si

mismo. [ ]

Con este Teorema podemos dar ejemplos de espacios topoldgicos Hausdorff X, cuyas
extensiones 0X y kX no sean equivalentes. Sin embargo, debe notarse que como conjuntos

los complementos X \ X, kX \ X son idénticos.

Ejemplo 3.4.8

1) Si R, es la recta de Sorgenfrey, entonces 0R,, y kR, no son equivalentes.

2) Si X es un espacio T41 conexo y no compacto, entonces las extensiones 90X y kX no
2

son equivalentes.

3) Si Q tiene la topologia euclidiana heredada de R, entonces las extensiones 0Q y kQ

no son equivalentes.
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Observacion 3.4.9

Si X es un espacio discreto, entonces las extensiones 0X y kX no son equivalentes,
pues si X es discreto sucede que 90X = (3X. En particular, para el espacio discreto N se
tiene que ON = (BN con lo cual 0N y kN no son equivalentes pues kN no es compacto.
Véase el Ejemplo B.2.7.

3.4.2. Un Teorema de Existencia

Lema 3.4.10
Sean X, Y espacios topoldgicos y sea 1) : X — Y una funcion continua. Si F es un

filtro abierto en Y, entonces

o HF) = {¢ " (F): FeF}"
es un filtro abierto en X.

Demostracion. Primeramente observamos que, ¢! (F) es un filtro en X indepen—
dientemente de la continuidad de 1. Ahora, para cada F € F, =1 (F) € v 1 (F); pero el
filtro F es abierto, asi que int (F) € F vy, por tanto, ¢ ! (int (F)) € v~ (F). Como ¢
es continua, se tiene que v ! (int (F)) Cint (¢» ' (F)) y en consecuencia, por la primera
parte de la demostracién se tiene que int (¢ ' (F)) € 1 (F). Todo esto implica que
=1 (F) es un filtro abierto en X. ]

Teorema 3.4.11

Sean X, Y espacios topoldgicos Ty y sean
i) ¢ : X — Y una funcidn continua y abierta sobre su imagen y tal que Cl (¢ (X)) =Y.

i1) U, 'V Ty—bases de pre-uniformidad consistentes de todas las cubiertas abiertas den-

samente finitas de X e Y, respectivamente.
iti) h:(X,U) — ()A(,ﬁ) k:(Y,V)— (\?,\A7) encajes canonicos.
iv) W=h(X)U {77 eX: o (7)" no tiene puntos de adherencia en Y}.

Entonces existe una funcion continua y suprayectiva 3 : W — k (o (X)) U(Y\k(Y)) tal
que poh =Fkoop.
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La situacion se muestra en el diagrama siguiente:

X Ld %

)

ke (X)) U (Y\E(Y))

TTr—

X Y
Aqui las funciones i, j son las inclusiones.
Demostracion.  Notemos primeramente que ()A(, T) Y (\?, T5 ) son las extensiones Ty~

cerradas de X y Y respectivamente, que se han establecido en el Teorema 3.4.3, y que de
acuerdo a la Notacién 2, 90X = (X, Ty) yoY = (?,‘3'\7).

Pasemos ahora a la demostracién. Si elegimos n € W, entonces se cumplen las

implicaciones siguientes:
n €W =1 esU-redondo = ¢ (n) es V| x)—Cauchy = ¢ ()" es V-Cauchy.
Como 1 € W, tenemos dos posibilidades, a saber,
e =nax 6 ()" €Y \K(Y),
las cuales se deducen de los Teoremas 2.2.1 y 3.4.3. Definamos ahora la funcién:
P:W = k(X)) U(Y\k(Y))

mediante la regla de correspondencia:
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Demostraremos que @ es continua. En efecto, sean n € W, © () = m y supongamos que
m € T, con T C Y abierto. Por lo tanto, T € m = @ (n)*, asi que debe existir N € g
tal que ¢ (N) C TN ¢ (X). De donde, o' (T) O N y de esta manera o' (T) € 1, y
en consecuencia, 1 € gpjﬁ) Ahora afirmamos que @ (W N gp—/lﬁ)) C Ty con esto
habremos demostrado la continuidad de @. En efecto, si tomamos n’ € W N go*/l(\T)
entonces ! (T) € n’ y en consecuencia TNy (X) € ¢ (n’). De todo lo anterior tenemos
que T € ¢ (n")" =3 (n’) y esto tltimo implica que $ (1) € T, por consiguiente, P(Wn
e (T)) C T

Para concluir con la demostracién mostraremos la suprayectividad de la funcién @.
Fijemos m € k (¢ (X)) U (Y \ k(Y)). Sim = Ne(z) Para algin x € X, entonces claramente
m=¢h(x)=¢(Mn,). Sime (\A( \ £ (Y)), entonces m es un filtro abierto maximal en

Y sin puntos de adherencia en Y. Por lo tanto, la familia:

—_—

S={p'(n): nem}*

es un filtro abierto en X. Como X es Ty—cerrado, por el Teorema 3.4.2 inciso (ii), el filtro

$ tiene un punto de adherencia € X. Es decir, 7 € Cfi(wj(\hd)) para toda M € m

y, por tanto, 7 < ¢~ (m). Lo que implica que ¢ (1) < m|,x), asi que p(n)" < m

y en consecuencia ¢ ()" = m. Asi obtenemos que @ (1) = m y @ es suprayectiva. La

demostracién de la ecuacién p o h = k o ¢ es inmediata. |
Corolario 3.4.12
Sean X, Y espacios topoldgicos T, y sean

i) ¢ : X — Y una funcién continua, abierta y suprayectiva.

it) U, V Ty—bases de pre-uniformidad consistentes de todas las cubiertas abiertas den-

samente finitas de X e Y respectivamente.
iii) h: (X, U) — ()A(,ﬁ) y k:(Y,V)— (\A(,\A?) los encajes candnicos.
Entonces, existe una funcion continua y suprayectiva @ : X =Y tal que el diagrama:

'

X Y
X Y

)
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conmuta, es decir, poh =ko p.

3.5. Propiedad Universal

Definicién 3.5.1
Sea X un espacio Ty; £ una subclase de la clase de espacios topoldgicos Ty y O una

subclase de la clase
{N:X —7Z : Xesfuncién continua, Z € £},

la cual contiene a todos los encajes de X en elementos de £. Sea (h,Y ) una extension de
X con'Y € £. Decimos que (h,Y) satisface la propiedad universal respecto a la terna
(X, £,0) si para cada funcion ¢ : X — 7, con Z€ £, p €O y ¢(X) denso en Z,

existe un espacio X; € £ tal que
R(X)CX;CY

y existe ¢y : Xy — Z funcidn suprayectiva y continua tal que ¢, 0 h = .

en donde la funcién j es la inclusion.

Nétese la similitud con la propiedad universal de la compactacién de Stone-Cech.

Teorema 3.5.2
Si(h1,Y1) y (he,Y2) son extensiones de X que satisfacen la propiedad universal
respecto a la terna (X, £,0), entonces (hy,Y1) y (ha,Ys) son equivalentes,” es decir,

existe un homeomorfismo « : Y, — Yo tal que awo hi = hs.

"Véase la Definicién B.1.1 inciso (3) del Apéndice B.
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Demostracion. Observemos primeramente que la situaciéon se muestra en el diagrama

siguiente:

ha (X) ha (X)
N A

Por hipdtesis existen espacios Wy y W tales que

hi(X)CW;CY;, y he(X)CWyCY,
y existen funciones continuas y suprayectivas
w: Wy =Yy vy ¢¥:Wy—Y,
tales que w o hy = hy, Yo hy = hy. Sea T = o1 (Wy). Por tanto,

wo(ﬁp‘T):T—)Yl

es una funcién continua y suprayectiva que extiende a la inclusién j : hq (X) — Y;. En
consecuencia, ¥ o (| ) coincide con la inclusién j : T < Y; y debe tenerse que T =Y
pues Y es el codominio de o (| ). Asi pues Wy = Yoy Wy = Yy (pues W; O T =Y,).

De aqui se deduce que
Z) 2/1 oY= Z.dYr
i) ot = idy,-

Por tanto, ¢ es un homeomorfismo de Y; en Y5 con inverso . [
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3.5.1. Casos especiales de la Propiedad Universal
1) Si
i) X es Ty
i1) £ es la clase de los espacios compactos Ts.
i) O ={A: X —=7Z : X\escontinua, Z € £}.
Entonces (h, 3X) satisface la propiedad universal respecto a la terna (X, £,0).
2) Si
i) X es Ts.
i1) £ es la clase de los espacios Ts.
i) O ={A: X —7Z : Xescontinua, Z € £}.
Entonces (h,xX)® satisface la propiedad universal respecto a la terna (X, £,0).
3) Si
i) X es Ts.
i1) £ es la clase de los espacios Ts.
i1i) O ={\ € C(X,Z) : X es abierta sobre su imagen, C¢ (A (X)) =7,Z € £}.

Entonces (h,0X) satisface la propiedad universal respecto a la terna (X, £,0), en
donde 9X es la completacién del espacio Ty pre—uniforme (X, U), con U la base de
pre—uniformidad que consiste de las cubiertas densamente finitas de X y h : X — 20X

es el encaje candnico. Vedse la Definicién 3.4.1, el Teorema 3.4.3 y la Notacién 2.

84X es la extensién de Katétov de X.



Conclusiones

Hemos demostrado en esta tesis que todo espacio Ty X admite una Ty—pre—unifor—
midad U tal que la completacién candnica ()AQIAL) es To—cerrada y la cual en general, no
es equivalente a la extensién de Katétov de X. La diferencia es mas evidente si notamos
que X es siempre abierto en su extensién de Katétov xX, mas no en X. Existe ademds una
funcién continua y suprayectiva ¢ : KX —— X que extiende a la identidad de X, pero en

general ¢ no es un homeomorfismo. También hemos descrito una propiedad universal de la

completacion X.
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Apéndice A

Espacios Tv)—Cerrados

A.1. Espacios To—Cerrados

En éste y en el siguiente apéndice nos basaremos principalmente en [14], [33] y [39].
Un punto de vista diferente sobre los espacios To—cerrados se encuentra en [19] y también
en [36].

Definicién A.1.1

Un espacio topolégico Hausdorff X, es Hausdorff-cerrado o 'Ts-cerrado o sim-
plemente H—cerrado si X es un subespacio cerrado de cualquier otro espacio topologico
Hausdorff que lo contenga. Lo que equivale a decir que siempre que exista p : X — 7
homeomorfismo, en donde 7 es un subespacio de un espacio Y el cual es Ty, entonces 7.

es cerrado en Y.

Por lo tanto, todo espacio compacto y Hausdorff es H—cerrado.

Definicion A.1.2
1) Un “filtro de abiertos” en el espacio topoldgico (X,T) es una familia § C T que

cumple:

i) o¢5.
it) Si {A;}_, € §, entonces ﬁ A, €53.
i=1
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iii) SiA €F yB €T estal que A C B, entonces B € §.

2) Un ultrafiltro de abiertos en el espacio topolégico (X,T) es un filtro de abiertos

maximal.

3) Un filtro de abiertos § en el espacio topoldgico (X,T) es libre si§ es un filtro de
abiertosyNF=N{F:F e §} =02.

Observacion A.1.3
En la definicion anterior, entrecomillamos filtro de abiertos porque formalmente
hablando no se trata de un filtro en X, sino de un filtro sobre una subfamilia de P (X).
Definamos estos filtros.! Sean X un conjunto no vacioy @ # & C P (X). Un Gfiltro

en X es una familia ¥ C & que cumple las siguientes condiciones:
e O¢F.
o SiA|, Ay € F, entonces A, NA, € F.
o SiIFeF yADF estal que A € &, entonces A € F.

De esta manera, un filtro de abiertos en el espacio topoldgico (X,T) es simplemente un
T—filtro en X. Por tanto, de acuerdo a la Definicion 2.4.1 inciso (3), tenemos el siguiente
resultado:

Si F es un ultrafiltro abierto, entonces la familia
Fo={int(F): FeF}
es un ultrafiltro de abiertos.
Proposicion A.1.4 (Caracterizacion de los Espacios H-cerrados)
Sea X un espacio topoldgico Ts. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) X es H—cerrado.
i1) Toda cubierta abierta de X es densamente finita.

iii) Todo filtro de abiertos en X tiene adherencia.

lvéase, por ejemplo, [39], o bien [31].
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iv) Todo ultrafiltro de abiertos en X converge.

Demostracion.  Es semejante a la demostracién del Teorema 3.4.2. [ ]

Corolario A.1.5
Sea X un espacio topolégico Ty. Entonces X es compacto si y sélo si X es H—cerrado

y regular.

Demostracion.

=)  Claramente todo espacio compacto y Ty es H—cerrado y regular.

<) Supongamos ahora que X es H—cerrado y regular. Sea « una cubierta abierta de X.

Para cada z € X existe V., € a tal que x € V. Puesto que X es regular existe O, vecindad
abierta de z tal que C'¢(0O,) C V,. Por la Proposicién A.1.4, la familia {O, : = € X} es

densamente finita, esto es, existe A = {xy,..., 2, } subconjunto finito de X, tal que
X=Ct(|JOs) =] Va.
i=1 i=1

Por tanto, la familia {V,, : z; € A} es una subcubierta finita de la cubierta a. En conse-

cuencia X es compacto. ]

También es posible caracterizar a lo espacios compactos Hausdorff en términos de

H—cerrados.

Teorema A.1.6
Sea X un espacio topolégico Ty. Entonces X es compacto si y sdlo si todos los

subespacios cerrados de X son H-cerrados.

Demostracion.  Véase [33] n

El ejemplo propuesto a continuacién muestra que existen espacios H—cerrados que

no son compactos.

Ejemplo A.1.7

Sea R? el plano con la topologia euclidiana usual y sea

Y:{(%,%) eR?: neN, meZ\{O}}U{(%,O) 6R2:neN}



80 Espacios T»,—Cerrados

subespacio de R?, con la topologia heredada. Sea X =Y U {p™,p~}, conp™,p~ ¢ Y Sea

T la familia de subconjuntos de X, definida como sigue:

O C X es un elemento de la familia T si y solamente si O N'Y es abierto en Y y si

pT € O (respectivamente, p~ € O) implica que existe r € N tal que:

{(l,l) n>, mEN}QO

n’'m

{(l,l) n>, —mEN}QO).
n’'m

Se demuestra facilmente que T es una topologia Hausdorff para X. Demostraremos que X

(respectivamente,

no es compacto, pero si es H—cerrado. En efecto, sea o« una cubierta abierta de X. Por ser
« cubierta existen O, O~ € « tales que p™ € OT yp~ € O~. Si CL(OTUO™) #X
(de otra manera « seria densamente finita) existe r € N tal que X\ C¢(OTUO™) C K

K:{(%%) n<r, mGZ\{O}}U{(%,O) ; ngr}.

Pero ya que K es compacto debe existir una subfamilia finita A de « tal que K C UA. Por

con:

tanto,

X=Cl(OTUOT)U(UA)=Cl[OTUO U (UA)].

Asi que X es H—cerrado por la Proposicion A.1.4. Ahora bien, X no puede ser compacto,

[(o)ernen)

es un subespacio cerrado, discreto e infinito de X. [ ]

pues el conjunto:

Proposicion A.1.8

Si X es un espacio H—cerrado y si O C X es abierto, entonces C{(O) es H—cerrado.

Demostracion Pongamos A = C'¢ (O) y sea J un filtro de abiertos en A, de manera que:

§={FNO:FeTF}'nT
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es un filtro de abiertos en X que, por la Proposicién A.1.4, cumple con & # adhy (F). Por

otra parte:
g #abhyx (F)=nN{Clx(G): GeF}
Cn{Cilx(FNO): FeTJ}
=N{Clpa(FNO): FeJ}
CN{ClpA(F): FeTF} =adh,(F).
Y aplicando nuevamente la Proposicién A.1.4, se tiene que A es H—cerrado. ]

Sorprendentemente resulta que la propiedad de ser H—cerrado no es heredable a los

subespacios cerrados, como se observa en el siguiente:

Ejemplo A.1.9
En el Ejemplo A.1.7, el subespacio

A {(Lo)emonen]

de X, como ya se dijo es cerrado, infinito y discreto, asi que es regular, pero debido a que

no es compacto, A no es H-cerrado por la Proposicion A.1.4. [ ]






Apéndice B

Extensiones de Espacios Topologicos

B.1. Definiciones y Algunos Resultados

Definicién B.1.1
1) Una extension del espacio topoldgico X es una pareja (h,Y ), en donde Y es un

espacio topoldgico y h es un homeomorfismo de X sobre un subespacio denso de'Y .

2) Si(h1,Y1), (he,Ys) son dos extensiones del espacio X, se dice que (hy,Y,) domina
a (h2,Yy) (en simbolos escribimos (hy,Y1) > (ho,Ys)) si existe una funcién

continua ¢ : Y1 — Y tal que el diagrama:

hy

X Y,

ho
Yo
conmuta, es decir, p o hy = hs.

3) Dos extensiones (hi,Y1) y (ha,Ys) del espacio X se dicen equivalentes si existen

homeomorfismos ¢ : Y1 — Yo, ¥ : Yy — Y, tales que pohy = hy y Y ohy = hy.

h1

Yy

ha v /

Y2 J/w
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4) Si'Y es una extension de X llamaremos residuo al conjunto Y \ f (X).

Si Y es una extension de X, escribiremos: X < Y y para simplificar conside—raremos
que X C Y.

Las compactificaciones,':? las conectificaciones y las completaciones, son ejem—plos
de extensiones. En este trabajo una extensién muy importante que tratamos, es la de

Katétov para espacios H—cerrados.

Existen ejemplos de extensiones j homeomorfas pero no equivalentes! Como se observa

en el siguiente:

Ejemplo B.1.2

Sea R el conjunto de Cantor ternario en [0,1] y sea X = & x N. Sean aX y aN
las compactificaciones de Alexandroff de X y N respectivamente. Claramente K& x aN es
otra extension de aX. Ahora aX y K x aN son homeomorfos, pero sin embargo como

extensiones no son equivalentes.

Definicion B.1.3
Sean 7, W extensiones de X y Y respectivamente. Sean f : X — Y, f: Z — W. Se

dice que f extiende a f o que fes una extension de f si f|x = f.

Para funciones cuyo codominio es de Hausdorff, tenemos la siguiente:

Proposicion B.1.4
Sean 7, W extensiones de X y Y respectivamente, y sea f : X — Y una funcion

continua. Si' W es T, entonces f tiene a lo mds una extension continua f : 7 — W.

Demostraciéon Se deduce del siguiente:

1En efecto una compactacién es una extensién (h,Y) con Y compacto, andlogamente para las conec-

tificaciones y completaciones.
2| .a compactacion de Stone-Cech 53X de un espacio de Tychonoff X es la completacién de X respecto

a la f—uniformidad. (Uniformidad generada por la familia de todas las cubiertas normales finitas). Véase
por ejemplo [21]. Pero, la S-uniformidad es equivalente a la uniformidad Uy, generada por la familia
Up (X) = {a : « es cubierta cocero finita de X}, por tanto, X es también la completacién de X respecto

a la uniformidad Uy. En este aspecto, véase [16].
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Hecho 5
Sean X, Y espacios topoldgicos y f,qg : X — Y funciones continuas. Si Y es un

espacio 'T'y y el conjunto:
{reX: f(z)=g()}

es denso en X, entonces f = g en X. ]

Teorema B.1.5

. . .. | X
Sean X, Y espacios Ty. Si Y es una extension de X entonces |Y| < 2% .

Demostracion Para cada p € Y sea
0,={UNX: UesabiertoenY, pe U}.

Claramente O, es un filtro de abiertos en X para cada p. Demostraremos ahora, que la
correspondencia p +> O, es inyectiva. En efecto, sean p,q € Y con p # ¢. Puesto que
Y es de Hausdorff los filtros O, y O, no se mezclan y en vista de que X es denso en Y
existen abiertos no vacios U € O,y V € O, talesquep € U, g€ VyUNV = &. Por
tanto la correspondencia p O, es inyectiva. En consecuencia existe una funcién inyectiva
0:Y — P(P(X))y, por tanto, |Y|§22|X‘. ]

En el caso de los espacios métricos la unicidad de la completacién debe ser entendida
“salvo isometrias” asi como, en los espacios pre—uniformes, semi—uniforme, o uniformes

“salvo unimorfismos”.

Estamos ahora en condiciones de construir una extensién sumamente importante de

un espacio Tyr—cerrado.

B.2. La Extension de Katétov

En cuanto se han definido los espacios Ts—cerrados, la pregunta natural que surge
es: j Cuando un espacio T tiene una extensiéon Ty—cerrada? Ademas se espera que las
propiedades que cumpla tal extension sean semejantes a las propiedades de la compactacién

de Stone-Cech, es decir, tenga una propiedad universal.’

3Si X es un espacio Tychonoff, entonces X admite una compactacién Ty (h, 3X), que no es otra que

la compactacion de Stone-Cech, la cual hemos tratado en pdginas anteriores, esta compactacién tiene la
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Comenzaremos por dar una:

Notacion 3

Sea X un espacio Ty. Se define la clase siguiente:

H(X)={Y : Y es una extensién Ty—cerrada de X } . (B.1)

La clase 3 (X) no es vacia por el Teorema 3.4.3. Ademas en esta seccién probaremos

que admite un elemento maximal.

Definicion B.2.1

Sea X un espacio T5. Se define el conjunto siguiente:

kX = XU{F : Fes un ultrafiltro de abiertos libre en X'} (B.2)

Construiremos una topologia en k£X. Para ello notemos primeramente lo siguiente:

Observacion B.2.2

La familia:
B, ={U: Uesabiertoen X} U{UU{F}: UeTF, FerX\X} (B.3)

es base para una topologia de K X.

Demostracion. Es inmediata. ]

Teorema B.2.3
Sea (X, T) un espacio T5. Entonces:

siguiente propiedad universal: Si ¢ : X — Y es una funcién continua de X en cualquier espacio compacto

y T2 Y, entonces existe una tnica funcién ¢ : X — Y tal que Y o h = .

X h

BX

Y

Es decir, X es la compactaciéon Ty mas grande que admite X.
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i) X es abierto y denso en kX.

it) kX € H(X).

iii) Si'Y € H(X) es cualquier extension Ty—cerrada de X, entonces existe una tnica

funcién continua v : kX — Y tal que ¢ |x = idx.

Demostracion.

i) Por la Observacién B.2.2, B, es base para una topologia en kX y, por tanto, X es

i)

un subespacio abierto y denso de kX trivialmente.

a)

Como X es Hausdorff y por el inciso (i) es abierto en kX, para cualesquiera
dos puntos p, g € X distintos, existen O,, O, abiertos de kX tales que p € O,,
q € O4conO,NO, =a.

Si ahora x € Xy F € kX \ X, deben existir U, V abiertos en X tales que
UeF 2V, UNV =g. Portanto, Vy UU{F} son vecindades abiertas y

ajenas de x y F en kX, respectivamente.

Por dltimo sean F, § € kX \ X tales que F # §. Entonces deben existir U,
V abiertos ajenos de X tales que U € F, V € G, pues de no ser asi, Fy G se
mezclarian y al ser ultrafiltros serian iguales. Asi pues, UU {F} y VU {G} son

vecindades abiertas y ajenas en kX de Fy G, respectivamente.

Estos tres incisos en conjunto demuestran que kX es Hausdorff. Nos falta demostrar

que kX es una extension Ty—cerrada de X.

a)

X es denso en kX. En efecto, siempre que F € kX \ X, sus vecindades basicas
son de la forma: UU{F} con U € F. Por tanto, XN[UU{F}] = U. Como F

es arbitrario se sigue que X es denso en kX.

kX es Ty—cerrado. En efecto, sea J un ultrafiltro de abiertos libre en kX. Puesto
que X es abierto en kX, se tiene que X € J. Por otra parte, como X es denso
en kX la familia §={JNX: J&€J} esun ultrafiltro de abiertos libre en X.
Pero ademds G C Jysi O € G, entonces O C OU{G}. Por tanto, OU{G} € J.
En consecuencia, por la Observaciéon B.2.2, J — G, lo que contradice la eleccién
de J como ultrafiltro de abiertos libre en KX. Esto demuestra que kX es To—

cerrado.
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i)

Asi hemos demostrado que kX € H (X).
Supongamos que Y € H (X) es cualquier otra extensiéon Ty—cerrada de X.

Existencia de ¢). Sea ¥ € kX \ X y pongamos

G={WCY: WesabiertoenY, WNX e F}. (B.4)

Claramente G es un filtro de abiertos en Y. Probaremos que G es ademds, un ultrafiltro

de abiertos en Y. En efecto, tomemos N C Y abierto tal que N ¢ G y sea
§ =X\ Clx (NNX).
Afirmamos que 8§ € F.* Por otra parte,
Cly (NNX)NS = Clx (NNX)NS =g,

de manera que
SCY\Cly(NNX)=Y\ Cly (N).

En consecuencia, Y \ Cly (N) € Fy como NNX ¢ F, de donde se sigue que
Y\ Cly (N) € G. Por tanto, G es un ultrafiltro de abiertos en Y. Como Y € H (X)
por la Proposicion A.1.4, existe ag € Y Unico, tal que § — ag. Definamos ahora la

funcién ¢ : kX — Y, como sigue

r si zreX
b (@) = (B.5)
ay si FerX\X

Claramente ¢ es una funcién tal que ¢|x = idx. Demostraremos, que ademas
1 es continua. Para ello observemos primeramente que ¥|x : X € kX — Y es
continua por ser X abierto en kX. Solo resta investigar la continuidad en xX \ X.
Sean ¥ € kX \ X y sea V una vecindad abierta de a5. Puesto que ¥ — a5 se
tiene que 74, € F y por tanto, V € F. Asi VN X € JF por la Ecuacién B.4. De la
Observacion B.2.2, se deduce que {F} U (VN X) es una vecindad abierta de J en

kX que cumple:

P{FIU (VX)) ={as; U(VNX)CV.

*De acuerdo con la Observacién A.1.3, los T—ultrafiltros de abiertos se comportan tal cual los ultrafiltros,

es decir, si F es un T—filtro en X, entonces F es un T—ultrafiltro si y sélo si paratodo A € T, A€ Fo
X\CL(A)eT.
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Asi pues 1) es continua en kX \ X y por tanto, es continua en todo xX.
Unicidad de /.  La unicidad es una consecuencia de la Proposicién B.1.4.

Por otra parte, puesto que Y y kX € H (X), escribamos de acuerdo a la definicién

(h,Y) y (k,xX). Entonces la situacién se muestra en el diagrama siguiente:

kX

En donde ¢ |x = idx. [ ]

Observacion B.2.4
Si X es un espacio topoldgico Ty, el Teorema anterior B.1.5, nos permite afirmar que

kX es la extension Ty—cerrada mds grande que admite X.°

Es el momento de dar un nombre a la extension kX de un espacio Ty X, cons—truida

antes.

Definicion B.2.5

Sea X un espacio Ty. Entonces:

i) La extension To—cerrada kX del espacio X de la Definicion B.2.1, recibe el nombre

de extension de Katétov del espacio X

it) Si (h,Y) es otra extension To—cerrada de X, entonces la funcién 1) del inciso (ii7)

del Teorema B.2.3, recibe el nombre de funcion de Katétov del espacio Y .

Terminamos esta Tesis enunciando otras propiedades de la extension de Katétov:

5En otro contexto kX recibe el nombre de maximo proyectivo.
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Teorema B.2.6

Si X es un espacio Ty, entonces:
i) El residuo kX \ X es un subespacio cerrado y discreto de kX.
it) Si A C X es abierto, entonces Cl,x (A) = Clx (A)U{F e kX \X: AecTF}.
iii) Si A, B C X son abiertos en X y tales que AN B = &, entonces

[Clx (A)N Clx (B)]\ X = 2.

iv) Si A,B C X son abiertos en X, tales que Clx (A) N Clx (B) = &, entonces
Clx (A)NCl.x (B) =2.

En particular, si A es abierto—cerrado en X, entonces C/l.x (A) es abierto—cerrado

en kX.
v) X estd c*—encajado en kX.°
vi) Si A C X es denso en ninguna parte de X, entonces A es cerrado en kX.

Demostraciéon.  Es rutinaria y puede ser consultada en [33]. n

A cambio daremos un ejemplo muy ilustrativo y que esta relacionado con el Ejemp-
lo B.1.2.

Ejemplo B.2.7
Claramente el espacio discreto N admite las extensiones kN y GN. Afirmamos que kN

no puede ser compacto. En efecto N admite una particion P con las siguientes propiedades:
i) P={A,: A, esinfinito, n € N}.

i1) Cada A, esta contenido en algun ultrafiltro libre &, sobre N.

6Si (X, T) es un espacio topoldgico y A C X, entonces:

i) Se dice que A estd c—encajado en X si toda funcién continua ¢ : A — R tiene extensién continua a
todo X.

i1) Se dice que A estd c*—encajado en X si toda funcién continua y acotada ¢ : A — R tiene extensién

continua a todo X.



B.2. La Extension de Katétov 91

Esto implica que card (kN \ N) > c¢. Por tanto, del inciso (i) del Teorema B.2.6, concluimos
que kN no es compacto. Asi que kN y BN no son extensiones equivalentes, mas atin, como
BN es compacto y Ty, SN € H (N), por lo que kN es una extensién de N mds grande que
ON. []
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