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INTRODUCCION

La idea de la noconmutatividad del espacio-tiempo se remonta a Heisenberg
mismo, hacia la década de 1930. Para esos momentos del desarrollo de la teoria
cuantica, era ya un hecho conocido el caricter cada vez mas descontroladamente
divergente de las expansiones perturbativas de las amplitudes cuanticas, dentro
del contexto de la teoria cudntica de campos. En el espacio de momentos, es-
tos términos perturbativos son integrales de trayectorias con todos los posibles
valores de momento, desde unos arbitrariamente pequenos hasta otros arbitrari-
amente grandes. El origen del caracter divergente de las integrales de trayectoria
pudo rastrearse hasta las contribuciones de trayectorias con momento grande,
los cuales corresponden a paquetes de onda localizados. Con la esperanza de
introducir un corte en el momento de las trayectorias sobre las que se suma a
través de una cota minima a la localizacién de paquetes de onda, Heisenberg
menciona la noconmutatividad de las coordenadas espaciales como una posible
solucion.

Este orden de ideas no tuvo muchas repercusiones inmediatamente y se
mantuvo, mas bien, inocuamente deslizandose en discusiones privadas de teoria
cudntica hasta que Snyder se entera y asume de modo pleno la idea y en 1947
presenta el primer articulo sobre noconmutatividad de espacio-tiempo[23]. Sin
embargo, los métodos de renormalizacién dieron una solucién eventual al prob-
lema de las divergencias en teoria cuantica de campos y la noconmutatividad
de espacio-tiempo perdié actualidad.

Ya en la década de 1980, es la investigacion matemaética, principalmente

el grupo de Alain Connes, quien retoma el desarrollo de la noconmutatividad
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de espacio-tiempo. Una buena parte de los esfuerzos se centran en formular
versiones de variedades donde las coordenadas definidas sobre ellas no conmuten,
a lo que se le llama geometria noconmutativa. Mas adelante, con las conexiones
que se establecen entre teorfa de cuerdas y geometria noconmutativa[2],[25], de
la noche a la manana la investigacién en esta area se multiplica. De modo menos
explosivo aunque no menos significativo contribuyen también a esta expansion
la discretitud del espectro de los operadores de area y volumen en gravedad
cudntica de lazos[17], asi como ciertos argumentos heuristicos de Doplicher et
al[9], segiin los cuales los intentos de localizacién con precisién extrema conducen
a un colapso gravitacional, de modo que el espacio-tiempo mas alla de cierta
escala, la escala de Planck, no tiene “significado operacional”. Vemos pues
como la noconmutatividad ha sido principalmente relacionada con el programa
de gravedad cuantica.

A pesar de la potencial relevancia de la noconmutatividad en la comprensién
de la estructura del espacio-tiempo a escalas fundamentales y al grado de inves-
tigacion a que ha sido sometida, no puede decirse que sus puntos problematicos
sean inexistentes. Todo lo contrario. Entre las distintas propuestas, no dejan
de hacer presencia la arbitrariedad dentro de la multiplicidad de posibles tipos
de noconmutatividad, la dificultad en establecer interpretaciones fisicas coher-
entes o una formulacién matematica inconsistente. Creemos que al hablar de
un espacio-tiempo cudntico, ya sea discreto o fuzzy, suele dejarse de lado a la
materia misma como un factor determinante, atin cuando las conclusiones de la
Relatividad General van en un sentido diferente.

Por esto, nos parece que debe procederse con extremo cuidado al hablar
de noconmuatividad de espacio-tiempo e intentar dotarla de una interpretacion
fisica coherente. Afortunadamente, dentro de las teorias fisicas estdndar es posi-
ble encontrar situaciones donde emerge naturalmente una descripcién efectiva
de operadores de posicién cuyos componentes no conmutan entre si. Podemos
hacer uso de estas situaciones como un laboratorio de noconmutatividad donde
se esté lidiando con objetos familiares, donde nuestros esfuerzos de intuicién y

comprensién sean asequibles.



En esta tesis, nosotros consideramos una cuerda cuantica realizada como un
circulo unitario sobre el cual esté definido un campo arbitrario dependiente del
tiempo, el campo de deformacién del circulo mismo. Se trata de una teoria
cudntica de campos de 14+1. Al deformarse la cuerda de modo adiabético y
encontrarse una particula cuantica constrenida a moverse sobre la curva defor-
mada, se induce un comportamiento efectivo de la cuerda, resultado de fijar
adiabaticamente el estado de la particula, cuya descripcion efectiva mas natural
es en términos de una redefinicion noconmutativa de sus modos normales de
Fourier y de los momentos conjugados a estos. El tipo de noconmutatividad
resultante depende de las propiedades de la particula.

La totalidad de esta tesis ha sido realizada bajo la supervisién del Dr. Chrys-
somalis Chryssomalakos. El trabajo de la seccién 2.1 estd basado en trabajo
previo de Chryssomalis Chryssomalakos, David Gelbwaser Klimovsky, Héctor
Hernédndez Coronado y Elfas Okén Gurvich[8],[10]. El trabajo de la seccién
2.2.1 y el capitulo 3 estan realizados en colaboracién con Héctor Hernandez

Coronado[11].
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CapriTUuLO 1

PRELIMINARES

El presente capitulo se muestra como una mezcla heterogénea de contenidos
destinados a facilitar la comprensién conceptual y a establecer las convenciones

de lenguaje y notacién de los elementos involucrados en este trabajo de tesis.

1.1 Fases de Berry

En esta seccién se presentara cierta fase —un elemento de U(1)- que hace su
aparicion tras la evolucién ciclica de un sistema cudntico. Al modificar las
condiciones de un sistema cudntico hasta hacerlo regresar a su situacién inicial,
el estado cudntico en que éste se encuentra también volvera a su estado inicial,
pero adquirird una fase adicional a la fase dindmica que dependera tinicamente
de la geometria del ciclo realizado y que, por lo tanto, llamamos geométrica.
En el contexto de un sistema dependiente del tiempo a través de un conjunto
de parametros externos, la variacién “lenta” o, con mas precisiéon, adiabdtica de
los pardmetros garantizard la evolucion ciclica del estado cuantico del sistema,
asumiendo que este es no degenerado. La fase geométrica que surge de este modo
fue formulada, en toda su generalidad, por Berry en 1983[3]. Desde entonces,
ha ocurrido una intensa investigacién tedrica para aclarar el sentido fisico y
geométrico[22] de la fase de Berry y generalizarla a estados degenerados[24] o
situaciones no necesariamente adiabdticas[1] ni ciclicas[20]. Aunque todo esto

es muy interesante por si mismo, tendra que limitarse aqui la exposicién a lo
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puramente relevante para este trabajo. En lo siguiente, nos basamos en [22],

31, [4], [15], [5], [7].

1.1.1 Derivacién de la fase de Berry

Consideremos un sistema cudntico que depende de un conjunto de pardametros
externos que varian con el tiempo, a los cuales vamos a nombrar de modo
colectivo por R(t). El hamiltoniano H(R(t)) describe a este sistema, de modo
que el estado |1(t)) en que este se encuentra evoluciona segin la ecuacién de
Schrodinger,

iﬁ%h//(t» = H(R(1))[1(1)). (1.1)
Para un tiempo ¢ arbitrario, |n(R(t))) corresponde al n-ésimo elemento de la
base de eigenestados instantdneos del sistema (que suponemos discreta), es decir,

[n(R(t))) satisface la ecuacién de Schrodinger estacionaria,

H(R(1))[n(R(1))) = En(R(1))[n(R(1)))- (1.2)

Figura 1.1. La evolucién temporal es descrita por una curva en el espacio de

parametros.

En ¢ = 0, se prepara al sistema en el eigenestado [n(R(0))), que suponemos no

es degenerado, y se deja evolucionar de modo adiabatico, trazandose una curva
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en el espacio de pardmetros (ver figura 1.1). El teorema adiabdtico garantiza,
en este caso, que el sistema siempre se encontrara en el mismo eigenestado in-
stantdaneo n. Si los pardmetros varian mucho maés lentamente que la frecuencia
caracteristica del sistema, definida por la diferencia de energia entre sus eigenes-
tados, entonces esta variacién no excitard al sistema con energia suficiente para
que haya transiciones entre estados.

Una vez que sabemos que el estado del sistema siempre sigue al eigenestado
de energia instantaneo n, tenemos sélo una parte de la informacién sobre como

se escribe este estado. No obstante, es directo probar que la respuesta obvia,

(o) = e (—; [ EuRED) In(Re0)) (13)

no es solucién de la ecuacién de Schrodinger. Consideramos una propuesta
de solucién més general mediante la inclusién de una fase v(t), adicional a la

dinamica, es decir,

o) = ([ BREN + i) mROD. 0

En este caso, la exigencia de que (1.4) sea solucién a la ecuacién de Schrodinger
implicar las condiciones que v(t) debe satisfacer. En primer lugar, sustituyendo

(1.4) en la ecuacién de Schrodinger obtenemos

g OR) +iew (1 [ BRE i) FinRe) =0, (15

Proyectando (1.5) sobre el bra (i(t)|, obtenemos la ecuacién que (t) debe

satisfacer,

o =i<n<R<t>> a n<R<t>>>. (1.6)

Para obtener la igualdad anterior, observamos que [¢(t)) estd normalizado por

diferir por una fase de [n(R(t))). Al integrar (1.6) obtenemos

=i | t (nres)

con Vg siendo el gradiente en el espacio de parametros R. Es sencillo mostrar

R(t)
SR ) ds =i [ a(®) [Tl () - aR

R(0)
(1.7)

que ~(t) es real partiendo de diferenciar ambos lados de la condicién de nor-

malizacién de [n(R(s))), 1 = (n(R(s))|n(R(s))), de donde se obtiene que el

7
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integrando de (1.7) es puramente imaginario. Por lo tanto, () es efectiva-

mente una fase.

B3

B

Figura 1.2. El espacio de pardmetros de un spin 1/2 inmerso en un campo magnético
de magnitud fija y direccién modificable es la variedad S2. Cada punto de la variedad

corresponde a una configuracién distinta del campo magnético.

El sentido geométrico de la fase de Berry se debe a que no importa la
parametrizacién de la curva (en tanto que su recorrido sea suficientemente lento
para asegurar la validez del teorema adiabético) sino Unicamente la curva misma
en el espacio de pardmetros. Lo interesante entonces de la fase (1.7) es que el
integrando no necesariamente es una derivada total y que, por lo tanto, al hacer
la integracién sobre un circuito C' en el espacio de parametros, la fase total
~(C) bien puede no ser cero. Una situacién donde se obtiene una fase de Berry
distinta de cero es en la de una particula con spin bajo la influencia de un

campo magnético de magnitud constante pero que adiabaticamente cambia de
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direccién. En este caso, el espacio de pardmetros es S? (ver figura 1.2) y la fase
de Berry es proporcional tanto al spin de la particula como al dngulo sélido sub-
tendido por el ciclo realizado en S2. Por lo tanto, si una particula inicialmente

se encuentra en una superposicién de estados de spin

[¥(t = 0)) = al+) + 5-), (1.8)

cada uno de estos eigenestados acumulara una fase distinta, por lo que el estado

de la particula tras la realizacién del ciclo sera

[W(t =T)) = aexp(ivt + i) +) + Bexp(in? +iv9)|-), (1.9)

donde vjir y %(f son las fases dindmica y geométrica, respectivamente, acumu-
ladas por el estado |4) durante la evolucién del sistema (lo andlogo se entiende
por 74 y v%). El resultado de la medicién de un observable A que no conmute

con S, seré

(W|AlY) = (+|A[+) + (—|A|=) + 2Re [a* B(+|A| ) expi (v¢ +7C =7 —1F)]
(1.10)
A través de los términos oscilatorios en la tltima expresién, la fase de Berry es

experimentalmente observable.

1.1.2 Conexién y curvatura de Berry

En 1983, muy poco tiempo después de la formulacién hecha por Berry, Simon[22]
descubrié que la fase de Berry podia ser entendida en términos geométricos
como una holonomia en cierto haz fibrado. El lenguaje de esta descripcion es
el de conexiones en haces fibrados principales. Para una exposiciéon de esta
construccién matemética, comprensible para un fisico, nos referimos a [15],[5].
En un haz fibrado principal P(M,U(1)), donde el espacio base es el espacio
de parametros M y tanto el grupo de estructura como la fibra sobre cada punto
de M son U(1), la ecuacién de Schrédinger ofrece una ley de transporte paralelo
para los vectores de estado. A continuacién veremos como esto se realiza.
Consideremos a nuestro sistema externo como un sistema clasico, de modo

que el espacio de parametros es descrito por una variedad M, cuyas coordenadas
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localmente son R = (Ry, Ra, ..., Ry). Para cada punto R de M tenemos una
configuracién de los pardmetros que determina al hamiltoniano H(R). Consid-
eramos al n-ésimo eigenestado de H(R), |[n(R)). Como los estados [n(R)) y
e'®|n(R)) son fisicamente indistinguibles, consideramos que el estado fisico del

sistema en R es la clase de equivalencia

[IR)] = {g|R) |g € U(1)}. (1.11)

Llamamos a los elementos de esta clase |R) porque el teorema adiabético nos
garantiza que estamos tratando siempre con el eigenestado n en cada punto de
la variedad. Por lo tanto, al estado cuantico en cada punto de la variedad M
tenemos la libertad de asociarle un elemento de la clase de equivalencia, que
es homeomorfa a U(1), es decir, sobre cada R tenemos como fibra una copia
de U(1) (ver figura 1.3). Por esto, vamos a considerar el haz fibrado principal
P(M,U(1)), donde el conjunto de funciones de transicién entre las distintas

trivializaciones locales tiene que ser otra copia de U(1).

[IR)] =~ U(1)

g/R)

Figura 1.3. Sobre cada punto R del espacio de parametros M, la fibra es la clase de

equivalencia de eigenestados instantdneos de H(R) que difieren por una fase, g|R).

La ecuacién de Schrédinger determina la evolucién del estado cudntico |R)
a t = 0 para otros tiempos. Vigentes las condiciones del teorema adiabéatico, le

asigna, en particular, una fase a cada estado |R). Tras la siguiente definicién

10
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de una 1-forma A,

A= A,dR* = i(R|dR), (1.12)

determinada sobre el espacio de pardmetros M y siendo d = (0/IR")dR" la
derivada exterior en M, tenemos que la evolucién cudntica a lo largo de una

trayectoria C sobre M implica una correspondencia al estado |R) de una fase

expi/ A, (1.13)
C

de acuerdo con la ecuacién (1.7) traducida al lenguaje de formas diferenciales.
En términos del haz fibrado principal, al establecer un mapeo desde el espacio
de parametros hacia el espacio total, la curva C' es levantada hacia el espacio
total. Por lo tanto, A determina una conexidn.

A la 1-forma A se le denomina la coneridn de Berry. FExiste la misma
libertad para escoger esta conexién que para establecer un homeomorfismo entre
la fibra sobre cada punto y U(1). Dada una curva C, cambiar de homeomorfismo
corresponde a cambiar las coordenadas de la curva levantada multiplicindolas
por un elemento del grupo U(1) distinto para cada fibra, e R) A esto se le
conoce en la Fisica como una transformaciéon de norma. Para mostrar que A
es de verdad la expresién local de una conexioén, debe transformar ante una
transformacién de norma

IR) — “®)|R) (1.14)
del modo
A— A =A+idp = e~ Ww(R) feiv(R) L e*iw(R)deiw(R)’ (1.15)

algo que, en efecto, ocurre.
Cuando la curva C en M es cerrada y no encierra singularidades de la forma
de conexion, y M es topologicamente trivial, el teorema de Stokes permite que

la fase sea escrita como

~(C) :z'ch:z'/sdA, (1.16)

donde S es cualquier superficie cuya frontera sea justamente C, 3S = C. De-

pendiendo del valor de esta fase, notamos que al concluir un ciclo en el espacio

11
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- o(T)R(T))
pa— g(0)|R(0))

M

Figura 1.4. Al completarse un ciclo sobre el espacio de parametros, la curva en el haz
fibrado principal no necesariamente debe cerrar. La diferencia de fase es justamente

la fase de Berry. Esta es una manifestacion de anholonomia.

de parametros, no necesariamente volvemos al mismo elemento de la fibra del
que partimos, es decir, (1.16) es una expresién de holonomia (o, mejor dicho,
anholonomia) asociada a esta evolucién ciclica (ver figura 1.4).

Definimos la curvatura de Berry K justo como
1
K=dA= K, dR" NdR" = 3 [(0.(R]) (O.|R)) — (0, (R]) (Ou|R))| dR* ANdR".
(1.17)
Este es un tensor antisimétrico definido sobre el espacio de pardmetros que
mapea un par de vectores tangentes a M para producir un escalar. Su significado

es, entonces, que su flujo a través de una superficie S es la fase y(C'). Este tensor

permanece invariante tras una transformacién de norma (1.14),
K—K =K, (1.18)
aunque, de hecho, no es el inico. Un tensor més general, invariante ante una

12
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transformacién de norma, es
T(R) = (d(R]) (1 - [R)(R]) (d|R)), (1.19)

al cual se le suele nombrar tensor geométrico cudntico [4]. Sus componentes,

dado un sistema de coordenadas locales, son
Ty = (0u(R]) (1 = [R)(R]) (0, R)), (1.20)

de donde es facil notar que se trata de un tensor hermitiano, asi como que su
parte imaginaria es justamente la mitad del tensor de curvatura de Berry y su

parte real es un tensor simétrico que denotamos por g, cuyas componentes son
gur = (R[ (9uR)) (R] (0,[R)) - (1.21)

El tensor g es una métrica natural en el espacio de pardmetros[7], de modo que
ds® = g, dR"dR” (1.22)

es el cuadrado de la distancia entre dos puntos cercanos en M.

1.1.3 La dinadmica de los parametros

La fase de Berry surge de la interaccion de un sistema cuéntico con su ambiente.
Hemos podido calcular, bajo la aproximacién adiabética, la accién unilateral de
la variacién del ambiente sobre el sistema cuantico. Sin embargo, ambiente
y sistema cudntico constituyen propiamente un tnico sistema fisico, donde los
parametros R son en si las variables dindmicas de un sistema ‘pesado’ o ‘lento’ y
el sistema cuéntico es el sistema ‘ligero’ o ‘rapido’. Esta terminologia proviene de
la aproximacién de Born-Oppenheimar, donde las variables del sistema pesado
son las posiciones de los ntcleos atéomicos, mientras que el sistema ligero se
refiere a los electrones. Bajo esta perspectiva, el sistema ligero puede a su vez
provocar un efecto reciproco sobre el pesado. Vamos a mostrar siguiendo a
Berry[4] que este efecto reciproco se manifiesta como la aparicién de un campo
de norma determinado por el tensor geométrico cudntico y de un potencial

escalar en el espacio ambiente.

13
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Sean X, las variables de posicién del sistema pesado y P, sus momentos

conjugados. El hamiltoniano del sistema total es
1
Htot = §;QMVPMPI/+H(§’X)’ (123)

donde @, es un tensor de masa y ¢ se refiere a las variables dindmicas del
sistema ligero. H es el hamiltoniano del sistema ligero, al cual habiamos con-
siderado exclusivamente en las secciones anteriores, donde X se referia a los
pardametros externos. Este hamiltoniano para el sistema ligero tiene por eigen-
estados a n(X) y sus energias son E,(X). Para escribir la funcién de onda
del sistema total, consideramos como ansatz una funcién separable en un factor

referido al sistema pesado y otro referido al sistema ligero,
(X[|¥) = Upesado(X)[n(X)). (1.24)

En este ansatz, al considerar a |[n(X)) como la funcién de onda del sistema ligero,
hemos reincorporado implicitamente al teorema adiabatico. De este modo, el
estado ligero queda fijo a un estado cudntico, tras lo cual el hamiltoniano efectivo
del sistema pesado es

Her = (n(X)|Hiot [n(X)). (1.25)

Formalmente, la reaccién del sistema ligero sobre el pesado se debe a la
operacion de los momentos sobre el hamiltoniano del sistema ligero a través de
su dependencia de los parametros. El resultado de esta proyeccion de la funcion

de onda del sistema ligero sobre el hamiltoniano total es

Ha— % ; Qu[Py — Ay (X)[P, — A, (X)] + B(X) + E,(X),  (1.26)
donde
Au(X) = il{n(R)[ (Ou|n(R))) (1.27)
y
h2
®(X) =5 %; Qv gy (X) (1.28)

Reconocemos al potencial A, como la forma de conexién de Berry, salvo un

factor A. El término E,,(X) es la energfa del sistema ligero. De modo particular,
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1.1. Fases de Berry

nuestro interés se concentra en los campos de norma A, y ® que afectan el
comportamiento efectivo del sistema pesado.
Los efectos fisicos del potencial A, aparecen a través del campo ‘magnético’

inducido

Fo = 0,A, — 0,A, = ihK,,, (1.29)

que sabemos bien que es invariante ante transformaciones de norma. De modo
que el campo ‘magnético’ que experimenta el sistema pesado es la parte anti-
simétrica del tensor geométrico cuantico, mientras que la parte simétrica cor-
responde a un campo ‘eléctrico’ dado por el gradiente de @, segin (1.28). Es
un hecho dado que el campo ‘eléctrico’ depende de las derivadas de g,,,, mien-
tras que el campo ‘magnético’ depende de K, mismo. En todo caso, el objeto

relevante aqui es el tensor geométrico cuantico.

1.1.4 Ejemplo: spin 1/2 acoplado a la posicién

Consideremos un sistema compuesto de un oscilador arménico con posicién X
y momento P con un spin 1/2 acoplado a la posicién X del oscilador con una
fuerza A. En las unidades donde #, la masa y la constante del oscilador son la

unidad, el hamiltoniano de este sistema es

P2 4 X2
Hior = % + XX 0. (1.30)

En este caso, el sistema “ligero” es el spin, mientras que el sistema “pesado” es
el oscilador. Queremos calcular el hamiltoniano efectivo del oscilador cuando el
spin queda fijado permanentemente al eigenestado de spin positivo respecto a
una direccién arbitraria n. Veremos que el comportamiento del oscilador queda
modificado de un modo muy preciso en términos de cantidades asociadas a la
curvatura de Berry y a la métrica g correspondientes a esta situacién fisica.

El desarrollo del eigenestado de spin positivo en la direccién n en la base de

eigenestados del operador S,, |+) v |—), es

In) = cos(©/2)e " /2|+) + sin(©/2)e?/?|-), (1.31)
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Este estado estd escrito en las coordenadas esféricas usuales R, © y ® referidas a
la posicién del oscilador, donde R es la coordenada radial, © es el dngulo polar
y @ es el angulo azimutal. El hamiltoniano que gobierna al comportamiento

efectivo del sistema pesado es

Het(X) = (n* [Heoe|nt) = 5 [Py = 4,(X)° + 2(X) + EF(X),  (132)

m

1
2
donde las componentes del potencial vectorial ‘magnético’ A se obtienen de

modo directo como

YZ
Ax(X) =i(nT| (0x|n™)) = — 1.33
x(X) =i(n |( x|n >) 2(X2+Y2)(X2+Y2+Z2)1/2’ ( a)
Ay (X) = iln*] (9 [n*)) = asd . (1330)
2(X2 + YQ)(XQ +Y2 4 Z2)1/2
Az(X) =i(n*] (92]n™)) =0, (1.33c)
mientras que el potencial ‘eléctrico’ es
1 1 X2 +Y24 22
O(X)=-trg= . 1.34
X =s5u9=imrverzy * 2 (1.34)
y la energia del sistema ligero es simplemente
EY(X) = MNX2+Y2 4+ 2312 (1.35)

En este caso particular, tanto el potencial ‘magnético’ como el potencial ‘eléctrico’
surgen a través de la accién del operador de momento sobre la dependencia de los
pardmetros del hamiltoniano del sistema ‘ligero’ y de sus eigenestados, tomado
en su representacién usual en el espacio de coordenadas mediante operadores
diferenciales P, = —id,, para p = X,Y, Z.

Notamos que tnicamente aparecen componentes no nulas del potencial vec-
torial en las direcciones X y Y, mientras que el término asociado a la direccién
Z es nulo. As{ que, aunque el hamiltoniano total (1.30) es simétrico entre
diferentes coordenadas y momentos y [n™) es el estado de spin positivo en una
direccién arbitraria, surgen diferencias entre distintas direcciones en la expresion
final del hamiltoniano efectivo. Esta asimetria aparece porque el modo de es-

cribir el estado [n™) como (1.31) implica que una norma particular fue escogida.
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Una norma distinta producird un potencial vectorial distinto. Por ejemplo, es
posible escoger una norma diferente de modo que aparezca una componente no
nula del potencial vectorial en la direccion Z. No obstante, los efectos fisicos
provienen de la derivada exterior del potencial vectorial, la forma de curvatura,
la cual es invariante de norma.

Basédndonos en la apariciéon de un término ‘magnético’ (1.33) en (1.32), se

definen los nuevos operadores de momento

- YZ
Px=Px—-Ax =P 1.36
=P A =Pt e rve s e (190
- XZ
Py =Py — Ay =Py — 1.36b
Y Y Y Y 2(X2+Y2)(X2+Y2+Z2)1/27 ( )
Pz =P; — Az = Py. (1.36¢)
Las relaciones de conmutacién entre estos momentos redefinidos son
S . VA
[Px, Py] = —iKxy = IS E R (1.37a)
[Py, Pz] i K X (1.37b)
= —1 = — .
v VAT X2 YR 22)3)
.. Y
[Pz,Px] = —iKZX = ! (1370)

_2(X2 +Y?2 4 72)3/2
Por lo tanto, tenemos unos momentos redefinidos cuyos conmutadores no son
cero. En tanto que estas relaciones de conmutacién son proporcionales a la
forma de curvatura de Berry, aunque la forma de los nuevos momentos depende
de la norma particular que fue escogida para el estado cudntico [n1), la forma
de las relaciones de conmutacion es independiente de esta norma.

Vamos a detenernos un poco a estudiar la forma del hamiltoniano efectivo
(1.32). El primer término corresponde a la parte cinética. En primer lugar,
recordamos que el momento conjugado a la posicion de una particula cargada
en movimiento bajo la influencia de un campo magnético externo con poten-
cial vectorial « es p + (e/c)a en general[12], segun la prescripcién de acopla-
miento minimo. Por eso, en nuestro hamiltoniano efectivo vemos un potencial
‘magnético’ inducido. Quien viva en el sistema pesado notard la presencia de un

campo ‘magnético’. De hecho, se trata del campo de un monopolo magnético
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centrado en el punto X = 0 en el espacio de parametros. Al expresar al poten-
cial vectorial (1.33) en coordenadas esféricas, resulta claro que este posee una
singularidad para la coordenada polar § = 0, es decir, a lo largo del eje Z. Fuera

de esta singularidad, se puede verificar que

c 1
- %(X2+Y2+Z2)3/2

dA (XdY AdZ +YdZ NdX + ZdX AdY). (1.38)

Este es precisamente el campo producido por un monopolo magnético de carga
c¢/e[15]. Se trata ademds de la inica configuracién ‘magnética’ consistente con la
simetria esférica del hamiltoniano total y la arbitrariedad del estado del sistema
ligero. Por otro lado, la presencia de singularidades del potencial vectorial
obstruye la posibilidad de que su derivada sea igual al campo ‘magnético’ en

todo el espacio y que entonces su flujo asociado sea nulo.

V(X)

A

>R

Figura 1.5. Potencial escalar V(X) presente efectivamente en el sistema pesado.

En segundo lugar, el potencial escalar efectivo a que estd sujeto el sistema
pesado es

V(X)= —— + — + AR (1.39)

donde R es la coordenada esférica radial. En la figura 1.5 observamos su

grafica. Este potencial posee simetria esférica. El primer término es un po-
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tencial centrifugo que evita que el oscilador arménico ocupe la posicién R = 0.
Como la diferencia entre la energia de los dos estados del spin es 2|\|R, cuando
R = 0 el sistema se encuentra en un estado degenerado. El potencial suprime la
posibilidad de que el estado del spin se vuelva degenerado exigiéndole al sistema
una energia infinita para alcanzarla. Esto no lo provoca el campo ‘magnético’,
pues la fuerza de Lorentz sobre una particula que se dirige al origen de coorde-
nadas de modo radial es nula, considerando que el campo tambien es radial.

En el sistema anterior, obtuvimos de modo efectivo operadores de momento
noconmutativos entre si. De modo andlogo, es posible obtener coordenadas
efectivas noconmutativas. Podemos ahora pensar en un Hamiltoniano donde el
spin estd acoplado al momento, ya no a la posicién, del modo

2 2
Hiot = # LAP-o (1.40)

Este hamiltoniano puede ser obtenido del hamiltoniano del sistema anterior
(1.30) mediante las sustituciones X — P y P — —X. Escogemos el signo
negativo en la segunda sustitucién para preservar las relaciones de conmutacion
en el espacio fase, es decir, para que la sustitucién sea una transformacién
candnica de coordenadas. Las relaciones de conmutacion entre los operadores
de spin y posicion y momento se preservan de igual modo, en tanto que todas
estas ya eran nulas. Por lo tanto, en esta situacién el hamiltoniano efectivo del
sistema ‘pesado’ serd (1.32) seguido de las mismas sustituciones entre posicién
y momento, es decir,

1

Hee(P) = (nt|Hyoent) = 3 > Xy — Au(P)? + ®(P) + EX(P),  (1.41)
I
donde
. Py Pz
Ap, = i{nT| (Opy|nT)) = — , (1.42a)
X (Opx|n™) 2(P% + P + P2)1/2(P% + P2)
) Px Pz
Ap, =i(nt| (9p, |nT)) = ; 1.42b
ry = i{n"] (Opy ) 2(PZ + PZ + PZ)V2(PZ + PZ2) (1.420)
Ap, =i{n"]| (8p2|n+)) =0, (1.42¢)
1 PZ + P2 + P2
O(P) = X Y "7 1.43
®) = ey 2 (143)

19



Capitulo 1. Preliminares

EY(X) = \(P% + PE + P2)V/2. (1.44)
En analogia al procedimiento para el sistema anterior, realizamos las siguientes

redefiniciones de operadores de posicién

~ Py Py
X=X-Ap, (P)=X 1.45
P =Xt o e v Py Y
- Px Py
Y=Y—-Ap, (P)=Y — 1.45b
ST e s L e M
Z=27—-Ap,(P)=Z, (1.45c¢)
que producen las siguientes relaciones de conmutacion entre si
5 - ) iPz
X, Y] =—iK =— 1.46
(X, Y] = —iKpycpy, 5(PL 1 P2 1 P2y3/2’ (1.46a)
- ) iPx
Y,Z] = —iK =— 1.46b
[ ’ ] LA Py Py 2(}3}2{ +P}2/+P§)3/27 ( )
- | P
[Z,X] = —iKp,py = — oY (1.46¢)

2(P% + P + P2)3/%°

1.2 Constricciéon de particulas cuanticas mediante poten-

ciales de confinamiento

En la exposicién de este método de constriccién de particulas, el articulo por
Schuster & Jaffe[21] serd seguido muy de cerca.

Existen muchas situaciones de interés en el contexto de la mecdnica cuantica
en que el movimiento de una particula estd constrenido a una subvariedad enca-
jada en R™. El problema de constrenir es abordado usualmente de dos maneras
distintas. El primer enfoque es el de la cuantizacion intrinseca, donde el hamil-
toniano de la particula se plantea en términos de coordenadas y momentos
intrinsecos a la superficie encajada y se procede a cuantizar el sistema de modo
canénico. Se puede decir pues que en este enfoque la constriccién se realiza a
priori, asi como a priori se vuelve irrelevante el espacio ambiente y el sistema
cuantico depende exclusivamente de las propiedades intrinsecas de la superficie
encajada. El segundo enfoque introduce un potencial de confinamiento, donde
la constriccién se realiza suprimiendo la incursién de la particula al espacio nor-

mal a la superficie a través de la imposicién de un potencial sobre este espacio
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normal. Aqui, el movimiento normal a la superficie se fija en un estado de baja
excitacion, usualmente en el estado base. La intencién es que la escala de la
energia necesaria para que la particula penetre en el espacio normal a la super-
ficie sea mucho mayor a la asociada al movimiento en su espacio tangente. El
comportamiento efectivo de la particula tras constrenirla a la superficie depende
tanto de la geometria intrinseca de ésta como de su encajamiento en el espacio

ambiente.

Fisicamente, las situaciones en que una particula se escuentra constrenida a
vivir en cierto espacio se deben a potenciales que ahi las mantienen confinadas.
De ahi que emplear un potencial de confinamiento parece ser un método mas
realista de constrenir una particula.

A continuacidn este formalismo serd desarrollado. Antes que nada, consider-
aremos una particula cudntica sin spin y un potencial escalar de confinamiento.
El orden de la exposicién serd el siguiente: primero se mostrard la geometria
del encajamiento de la subvariedad en el espacio ambiente, con el propdsito
principal de establecer un sistema local de coordenadas en el cual las coorde-
nadas normales a la superficie queden bien distinguidas de las tangentes, y se
reescribird el hamiltoniano de la particula en estas coordenadas; se impondrd un
potencial escalar normal a la superficie y se fijard el movimiento de la particula
a uno de sus eigenestados normales; a continuacién se derivara el hamiltoniano

efectivo para el movimiento tangencial de la particula.

1.2.1 Geometria de la subvariedad encajada

Sea M una superficie de dimensién m y x* un sistema local de coordenadas,
p=1,...,m. El encajamiento de M en R™ (n > m) estard dado por un mapeo
suave R : M — R™ de M al espacio ambiente R™. Introducimos un sistema
de coordenadas adaptado a la superficie a través de un conjunto de m vectores

linealmente independiente tangentes a un punto x de la superficie encajada,

t,(z) = 0.R(x), (1.47)
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y n —m = p vectores normales a la superficie y mutuamente ortonormales, n’,
i=m+1,...,n. En una vecindad de la superficie M, las coordenadas de un

punto r del espacio euclidiano R™ pueden expresarse del modo

r(z,y) = R(z) +y'n’, (1.48)

x

Figura 1.6. Los puntos cercanos a la superficie reciben coordenadas a través del

marco adaptado F.

donde y es el conjunto de distancias y* a la superficie M en las direcciones
normales n’ y x se refiere al conjunto apropiado de coordenadas locales z* del
punto de M al que nos referimos. Este es el marco adaptado F a la superficie.

La métrica para el marco F estd dada por
Gap = Oar - Opr. (1.49)

En la expresién para la métrica, los indices A, B =1,...,n y las derivadas son

tomadas respecto a las m coordenadas z* y las n —m coordenadas 3° del marco
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adaptado F. El producto punto es simplemente el producto interno euclidiano
entre vectores en R”. Para obtener una forma explicita de G 4 g en términos de la
superficie M y su encajamiento, aplicamos una generalizacién de las ecuaciones

de Frenet-Serret!,

8uni - a:;/tu - Agnjy (150&)
At =T%,%,+aj,n’, (1.50D)

donde los indices repetidos denotan una suma sobre sus valores y los coeficientes

de las expansiones estan determinados por

G =ty to, (1.51a)
aj, =t,-d,n, (1.51Db)
Aitj =n'-9,n’. (1.51c)

Estos coeficientes tienen un significado propio dentro del lenguaje de la ge-
ometria diferencial. g, es la métrica inducida sobre la superficie M (primera
forma fundamental), I'/,, se refiere a los simbolos de Christoffel y aﬁ’ y Aﬁtj son
la segunda forma fundamental y la forma fundamental normal, respectivamente.
Seguimos la convencién de que los indices inferiores en tensores se obtienen de
indices superiores mediante contraccién con g, .

Una observacién importante es que la eleccién del marco adaptado no es
Unica. Esta situaciéon es producto de la libertad existente para escoger vec-
tores base del espacio normal. Dado un conjunto de vectores base en el espacio
normal, una rotacién que preserve la ortogonalidad y la orientaciéon de estos
vectores genera un marco adaptado igualmente véalido. Esta libertad esté asoci-

%

ada entonces a SO(p). Ante una rotacién R”(z) de los vectores normales, a/,,

transforma como un vector y A?/ como una conexién de norma de SO(p), es

decir, bajo la transformacién n* — R*n’, ocurre

o), — RYal,, (1.52a)
Al — RFAN R 4+ R*0, RI*. (1.52b)

IEn [21], el signo de aﬂ’ es incorrecto.
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Usando la definicién de la métrica Gap y las ecuaciones generalizadas de

Frenet-Serret, la expresion para la métrica G 4p resulta

Gam— [ yry AGAT YR ATl ’ (153)
Yk Ak i
donde?
Yuvr = Guv + 2ykal'jy + ykylaﬁpg”"afw. (1.54)
Es fécil mostrar que det G = dety y que el inverso de la métrica G4p es

air— [ M NoytA , (1.55)
Avoyk Ak §id 4 yk:ylAgk:A%le'p
siendo M = (y71),,, la matriz inversa de 7,,.
Hemos desarrollado una descripcién del espacio euclidiano R” cercano a M
donde las coordenadas tangentes y las coordenadas normales estan claramente
diferenciadas, asi como la estructura diferencial de esta descripcién. Una vez lo-

grado esto, continuamos con la implementacién de la dindmica de una particula

en esta descripcion.

1.2.2 Comportamiento efectivo de la particula

La descripcion de la dindmica de una particula constrenida a la superficie M
estd determinada por la sujecion de la particula a un potencial escalar que im-
plementa este confinamiento. El hamiltoniano de la particula es el hamiltoniano
de una particula libre en R™, un laplaciano en R", mas el término del poten-
cial que realiza el confinamiento. En coordenadas cartesianas, la expresién del
laplaciano es muy sencilla, mientras que la del potencial es complicada. En
cambio, en el marco adaptado a la superficie, el laplaciano se complica mientras
que la expresién del potencial es muy sencilla. Seguiremos este 1iltimo camino.
Una vez obtenido el hamiltoniano de la particula, este serd proyectado sobre
el estado correspondiente al movimiento normal para obtener el hamiltoniano

efectivo de la particula que describe su movimiento a lo largo de M.

2De la discrepancia de signo en la definicién de aL” con [21] se introduce una discrepancia

en la definicién de v,
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En coordenadas cartesianas z4, A = 1,...,n, y en unidades donde % y la
masa de la particula son la unidad, el hamiltoniano Hg de la particula se escribe
como

Hg = —%3,43,44—‘/, (1.56)

donde V es el potencial de confinamiento que depende tinicamente de las co-
ordenadas normales y* a la superficie. La condicién de normalizacién de las

funciones de onda ® es simplemente
/d"z@*@ =1. (1.57)

Escogiendo ahora las coordenadas del marco adaptado, el hamiltoniano tiene la

forma
1

Hp = ——04GAB|G|Y%05 + V, 1.58
2= oGn A |G|/ =0 +V, (1.58)

mientras que la condicién de normalizacién adopta la forma
/|G\1/2dmxdpy<l>*<1> =1. (1.59)

En general, |A| denota el determinante de la matriz A. Para que las funciones
de onda ® en estas coordenadas puedan ser interpretadas como amplitudes
de probabilidad de una particula moviéndose en M, tenemos que reescalarlas
por el factor |G|*/4/|g|*/*, donde |g| = det(g,,). Definimos entonces ¥ =
|G|*/*/|g|*/*®. A su vez, el hamiltoniano tiene que ser conjugado por el mismo
factor para que las funciones de onda reescaladas sean sus eigenfunciones, por

lo que definimos
G gl

H =g e g

(1.60)

Tras esto la condicién de normalizacién para las funciones ® induce la condicién

de normalizacién para las funciones reescaladas
/|g\1/2dmxdpy\11*\11 =1, (1.61)

de tal forma que [dPy¥*¥ es interpretado como la densidad de probabilidad
para un particula constrenida a M respecto a la medida sobre la superficie

|g|1/2dm:c.
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Ahora, usando la forma explicita de Gap y su determinante, podemos
obtener la forma de H. Definiendo los operadores éu =0, + %iAf]Lij, donde
los L;j = i(y?0; — y'0;) son los operadores de momento angular definidos sobre
el espacio normal a M, podemos escribir muy sucintamente al hamiltoniano
reescalado

S
2T

1 1
e 20gt /4y

|g|*/*

= NEE

dily|*%0; DA |y [H20), +V(y).
(1.62)
Ahora falta implementar la constriccién de la particula a M mediante el
potencial de confinamiento. Es decir, hace falta dar la forma explicita de V.
Esto es sencillo. Recordamos, en primer lugar, que V es funcién unicamente
de las coordenadas normales a la superficie y, en segundo lugar, que para que
esta constriccién sea efectiva, V' debe poseer un minimo profundo en cada y* =
0. Debido a este minimo, podemos expandir el potencial en potencias de %°
alrededor de y* = 0 de la manera

V(y') = %oﬂyﬂ +0(y°). (1.63)

El hecho de que escribamos una sola frecuencia w proviene de la suposicién de
que la forma del potencial es simétrica entre las distintas direcciones normales,
por lo menos hasta orden cuadratico. Debido a este minimo profundo, podemos
despreciar términos de érdenes ctibico y superiores de la expansién. Esto sig-
nifica que consideramos que w es mucho mas grande que la escala de curvaturas

2. Para simplificarnos el

de la superficie, denotada por k, es decir, que w > kK
analisis posterior, las siguientes redefiniciones son tiles. En primer lugar, intro-
ducimos un pardmetro adimensional 7 que contenga la informacién de la escala
de frecuencia mediante la redefinicién w — w/n?. De este modo, w es del mismo
orden de 2 y n debe ser muy pequefio. En tanto que, de hecho, quisieramos
tomar el limite 7 — 0, este se vuelve un parametro perturbativo natural de
este formalismo. Por otro lado, redefinimos las coordenadas normales del modo

y* — ny'. Todo esto nos facilita realizar el limite 7 — 0. Aplicando lo anterior

al hamiltoniano H, expandiendo sus términos en potencias de n y agrupando
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los términos resultantes, este queda expresado como
1

donde
1 9 2
H,Q = —5 (8261 — Wy ) (165)

Hy = *?11/2 (Qt + ;Aijz‘j> g"g? (31/ + ;AI;ZLM>
) o o (1.66)
+ gg””g’” (aiwa;m — 2aLpaf,a)
El término H_» de la expansién perturbativa (1.66) es el hamiltoniano de un
oscilador arménico de p dimensiones definido sobre el espacio normal a M. El
orden de este término es 72, de modo que con 71 tan pequefio como deseemos
podemos asociarle una escala de energia arbitrariamente grande al movimiento
normal a la superficie. Como, de hecho, nos interesa el limite  — 0, ignoramos
los términos del hamiltoniano de 6rdenes positivos de 7, es decir, preservamos
los términos relevantes H_o y Hy.
El hamiltoniano efectivo para el movimiento tangente a la superficie se ob-
tiene fijando el movimiento normal a ella. Para efectuar esto, separamos la
funcién de onda de la particula en un término para el movimiento tangente, de-

pendiente de las coordenadas x*, y en un término para el movimiento normal,

dependiente de las coordenadas %°, del modo
V(z,y) =Y dp(@)xsy), (1.67)
B

donde el indice 8 = 1,...,d enumera los estados degenerados del hamiltoniano
H_5 que gobierna el movimiento normal a la superficie. Podemos restringirnos a
un sélo subespacio degenerado, pues la diferencia entre su energia es tan grande
que transiciones provocadas por el movimiento tangencial quedan descartadas.
La degeneraciéon de H_o se debe a la simetria SO(p) del potencial de confi-

namiento V. La funcién xg(y) obedece

H_aoxp(y) = E—2xs(y), (1.68)
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donde E_5 es la contribucién a orden 5?2

a la energia total de la particula.
Tras proyectar el espacio de estados generados por x1(y),- .., xa(y) sobre Hy,

se obtiene una matriz H de dimensién d X d cuyas componentes son

Hap = / dPyx (y) Hoxs(y)- (1.69)

‘H actua sobre funciones de onda 1), con componentes g, y la dindmica sobre

la superficie estda determinada por la ecuacion
Hip = o, (1.70)

donde FEjy es la contribucién a orden 0 en 7 a la energia total de la particula.

1.3 Elementos de teoria cuantica de campos

Si z y p son la posiciéon y el momento candnico de una particula, la primera
cuantizacién se efectua promoviendo a = y p a operadores en un espacio de
Hilbert. Este espacio de Hilbert es el conjunto de estados de la particula y
su representacién en el espacio de coordenadas es la funcién de onda, que es
simplemente una funcién compleja. El proceso de cuantizacién de un campo
sigue un camino similar. Aqui, tanto el campo como su momento conjugado son
promovidos a operadores que actuan sobre los elementos de una suma directa
de espacios de Hilbert, llamada espacio de Fock. El resultado es una teoria
cudntica de campos.

A continuacion, introduciremos los elementos necesarios de las formulaciones
lagrangiana y hamiltoniana de la dindmica de un campo necesarias para, de

inmediato, llevar a cabo su cuantizacién.

1.3.1 Teoria clasica de campos

El punto de partida de la formulacién lagrangiana de un campo escalar es la
observacion de que sus ecuaciones de movimiento satisfacen un principio varia-

cional. Consideremos un campo escalar ¢(t,x), una funcién real del espacio-
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tiempo. Sea la accién asociada a este campo

S = /dtdx?’[l(ga,@ugo), (1.71)

donde L es nombrada la densidad lagrangiana a causa del simple hecho de que
el lagrangiano estd dado por su integral en todo el espacio f dz3L. Como la
densidad lagrangiana serd nuestro objeto de anélisis, por simplicidad nos refer-
imos a ella como el lagrangiano. En este caso, lo hemos tomado como funcién
del campo y sus primeras derivadas, como es usual hacerlo para simplificar los
célculos.

El campo ¢(t,x) genera una hipersuperficie R de dimensién 4 encajada en el
espacio 5-dimensional que contiene su gréfica. La frontera OR esta definida por
las hipersuperficies tipo espacio inicial y final ¢ = ¢; y ¢ = t;. Realizamos una
variacién del campo manteniendo la frontera R fija. Esto induce una variacién
de la accién. El principio variacional a que aludiamos inicialmente afirma que
la historia del campo, su forma en el espacio-tiempo, realizada fisicamente es
aquella en que la variacién de la accién, bajo una variacién de los campos, es
nula. La busqueda de los extremos de la accién produce la siguiente ecuacion
diferencial[18], llamada de Euler-Lagrange,

oL 0 oL
5 5 (o0,57) =" 17

donde ;1 = 0,1,2,3y 2% = t. Esta es la ecuacién de movimiento del campo ¢, que

involucra al campo y a sus primeras derivadas. La solucién de la ecuacién (1.72)
describe la configuracién del campo en el espacio-tiempo. Es posible mostrar
que si el lagrangiano contiene derivadas de segundo orden de los campos, la

ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente es

oL 0 oL 02 oL
9y Oun (6@@)) Do (a<auayw>> =0 (1.73)

La conexién de la formulacion lagrangiana con la hamiltoniana comienza por

la definicién del momento conjugado del campo 7(x*) mediante

oL
9(0rp(t, x))
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La definicién del hamiltoniano es una transformada de Legendre del lagrangiano,
del espacio de los campos y sus velocidades al espacio de los campos y sus

momentos conjugados, dada por
H= / do® (r(t, X)Dp(t x) — L) . (1.75)

Tras la definicién del hamiltoniano y del momento conjugado hemos llegado

al punto de partida de la cuantizacion del campo.

1.3.2 Cuantizaciéon del campo

El procedimiento siguiente describe la cuantizacién de un campo no-relativista.
Lo que obtendremos al final del proceso es un campo cudntico. En este proceso,
la etapa inicial, en que el campo formalmente se considera cudntico, consiste
en la promociéon del campo y de su momento conjugado a operadores en cierto
espacio. Esto preserva una analogia con el método de cuantizaciéon en que
la posiciéon z y el momento p de una particula son promovidos a operadores
hermitianos en un espacio de Hilbert. En este caso, el campo ¢ juega el papel
de la posicién x y su momento conjugado m el del momento p. Las relaciones
de conmutacion a las que estan sujetos el campo y su momento son analogas
asimismo a las relaciones de conmutacién canénicas de la mecanica cudntica
ordinaria, en este caso llamadas relaciones de conmutacién a tiempos iguales,

dadas por
[o(t, ), 7(t,2")] = id(x — 2'), (1.76)
[go(t,x),go(t,x’)] = [ﬂ(t,x),w(t,x')] = 0. (1.77)

Usando una base discreta de funciones {¢y}, podemos escribir al operador

de campo (¢, z) como una serie de la forma

ot ) =Y er(t)ve(x). (1.78)

keZ

Realizando una expansién andloga para el momento conjugado obtenemos for-

malmente

r(t,2) = 3 T (). (1.79)

k€EZ
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Esta expansién proviene de que la base de funciones {1} sea completa y de la
obtencién del momento conjugado a través de la ecuacién (1.74). Las funciones
r(t) y mx(t) se asumen como operadores para que el campo y su momento conju-
gado retengan esa naturaleza, mientras que 1, () es una funcién. Esta eleccién
es arbitraria, aunque haciendo las cosas asi los operadores siguen guardando
una dependencia temporal.

Las relaciones que deben satisfacer tanto los operadores g (t), 7 (t) como las
funciones 1, () son obtenidas de las relaciones de conmutation a tiempos iguales
(1.76). Sustituyendo la expansién del campo (1.78) y el momento conjugado

(1.79) en (1.76) obtenemos

[gp(t,w),ﬁ(t,x')}: Z‘p](t)wj(x)vzﬂk(t)d};(x/) )
J &

=3 I ()] ()i (), (1.80)
Jj ok

=id(x — a').
Como se supone que el conjunto de funciones {t¢;} es completo, entonces
k(@) () = 8(x — '), (1.81)
k
de modo que para que la tltima igualdad de (1.80) sea vélida, la condicién

[0 (), T (8)] = @6 (1.82)

debe ser satisfecha. De modo andlogo se demuestra que las dos relaciones de

conmutacién restantes en (1.76) conducen a las siguientes relaciones

[p5(8), i ()] = [ (£), mx(8)] = O. (1.83)

Hasta aqui nos es posible hablar en términos tan generales, es decir, sin
considerar a algin lagrangiano especifico. La promesa de este procedimiento
es que los operadores ¢ (t), 7;(t) nos permitiran construir o serdn ellos mismos
operadores de creacién y aniquilacién de los modos de expansion del campo,

lo que nos permitird construir el espacio completo de estados que describan la
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configuracion del campo. A este espacio de estados se le llama espacio de Fock,
el cual serd una suma directa infinita de conjuntos de estados ortonormales
completos, uno para cada modo de expansién del campo. Serda més adelante, en
la aplicaciéon misma de este método, contando con un lagrangiano dado y con

una expansién del campo, que se apreciard su utilidad.
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CAPITULO 2

CONSTRICCION DE UNA PARTICULA CUANTICA A UNA

CUERDA

El mecanismo de backreaction existente en la evolucién adiabatica de un sis-
tema cudntico se desenvuelve en dos momentos que, para el caso particular
considerado en esta tesis, son desarrollados en este capitulo.

El primer momento consiste en analizar a un sistema cuantico cuya dinamica,
en virtud de un mecanismo dado, depende de un conjunto de parametros exter-
nos, los cuales varian adiabaticamente. De este modo la evolucién temporal de
los eigenestados del sistema queda determinada, con la caracteristica de que es-
tos permanecen basicamente fijos respecto a los valores instantaneos que asumen
los pardametros. El segundo momento es muy interesante, pues en este se anal-
iza el efecto que tiene el congelamiento del sistema cudntico sobre el ambiente
que provee los parametros, considerado en si mismo como un sistema fisico con
dindmica propia, mediante la obtencién de un hamiltoniano efectivo. En este
hamiltoniano efectivo aparecen cantidades asociadas a las fases de Berry.

Al primer momento se corresponde la primera seccién de este capitulo. En
esta, se estudia una particula cudntica confinada a una cuerda cuya geometia es
realizada como un circulo deformado adiabaticamente. Se desarrolla el formal-
ismo de confinamiento a una curva general y el modo en que el hamiltoniano
de la particula se acopla a la forma de la cuerda y a la velocidad de su de-

formacion, en particular a los modos de Fourier de un campo de deformacion,
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como parametros externos. La discusién del espacio de pardmetros comienza a
ser desarrollada en la segunda seccion, es decir, se presenta a la cuerda como
un sistema cuantico con una dinamica propia, correspondiente al hecho de que
se trata de una cuerda elastica cuya configuracion de equilibrio es un circulo
que puede curvarse pero dificilmente estirarse. Se obtienen las coordenadas méas
apropiadas para su analisis y se identifica su espacio de estados.

Las conclusiones de este mecanismo de backreaction —la acumulacion de
fases geométricas no triviales en la evolucion de los estados de la particula y el
efecto de la presencia de la particula cudntica sobre la dindamica de la cuerda—

se reservan para el siguiente capitulo.

2.1 La particula

En esta seccién, la discusién se centrard en el andlisis de la dindamica de la
particula cuantica. Esta se trata de una particula cudntica confinada a una
vecindad de una cuerda. El confinamiento de la particula se efectua a través
de un mecanismo fisicamente realista presentado en la seccién (1.2), consis-
tente en la imposicién de un fuerte potencial definido sobre el espacio normal a
la cuerda, cuyo propésito es suprimir el movimiento de la particula fuera de la
cuerda. La dindmica resultante de la particula hallard su expresién en un hamil-
toniano efectivo, que reflejard tanto la geometria de la cuerda como el hecho de
que esta posee una dindmica propia. Los detalles de todo este mecanismo de

confinamiento seran expuestos a continuacién.

2.1.1 Confinamiento a una curva en el espacio euclidiano tridimen-

sional

En la seccién (1.2) se present6 un método de constriccién de particulas cudnticas
mediante potenciales de confinamiento. Dada una superficie M a la cual debe
ser confinada la particula, el espacio total es separado en un espacio tangente
y un espacio normal a M a través de la construcciéon de un marco adaptado

a la superficie. Sobre el espacio normal se introduce un potencial de oscilador
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arménico, debido a que posee un fuerte minimo sobre la superficie M. Por lo
tanto, las brechas de energia entre niveles adyacentes son grandes y, al fijar su
estado normal a un eigenestado del oscilador, logramos que la particula quede
confinada de modo efectivo. La fuerza del potencial normal viene modulada por
un factor 7, que sirve de factor perturbativo en el formalismo. Hasta este punto,
la conclusién a que se llega es que el hamiltoniano efectivo en el espacio total

que gobierna a la particula es

1
H= anH,Q—‘rHo—‘rO(’r]), (21)
donde
1 ,
Hoy=—3 (aiai - w2y22> : (2.2a)
Hy=—— (o + L iir, g gt’? (o, + iA“Lkl
0= Togz \Tr T g vt (2.2b)
+ gg,ul/gpd (O‘ZVOZZU - 20(21)0(;50) .

Y Guv, @)Yy A son las formas fundamentales primera, segunda y normal del
marco adaptado, respectivamente, segin fueron definidas en (1.51); los L;; son
operadores de momento angular en el espacio normal, e indices griegos etiquetan
a las coordenadas tangentes, mientras que los indices latinos etiquetan a las
coordenadas normales.

La situacién que se nos presenta involucra a una cuerda ubicada en el espacio
fisico tridimensional. Para analizar esta situacién, el encajamiento de una curva
general en el espacio tridimensional serd desarrollado y, posteriormente, serd
aludido el caso concreto de la cuerda cuantica. De igual manera, realizaremos el
analisis de la constriccién considerando la curva a un tiempo fijo, més adelante
consideraremos una posible evolucion temporal.

Escribimos las coordenadas de un punto en la vecindad de la cuerda como
r(s,a,8) = R(s) + naN + nB. (2:3)

En la expresién anterior, R(s) es el encajamiento de la curva, parametrizada

por longitud de arco s. El vector tangente a la curva es OsR = T, el cual,
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junto con N = 9,T/|0;T| y B =T x N, forma una triada de vectores unitarios
ortogonales. Como tnicamente existe una coordenada del espacio tangente,
los indices griegos seran omitidos. Retomando la forma de las ecuaciones de
Frenet-Serret para la triada, con curvatura s y torsién 7 de la curva, podemos

de inmediato identificar los coeficientes de las formas fundamentales (1.51),

g=1, (2.4a)
ol = —k, a? =0, (2.4b)
A =A% =, A2 = A% = 1 (2.4c)

La eleccién de los vectores N y B, pertenecientes a la triada de Frenet, como
base del espacio normal a la curva fija la libertad de norma SO(2) asociada. La

métrica tridimensional correspondiente a las coordenadas (s, «, 8) es

(1—nar)? +n*(a®+ )2 —n?Br nlar
GaB = —n?pT n? 0o 1, (2.5)

7]2 aT 0 772

cuyo determinante es

G =n*(1 —nar)?. (2.6)

Una vez que tenemos dispuesta la informacién geométrica del encajamiento
de la curva, para el caso en cuestion los componentes del hamiltoniano tridi-

mensional (2.2) de la particula se reducen a

1 1
Ho=—3 (92 +03) + §w2 (® + %), (2.7a)
1 2
Hy=—=(9s —itL)? — =, (2.7b)
2 8
con L = —i(adg — $0,) €l operador de momento angular definido en el espa-

cio normal. Hj es el hamiltoniano para el movimiento tangente de la particula
en presencia de un campo de norma SO(2) de fondo y un potencial inducido
por la geometria de la curva. Por otro lado, H_5 es el hamiltoniano para el
movimiento en el espacio normal en un potencial de oscilador armoénico bidi-

mensional simétrico en ambas direcciones. Es importante mencionar que cada
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uno de los eigenestados de H_5, a excepcién del estado base, pertenece a un

subespacio degenerado de n + 1 elementos para cada nivel de excitacién n.

Figura 2.1. Gréfica del potencial de confinamiento, definido en el plano normal sobre

cada punto de la curva.

La funcién de onda de la particula se puede factorizar en una funcién de onda
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para el movimiento tangente y otra para el movimiento normal de la manera

U (s,a, B) =97 (s)x7 (e, B), (2.8)

donde o etiqueta de algin modo a cada uno de los estados degenerados. El
modo en que el hamiltoniano tangente se acopla a los grados de libertad nor-
males es a través de la presencia de L, de modo que, para que el hamiltoniano
efectivo tangente de la particula (1.69) quede diagonalizado, x?(c«, 8) debe ser
eigenestado simultaneo de H_5 y L. Esto es posible porque H_5 y L conmutan.
Entonces, la funcién de onda normal, en el n-ésimo nivel de excitacién, debe

satisfacer las ecuaciones

H_5x° =w(n+1)x7, (2.9a)
Lx% =ox°, (2.9b)
con o = —n,—n+2,...,n—2,n. Una exposicién del cambio de base de nimero

{In1,n2)} ala de base de eigenestados simultdneos de H y L, {|n, o)}, donde n =
n1+ng y 0 = ni—ng, se encuentra en [14], [19]. Al proyectar estos estados sobre
el hamiltoniano efectivo tridimensional, obtenemos el hamiltoniano efectivo de

la particula sobre el espacio tangente

o 1 . 2 KZZ
H —75(887107') -5 (2.10)

La expresiéon de este hamiltoniano contiene informacion tanto de la geometria de
la curva a través de la curvatura y la torsién, como informacién del encajamiento
en el espacio total a través de un campo de fondo relacionado con la eleccién de

coordenadas normales.

2.1.2 Perturbaciones dependientes de la deformacién de la curva

Consideremos una pequenia deformacién de la curva R(s). Esta puede ser de-
scrita por un campo de deformaciéon v sobre la curva, de modo que el enca-

jamiento de la curva deformada quede expresado como
R(s) — R(s) + &v(s). (2.11)
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Esta deformacién introduce modificaciones en la curvatura y la torsién a primer

orden en £ del tipo

Kk — K+ &ke, (2.12a)

T — T+ (2.12b)

La forma de estas modificaciones es muy complicada, sin embargo, por ejemplo,
para deformaciones de un circulo unitario, donde k =1y 7 = 0, estas toman la

siguiente forma

ke = 0" + 020", (2.13a)

e = 050" + 3. (2.13b)

En este caso, el hamiltoniano tangente no se modifica inicamente por la susti-
tucién de la nueva informacién geométrica (2.12) en (2.10). Como la defor-
macion no necesariamente debe preservar la longitud de arco localmente, la
parametrizacién de la curva original bien puede dejar de ser la longitud de
arco de la curva deformada. El efecto que tiene esto en el formalismo es una
modificacién de la métrica tridimensional en las coordenadas adaptadas a la
curva deformada. Las componentes de la métrica que requieren modificaciéon
son aquellas formadas por derivadas respecto a la longitud de arco de la curva
deformada. Si esta ultima se llama s y la de la curva original es u, entonces

0s = (0u/0s)dy, = pd,. Por lo tanto, la forma final de la métrica es

(1 —nar)? +n?(a® + )72 p2 —0?Brp n*arp
Gap = —1*Brp n? o |, (219
n’arp 0 n?
con determinante

G =n*(1 —nar)?p?. (2.15)

La dependencia en la métrica tridimensional del campo de deformacién estéa
contenida en p. Tenemos que p = 1 + £(dsv! — Kv™), es decir, la presencia de

esta dependencia esté precisamente mediada por la condicién de de preservacion
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local de longitud de arco. A la vez, la métrica tangente deja de ser trivial y

resulta, en cambio,
9=0r, (2.16)
la primer entrada de la métrica tridimensional evaluada sobre la curva (e = § =

0). A continuacién se calcula el hamiltoniano efectivo segtin (2.2), obteniéndose
H7 — H + EHE, (2.17)

donde los términos de primer orden en la amplitud del campo de deformacion
quedan agrupados en H{. Para el caso del circulo deformado, la contribucién

al hamiltoniano debido al campo de deformacién es

1 1 . .
HE = ——v" — —0%0"™ + zaﬁgvb + Eaﬁfvb
4 4 2 2 (2.18)
1 1 )
+ (ia@svb - 5831)" + 5852,Ut + iaag’vb> Js + (—U” + asvt) 02

2.1.3 Perturbaciones dependientes de la velocidad de la curva

El procedimiento para obtener el hamiltoniano tangente de la particula comenzé
por la eleccién de la descripcion del problema en las coordenadas del marco adap-
tado a la curva (s, «, 8). Este marco adaptado fue considerado fijo en el tiempo.
No obstante, si existe una dependencia temporal en las coordenadas adaptadas
de un punto fijo en el espacio cartesiano, aparecen modificaciones en la ecuaciéon
de Schrodinger dependiente del tiempo para el movimiento tangente, debidas a
la transformacion de la derivada temporal bajo el cambio de coordenadas carte-
sianas a adaptadas a la curva. Si esta dependencia temporal no es explicita,
sino a través de un conjunto de parametros £, el cambio de coordenadas es de
la forma

(@', 8) — (), = yiadie), ¢ =1, (2.19)
y la transformacion de la derivada temporal tiene la forma

0= 0u + (8868 + 29,4+ %

o€ o 0ot 8585) = 0v +&U. (2.20)

Ademas del operador de derivada temporal en el marco adaptado, aparece un

término adicional debido a la dependencia sobre cada una de las coordenadas
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adaptadas del parametro . Este dltimo término aparecerd como un término
inercial —ifU en el hamiltoniano tangente. Para incluirlo en el hamiltoniano
tangente, es necesario conjugarlo por g'/4 / G'/* y obtener el valor de expectacién
del operador resultante cuando el estado normal es x?.

Para construir el hamiltoniano efectivo, debemos primero conjugar ambos
lados de la ecuacién de Schrodinger por g'/4 /G4, Al realizar la conjugacién
de la derivada parcial respecto a t’, resulta un término adicional de la forma

,G1/4 g1/4 ‘~G1/4 ) g1/4
711481‘/’ 71 = 1 5~
g7 G g7t 9E G

(2.21)

Debido a la dependencia implicita de las coordenadas adaptadas en la amplitud
de la deformacién, este término viene multiplicado por 5 Al hamiltoniano
efectivo tangente debe anadirse el resultado de obtener el valor de expectacién
de este término respecto al estado x?.

Para encontrar la forma explicita de estas contribuciones en las componentes
del campo de deformacién, observamos primero que U es el campo de veloci-
dades de puntos con coordenadas cartesianas fijas vistos en el sistema de coorde-
nadas adapatadas bajo cambios del pardmetro £. Para obtener una expresién de
U en términos de las coordenadas adaptadas, recordamos, en primer lugar, que
las coordenadas cartesianas de un punto en la vecindad de la curva deformada
R estan dadas por

x = R +naN + ngB. (2.22)

Es facil demostrar ahora que U = —0¢x, pues simplemente reconocemos que
las coordenadas adaptadas son funciéon tanto de las coordenadas cartesianas
como del valor de los pardmetros £, es decir, s' = s'(x;¢). De igual manera,
29 = 29 (s; €). Eligiendo un punto arbitrario u, la condicién de que unas coorde-
nadas sean inversas de otras queda expresada en la relacién u’ = z%(s(u; €); ).
Derivando esta relacién respecto a &, obtenemos que

Ozt 0s?  Ox®

~ 951 0€ T o¢

(2.23)

lo cual implica que U y —0¢x son de hecho el mismo vector, pues los factores que

acompaifian a las parciales (9s’/0¢) son justamente los elementos de la matriz
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jacobiana asociada al cambio de coordenadas adaptadas a cartesianas. Tomando
N = 5719, y B = n7'9p, es un ejercicio directo mostrar que 9T = 9,v,
0N = k7 HO?v—((02v)-N)N] y 9:B = (95v) x N+x~1T x [0%2v—((0?v)-N)N]

y que, por lo tanto,
Oex = v + nadeN 4+ nB0:B
= [v" = na (90" — T0b + Ko') — B (Tv™ + 0s0”)] s (2.24)
1 1
+ =00y + —0%05 + ik (0?)VOL + O(n?)
n n
Finalmente, al realizar la transformacién de semejanza del campo de velocidades
U y 0y por g'/*/GY* y obtener el valor de expectacién bajo los estados x,

obtenemos una perturbacion al hamiltoniano tangente debida a la variacién en

el tiempo de la configuracién de la curva

HI == —i | dod Gy )L\
€571 [ dadx g (U ) G (2.25)

= iv'0, — ok 1020t + %U" +O0(n?).

En principio, el operador HS se encuentra representado como una matriz de
rango igual a la dimensién del subespacio de estados normales degenerados.
Sin embargo, por la eleccién de expresar a los estados normales en la base
de eigenestados de L, en particular, y por el hecho de que los términos de U
proporcionales a o, 8, J, y O son anulados tras la integracién en el espacio
normal, asi como que 03 tiene una representacién matricial diagonal con com-
ponentes —1/2, Hé es diagonal y escribimos sus componentes simplemente como
Hg. En esto, hemos aprovechado el tratamiento de osciladores bidimensionales
simétricos presentado en [14].

Reuniendo los resultados anteriores correspondientes a las contribuciones al
hamiltoniano tangente de la particula debidas a la curva (2.10) y sus defor-
maciones (2.18), (2.25), hemos encontrado que la ecuacién para el movimiento

tangente de la particula es

1007 (s) = HFP (5) + EHZYT (5) + EHTYT (s). (2.26)
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2.1. La particula

Es muy importante reconocer que la dindmica de la particula se acopla a la con-
figuracion de la cuerda. Esta informacién se encuentra contenida en la expresion
del hamiltoniano efectivo (2.26), donde tanto la amplitud de la deformacién
como su velocidad entran como parametros externos dependientes del tiempo.
Ante una variacion lenta y pequena de la cuerda, la funcién de onda tangente
de la particula se determinard por la eigenfuncién de Hg a ¢t = tp, evolucionada
temporalmente de acuerdo al formalismo de fases de Berry o Wilczek-Zee, segin
sea el caso. A su vez, la eigenfuncion instantdnea de Hg se obtendra mediante

teoria de perturbaciones a primer orden independiente del tiempo.

2.1.4 Confinamiento a la cuerda

Desarrollado ya el hamiltoniano tangente de la particula (2.26) en sus distintas
contribuciones, y estando estas bien establecidas para configuraciones generales
de curvas dindmicas en el espacio euclidiano tridimensional, es ahora directo
emplear estos resultados para la situacion especifica que nos interesa. Nuestro
objetivo es conocer la dindmica de una particula cudntica constrenida a mo-
verse en la vecindad de una cuerda. La forma de esta se realiza como una
pequena y lenta deformacién de un circulo unitario. Este cambio de forma esta
expresado como un campo de deformacién ¢ definido sobre el circulo y con una

dependencia temporal no trivial. El encajamiento de la cuerda estd dado por
X(s,t) = R(s) + ep(s,t), (2.27)

donde R es el encajamiento del circulo y s es longitud de arco de la curva
deformada. Consideramos € < 1, para que la escala de la deformacion sea
mucho menor que la del circulo. La dindmica propia de la cuerda serd analizada
en la seccién siguiente.
Podemos describir el campo de deformacion a través de la coleccion entera
de las amplitudes de Fourier de sus componentes
@(t,s) = o' (s, )T + " (s,t)N + ¢"(s,1)B

, 2.98
= \/%Z[@Z(t)T+s02(t)N+sDZ(t)B]e”“- (229
k

43



Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

El indice k corre sobre todos los enteros. Se trata de una suma discreta porque el
campo esta definido sobre una curva cerrada. Sin embargo es més 1til describir

a la deformacién en términos de campos

o' = o'T — 9,¢"N, (2.29a)
2= —0,0'T + ¢"N, (2.29b)
¢° = ©"B. (2.29¢)

En la seccién siguiente se muestra que estos campos de deformacién estan rela-
cionados precisamente con los modos normales de oscilacion de la cuerda. Seg-
mentar al conjunto de deformaciones en estos tres tipos nos permite separar las
deformaciones que preservan localmente la longitud de la curva de las que no lo

hacen.

Para el circulo unitario, la curvatura s es uno, mientras que la torsién 7 es
cero. Por lo tanto, la contribucién de la curva no deformada al hamiltoniano

tangente es simplemente

1 1
HE =—-02— - 2.30
Este es el hamiltoniano de una particula libre sobre el circulo, lo cual se imple-
menta mediante la imposicién de condiciones de frontera periédicas. El término
—1/8 desplaza el minimo de energia en esa medida. Se trata de un hecho afor-

tunado el que las funciones de onda g,,,, soluciones de H§v§,,, = E§,¥8m, sean

tan simples,

o 1 ms o m2
dJOm(S) = —F=¢ ) EOm = 7

Ve ., mez (2.31)
Y

| —

A excepcion del estado base, todos los estados libres son doblemente degenera-

dos, sin contar la degeneracion en el estado normal x°.

En virtud de las ecuaciones (2.18), (2.25), los elementos de matriz de las

contribuciones al hamiltoniano tangente correspondientes a los modos normales
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2.1. La particula

de las deformaciones ¢1., ¢7, ¢ son

(m|Hg |n) = Jﬂwémn,k (2.32a)
(m|Hgz [n) = \/12? k2_3k2n+2n2 + 482;]:2) Om—nk (2.32D)
(m{HSy ) = ﬁak(l (k= 20)0m (2.32¢)
({5 ) = 5= O (2.320)
iy = =L (2.82
(m[HZ, [n) = \/%ngémfn,k (2.32f)

respectivamente. Como estas ultimas contribuciones al hamiltoniano tangente
son de orden ¢, se tratan de perturbaciones al hamiltoniano libre. Por otro
lado, es importante demandar aqui que la variacion de todas las amplitudes
de Fourier sea adiabatica. Esta condicion, ademas de situarnos en el contexto
de fases geométricas a través de la variacién de pardametros externos, nos posi-
bilita el empleo de la teorfa de perturbaciones independientes del tiempo [14]
para encontrar las correcciones a la funcién de onda libre ocasionadas por los
hamiltonianos de deformacién. Suponemos, desde luego, que este tratamiento
perturbativo es posible, es decir, que pequenias variaciones al hamiltoniano libre
se traducen en pequenas variaciones en la funcién de onda tangente.

Vemos pues que los elementos de matriz de las contribuciones al hamilto-
niano debidas a los modos normales de Fourier ¢} del campo de deformacién
y a sus velocidades qﬁz no son nulos. A través de la ecuacién (2.26) notamos
que el hamiltoniano tangente de la particula adquiere una dependencia en las
amplitudes de estos modos y sus velocidades. Estos son los parametros exter-
nos a los que se acopla la dindmica de la particula y el espacio de pardmetros
de la particula es el conjunto de valores que esta coleccién de amplitudes puede
asumir. De modo que, hasta ahora, los parametros externos son cantidades com-
plejas. Para disponer de parametros externos reales, contemplamos las partes

real £ y & e imaginaria ¢}, y i de los modos normales y sus velocidades, respec-
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

tivamente. Esto nos permitird, mas adelante, cenirnos a la convencién de que

los elementos de la conexién y la curvatura de Berry para estos parametros sean

todos reales. Los elementos de matriz de los hamiltonianos correspondientes a

estos parametros

(mIHg n) =

son,

i k(5k* — 12mk + 8m? — 1) 5
8v/2r 1+ k2 ok
i k(5k* 4+ 12mk + 8m? — 1)

+ 571—7” b
8v/2n 1+ k2 w

(mIH) n) =

(m|7—[‘é|n) =

1 k(=5k*+ 12mk — 8m? + 1)
3 Tﬂ- 1+ L2 n—m,—k
1 k(5k* 4+ 12mk + 8m? — 1)

8v2r 1+ k2 On—m.k
1 3k - 2m5 1 3k+2m
Waw ThR R e e
i 3k—2m 1 3k+2m

(mIH n) =

(m|H|n) =

([ In) =

(mlHZ, ) =

_WW n—m,—k — mw n—m,k

1 (1—k?) (2k* — 6mk + 4m? — 1)

Sm 1+ 2 5n7m,7k:
1 (1—Fk?) (2K* + 6mk + 4m* — 1)5
+ 8\/% 1+]€2 n—m,k>
_ 7 (1—k2) (2k2—6mk+4m2—1)6
8v2r 14 k2 ok
i (1—k?) (26 + 6mk + 4m? — 1)
+ 2 5n—m,k7
821 1+ k

i 2k%—2mk — 15
_4m 1+k2 n—m,—k
i 2k%+2mk — 15
- 4\/§ 1+ L2 n—m,k
1 2k%—2mk — 15
_4m 1+k2 n—m,—k
1 2k%+2mk — 15
4\/% 1+ L2 n—m,k
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2.1. La particula

7

(m|His|n) = —=ok (1= k%) (k —2m)8n—m,
’ v 27; (2.35a)
+ m(jk (]. — k2) (k + 2m)6n7m’k;,
<m|Hgs |n> (]. - k2) (k — 2m)5n,m7,k
’ 4V 2” (2.35b)
- 4\/7 (]- - kz) (k + 2m)5n7m,kv
1 1
H%|n) = k25— + ——=0k>80 ks, 2.35
(m|Hg, In) am" i Nﬂa p (2.350)
HC. k*6p—m,—k + [t - 2.35d
<m| C2|n> 2\/%0- ,—k 2ma N ( )

Si consideramos a la particula en el estado m = 0 respecto al hamiltoniano
tangente no perturbado (2.30), el cual corresponde a una configuracién circular
estéatica, las correcciones a su estado son proporcionales a los elementos de matriz
(m,0) de las contribuciones al hamiltoniano de la particula que acabamos de
presentar, de acuerdo a la teoria de perturbaciones independientes del tiempo
(ver [14]). La funcién de onda del estado perturbado resulta

2 2
»§(s) = \/% + — 9 kzﬂ {ﬁk A kkz) sin ks — Ckk(likkp)cos ks

1 2 2

+£kk2<7]€]€2) cos ks + Ckkgl(ik sin ks + 21{2’0(1 - kz) cos ks

+ k2)
+2i¢o(1 — k*)sinks — 5127 sin ks + CIL cos ks
k FE(+ E2) 1+ k2)
—ézai cosks — CQL sinks — 4&30 cosks — 4Co sin ks
FUE2 (14 K2) FE2(1+ K2) k F
(2.36)
con energia
1 (n + 1)
Ef =—- £+ 2.37
0 \/7 0 77 ( )

La expresién de la energia de la particula muestra, por un lado, que, ademas
de la energia del estado base de particula libre en el espacio tangente y de
la energia del nivel de excitacion n de oscilador armoénico bidimensional en el

espacio normal, a este orden de la perturbacién la tinica contribucion a la energia
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

debida a la deformacién de la cuerda corresponde al modo normal €3, es decir, a
un escalamiento global del circulo. Por otro lado, esta energia es independiente
de o, de modo que presenta una degeneracion de orden n + 1 respecto al estado

en el espacio normal.

2.2 La cuerda

Ademaés de que ésta es el ambiente en donde se desenvuelve la particula cuédntica,
la cuerda esta dotada de una dindmica propia, como se mostrara mas adelante.
El orden de la exposicién es el siguiente: comenzaremos por describir la ge-
ometria de la cuerda usando la estructura diferencial apropiada a ella; a contin-
uacién, su dindmica serd motivada y desarrollada, y, finalmente, se realizara la

cuantizacion de sus posibles configuraciones.

2.2.1 Geometria de la cuerda

Consideremos una cuerda eldstrica cuya forma corresponde a una pequena de-
formacién de un circulo unitario. Esta forma puede ser expresada mediante un

encajamiento en R? del modo
X(u,t) = R(u) + ep(u, t). (2.38)

Aqui, R(u) se refiere al circulo unitario parametrizado por su longitud de arco
u'y @(u,t) es un campo de deformacién del circulo. La escala de R(u) y o(u,t)
es la misma y la informacion de la escala de la deformacion es absorbida en
el parametro €, de modo que una pequena deformacién corresponde a € < 1.
Lo que tenemos, entonces, para cada t fijo es una curva cerrada en el espacio
euclidiano parametrizada por la longitud de curva del circulo u. Para cada
tiempo distinto tendremos un configuracion distinta de la cuerda.

Para cada punto X (u, t) de la cuerda, nuestro sistema de coordenadas serd un

marco adaptado al circulo, compuesto por una triada de vectores ortonormales
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2.2. La cuerda

Figura 2.2. Una configuracién genérica de X(u,t) para un tiempo t fijo.

tangente t(u), normal n(u) y binormal b(u) al circulo, dados por

t(u) = al;iu), (2.39a)
n(u) = 82(5), (2.39b)
b(u) = t(u) x n(u). (2.39¢)

La parametrizacién del circulo por su propia longitud de arco u garantiza que

t sea unitario. Las coordenadas de la cuerda seran entonces
X(u,t) = R(u) + € [0 (u, )t (u, t) + " (u, t)n(u, t) + ¢ (u, t)b(u, t)], (2.40)

donde ¢f, ©™ y ® son las distancias a lo largo de cada una de las direcciones
de la triada ortonormal.
Mientras que escogemos al parametro u de tal forma que corresponda a la

longitud de arco del circulo unitario, bien puede ocurrir aunque no serd el caso
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

generalmente que al mismo tiempo u corresponda a la longitud de arco de la
cuerda deformada. Para obtener algunas cantidades geométricas importantes de
la cuerda —la torsién y la curvatura— es 1til que se realice la parametrizacion
de la cuerda por su propia longitud. Dichas cantidades jugaran un papel muy
relevante en la discusién posterior.

La longitud de arco de la curva X a un tiempo fijo desde X(0, ¢) hasta X (u, t)

es

s(u,t) = -/Ou VOouX(u,t) - 0 X(u/, t)du'. (2.41)

Introduciendo la forma del encajamiento de la cuerda (2.40), se muestra de

modo directo que a primer orden en ¢ obtenemos

s(u,t) = u+ e/ O X (U, t) - Ourp(u’, t)du/,

o (2.42)

=u+ e/ [—¢" (U, t) + Ot (v, 1)] dut'.
0

Para obtener la ultima igualdad consideramos que el circulo no tiene torsion y

que su curvatura es 1 y empleamos las ecuaciones de Frenet-Serret[6],

Out = kn, (2.43a)
Oun = —kt +7b (2.43b)
Oub = —7n (2.43c)

la triada adaptada a una curva parametrizada necesariamente por longitud de
arco u. Con esto, hemos encontrado que la diferencia entre ambos pardmetros
es de orden €, como es de esperarse. Lo que hemos obtenido es s como funcién
de u. Para reparametrizar la cuerda, necesitamos a u como funcién de s. Si
suponemos que esta funcién es de la forma u(s,t) = s + un término de orden e,

lo que hallamos es que
u(s,t) = s — e/ [ (s, 1) + 00" (s, 1)] ds'. (2.44)
0

Reparametrizamos la cuerda sustituyendo (2.44) en (2.40), lo que nos permite

encontrar la triada ortonormal adaptada a la cuerda. El calculo de la curvatura
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k y la torsion 7 de la cuerda con la ayuda de las ecuaciones de Frenet-Serret

arroja como resultado, a primer orden en ¢,

k(u,t) =1+ € [@"(u,t) + 020" (u, t)] (2.45a)

T(u,t) = € [03 (u, t) + Duip(u, 1)] . (2.45b)

Observamos que la longitud de arco de la cuerda (2.42) difiere de la longitud
de arco del circulo por un término de orden €. Si este término es cero en cada
punto de la cuerda, entonces la deformacién ¢ preserva localmente la longitud

de arco. Este tipo de deformaciones esta caracterizado por la condicién

para todo u. Una deformacion de este tipo garantiza que la curva resultante

permanezca parametrizada por longitud de arco.

2.2.2 Dinamica de la cuerda

La dindmica de la cuerda debe reflejar, por un lado, que su configuracion de equi-
librio es el circulo unitario y, por otro, que es una cuerda eldstica en sus direc-
ciones normales pero no longitudinalmente, es decir, es susceptible de doblarse
pero no de estirarse. Introducimos el lagrangiano de la cuerda

L s ox oLz - LEse2
L= 3pX-X = Sp(on)? = 35097, (2.47)

donde p es una densidad lineal uniforme de masa. El primer término es la en-
ergia cinética de la cuerda, cuya tnica contribucién es debida a la deformacién
dependiente del tiempo ¢. Los dos términos restantes son la contribucién de la
energia potencial. La energia elastica necesaria para deformar al circulo es pro-
porcional al cuadrado de la diferencia de curvatura entre la cuerda deformada
y el circulo, §k = ¢, + 0?¢™. La magnitud de este potencial viene escalado
por el factor u(> 0). Entre mds grande sea pu, las configuraciones de la cuerda
que localmente se curven con respecto al circulo necesitardn una energia mas
grande para realizarse. Adicionalmente, penalizamos dindmicamente deforma-

ciones que modifiquen localmente la longitud de la cuerda, pues el término
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

ds = —05pt 4+ " es la diferencia local de longitud de arco entre la cuerda orig-
inal y la deformada. Esta energfa potencial viene modulada por el factor p/A.
Las configuraciones que no preserven localmente la longitud de arco seran mas
penalizadas a medida que A sea méas pequeno. En nuestro esquema, deseamos
suprimir dindmicamente las deformaciones que estiren o contraigan la cuerda,
de modo que consideramos a A muy pequeno y lo aprovechamos como un fac-
tor perturbativo. Enfatizamos que este tipo de deformaciones puede existir,
aunque la energia necesaria para que ello ocurra es muy grande. La expresion
del lagrangiano resulta explicitamente

2L, @, Dsip, 02p) = %P {(W)z + (") + (“bbﬂ (2.48)

1 2 n)\2 1 M t n)2
S (P +05¢")" = 55 (Os9" = ")
Mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.73) obtenemos las ecuaciones de

movimiento para los campos de deformacion,

ot = pﬂ)\ (020" — D™, (2.49a)
5 =L (ol 200" + ) + 2 (0 7). (2.49)
3P = 0. (2.49c¢)

A excepcién de P, las ecuaciones para ¢! y " estan acopladas. Este acopla-
miento es anulado si el campo de deformaciones preserva localmente la longitud
de arco, es decir, si satisface (2.46). Por lo tanto, para tiempos pequenos el
campo ¢’ y, si la deformacién preserva localmente longitudes de arco, el campo
! aumentan o disminuyen linealmente con el tiempo. Soluciones de este tipo
comprenden traslaciones verticales y rotaciones pequenas de la cuerda, respec-
tivamente, las cuales tienen lugar hasta que términos de orden ¢ y mayores, que
no hemos considerado de modo explicito, se vuelven significativos, restringiendo
el movimiento libre de la cuerda.

Para dar solucién a la aparente complejidad de las ecuaciones (2.49), des-

componemos los campos en una suma de modos de Fourier
. 1 i .
"(u,t) = — e (t). 2.50
) = 5= et (2:50)
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2.2. La cuerda

para ¢ = t,n,b. El entero k corre desde —oo hasta co. La razén por la que los
campos se escriben como sumas discretas es que estos estan definidos sobre un
circulo. Ademds, la condicién de que los campos sean reales (y, en el contexto
ctiantico, hermiticos) implica la relacién ¢* ;, = go};*. La conveniencia de realizar
esta descomposicién radica en que las ecuaciones de movimiento de la cuerda son
lineales en los campos y su expresion en términos de los modos de Fourier debe
conducir a ecuaciones acopladas de las amplitudes tinicamente. Desacoplarlas,

a su vez, debe conducir a modos normales de oscilacién.

b
s S Ry S
>

/

V/ \

[
| |
N ¥
\ LA | |
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Figura 2.3. Curvas resultantes del modo cero de la expansién de Fourier para (a)
o'y (b) ¢™. Las flechas representan al campo de deformacién, partiendo del circulo

unitario.

Los modos cero de estas series son importantes, porque definen transforma-
ciones globales de la cuerda. En este caso, los modos cero de los campos ¢!, @™
y ¢? producen rotaciones, escalamientos y traslaciones verticales de la cuerda,
respectivamente, para deformaciones pequenas.

Cada campo ¢*(u,t) describe, para un tiempo fijo, una configuracién de la
cuerda determinada por su valor en cada punto de la cuerda, es decir, dicha
configuracion estd determinada por un ntmero infinito no numerable de grados

de libertad. No obstante, en el lado derecho de la ecuacién (2.50) expresamos los
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Figura 2.4. La curva inferior es el circulo unitario original y la curva superior resulta
del modo cero del campo de deformacién ¢°, que, en esta parametrizacién, es para

todos los modos puramente vertical.

campos como series de Fourier que describen a una configuracion completamente
determinada por la coleccién de nimeros ¢4, la cual es de cardinalidad infinita
numerable. La pregunta natural es si al expresar los campos como series de
Fourier perdemos informacion, es decir, si habra configuraciones de la cuerda que
no puedan ser realizadas como (2.50). Claramente, esto es lo que ocurre, pues
los coeficientes ¢! son, de hecho, integrales sobre toda la cuerda, de modo que
configuraciones discontinuas de la cuerda no pueden ser expresadas como una
serie de Fourier. Aun mas, el nimero de configuraciones continuas de la cuerda
es muy pequenio comparado con el nimero de configuraciones discontinuas, es
de medida cero en el conjunto total de posibilidades. Sin embargo, fisicamente
las configuraciones discontinuas no son relevantes, debido a que la derivada
funcional de la accién respecto al campo evaluada en estas configuraciones es
muy grande y sus fases correspondientes se cancelardn cuando la cuantizacion

de las deformaciones sea realizada.

Para que los campos ¢* sean soluciones a la dindmica de la cuerda, deben

satisfacer las ecuaciones (2.49). Esto impone las ecuaciones diferenciales que
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cada modo debe obedecer,

=t _Lkz ¢ ipk o,

Pr = oA Pr — pTQDIm (2.51a)
= H 2\2 1 n le’k t

=-=|1-k - : 2.51b
g =2 la-wre i)+ Bg (2:510)
@b =0. (2.51c)

Las ecuaciones de movimiento para ¢} y ¢} forman un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas, que tienen que ser desacopladas mediante combinaciones

lineales de los campos en cuestion. Encontramos que

Ok = ¢k — ik, (2.52a)
o = —ikel, + o1, (2.52b)
O = ¢l (2.52¢)

son aquellas combinaciones, pues satisfacen las ecuaciones diferenciales desaco-

pladas, a orden cero en A,

O = —w; % (2.53)
con
2 2)2
2 _ M k (1 —k )
Wik = PR (2.54a)
2
2 H (1 — k2) 14k
== 2.54
w2,k p 1+k2 + A ) ( b b)
w3, =0, (2.54c)

los cuales son ntmeros estrictamente no negativos. De ahi que escribamos wik
y W%,k y w§7 x como frecuencias de oscilacién al cuadrado. La ecuacién (2.53)
nos dice que ¢i, ¢7 y ¢3 se comportan como osciladores arménicos, es decir,
que son modos normales de oscilacién. De este modo, hemos descompuesto
el movimiento de la cuerda como una suma de oscilaciones de modos nor-
males alrededor del circulo, un comportamiento acotado que se esperaria de
una pequena deformacion de una configuracién estable. La frecuencia del modo

#% es grande comparada con la del modo ¢}, pues uno de sus términos estd
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

modulado por el factor de A inverso. Cuando las configuraciones de la cuerda
sean cuantizadas, las brechas de energia entre niveles adyacentes de ese modo
seran grandes, provocando que sus excitaciones dificilmente ocurran. Por ese

motivo, llamamos a (;5,1€ el modo suave y a (;5% el modo duro.

Aunque hemos encontrado los modos normales de oscilacién de la cuerda,
aun falta mostrar, a nivel del hamiltoniano, que las configuraciones de la cuerda
son una coleccion infinita de osciladores arménicos. Para esto, primero escribire-
mos el lagrangiano de la cuerda en términos del las amplitudes de los modos
normales ¢. Insertando las series de Fourier (2.50) en la expresién de la densidad
lagrangiana (2.48) e integrando sobre todo el circulo obtenemos el lagrangiano
L de la cuerda

(~t*-t Mk e -b*~b>

€ 2L(py, Pp) = Pr Pr T+ P Pr T Pk Pk

=]
ETRS

+ 5 [2ikel + (1+K2) o] [2ikel — (1K) o] (255)
+ 2 (ikgh + ok") (ikok — ok)

Ahora expresamos los campos en las variables de los modos normales (2.52)

obteniendo, a orden cero en A,

_ ; 1 P i 1 2(1 — k2)2k2N\] ., - .
L) = 5 XLt [ - | SO 0t

2
—~ 1+k

k21— k)2, 1—k32(1—-2k%) 17 o,
_Wiﬁ—ﬂ{( (1)%2)2 )+A} s
(2.56)

Aunque nos interesa la expresion del lagrangiano hasta orden cero en A, mostramos
los términos de orden primero relevantes para la obtencién correcta de las ecua-

ciones de movimiento de los modos normales hasta orden cero en \.

De los lagrangianos (2.55) y (2.56), obtenemos los momentos conjugados de

las amplitudes de los modos de Fourier en las direcciones del marco adaptado
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al circulo

t _ —20L(py: )

L= —oi PP, (2.57a)
OL /
= ggw — o, (2.57h)
k
oL .
np= 22l (2.57¢)
oy,

y de las amplitudes de los modos normales

~t _ 728L(¢ka¢k) P

T = 8¢)t =7 YL (2.58a)
n_— —2 kYK _ n*
T = &b” T+ 2% (2.58b)
7= 2M = pdt*, (2.58¢)
6¢k

respectivamente. Los momentos conjugados de las amplitudes de los modos
normales se presentan a primer orden en A. Los momentos conjugados, definidos
de este modo, comparten con las amplitudes de los modos normales el mismo
orden €? en la expresién del hamiltoniano de la cuerda y facilitan el tratamiento
perturbativo de esta. Esto es claro cuando obtenemos el hamiltoniano de la

cuerda, segin (1.75),

1 14 k2 1
€ “H(¢y, 7)) = =3 PAETAS + IR 4 ;ir,?;*irg
k (2.59)
pw pw %k: 2% 42 2 3% .3
+ T kQ Vo + i }Cg i Okt pw3 RP) P

En conclusién, en los modos normales ¢}, y d)i, el comportamiento es el de
osciladores armoénicos independientes, mientras que en el modo qbi, para tiempos

pequenos, el comportamiento es el de una particula libre.

2.2.3 Cuantizacién de los modos

Hasta ahora, hemos preparado los elementos para realizar la cuantizacién de las
configuraciones de la cuerda de un modo fisicamente significativo. Para esto,

hemos encontrado coordenadas de las deformaciones de la cuerda, relacionadas
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

con sus modos normales de oscilacion, en las cuales logra apreciarse que esta
puede ser descrita como una coleccién infinita de osciladores arménicos, cada
uno con una frecuencia de oscilacién distinta. A partir de este hecho, es claro
el método de cuantizacién a seguir.

Cuantizamos las configuraciones de la cuerda promoviendo los campos de
deformacion a operadores, en un primer momento, e imponiendo relaciones de
conmutacién a tiempos iguales entre dichos campos y sus momentos conjugados
(1.76). Estas relaciones implican que las amplitudes de la expansién de Fourier

(2.50) satisfacen a su vez las relaciones de conmutacién

i (1), 07 (D] = [mi (), 7} ()] = 0,
[@Z(t)a 77;7(75)] = ihefzéklc?“b.

(2.60)

Usando las relaciones anteriores (2.60), as{ como la definicién de las amplitudes
de los modos normales (2.52), se muestra que estas y sus momentos conjugados

satisfacen relaciones de conmutacion andlogas,

[6%(t), 6 (1)] = 7 (1), 7 (£)] = 0,

(2.61)
[65:(t), 77 (1)] = ihe 2015
Definimos los operadores de escalén

a Pawa i \Y2 (o . Th

al = ( - ) <¢>k +zpaw’;k) , (2.62a)
~at

at _ (Lwa’k)m o ik 2.62b
ag oh o Zpawa,k ) ( . )

donde p, es el término de masa que aparece en el hamiltoniano (2.59), corre-
spondiente a cada modo normal, explicitamente p; = p/(1+k?), po = p/(1+k?)
y p3 = p. Este par de operadores nos permite generar todo el espacio de estados
para cada uno de los osciladores armoénicos en que se descompone la cuerda.
Para uno de estos osciladores, el estado base, que llamamos |0¢), es aquel que
es aniquilado por el operador af, es decir, af|0%) = 0. Los estados excitados son

generados mediante la aplicacién sucesiva del operador aZT del modo

) = —= (si") "0 (2.63)
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El espacio de estados de la cuerda es un producto tensorial infinito, cuyos
factores son espacios de estados de osciladores arménicos individuales en los
primeros dos modos normales y el espacio de estados no ligados de particula
libre del tercer modo normal. Un estado arbitrario de la cuerda esta descrito

por un producto tensorial de la forma

[0) = [T Ink)Ini)|72), (2.64)

k

donde n,l€ y n% son los niveles de excitacién de los modos qﬁ,lc y gbi, respectiva-
mente, y 73 es el momento del modo ¢3. Este estado puede pensarse como un
funcional que recoge una configuracién determinada de la cuerda, especificada
por un valor fijo para cada amplitud de los modos normales, y nos informa de
la amplitud de probabilidad de que tal configuracién sea de hecho la asumida
por la cuerda; se trata de un funcional de configuraciones concretas a nimeros

complejos. Por ejemplo, si la cuerda se encuentra en el estado base, el cual

> T

Figura 2.5. Distribucién de probabilidad de los primeros dos eigenestados de os-

cilador armoénico.

se realiza cuando todos los modos normales se encuentran en el estado base,
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Capitulo 2. Constriccion de una particula cuantica a una cuerda

segin la figura (2.5), la funcién de onda correspondiente serd un producto de
gaussianas y la configuraciéon de la cuerda més probable es el circulo. Si ahora
alguno de los modos normales se encuentra en el primer estado excitado, la den-
sidad de probabilidad de que la cuerda asuma la configuracién circular es nula,
pues la funcién de onda de dicho estado excitado (asi como de todo nivel impar)
es impar ante inversiones espaciales. Por supuesto que debe tenerse cuidado al
hablar del estado base de la cuerda, en vista de que el estado base de los modos
qbi, relacionadas con deformaciones en la direccién normal al plano del circulo,
corresponde a ondas con momento cero. Esto significa que al colocar a la cuerda
en su estado base, en la direccién normal al plano en que se encuentra el circulo
este se ha deslocalizado totalmente. Podemos localizar a la cuerda en un rango
finito encendiendo un potencial de oscilador arménico definido en la direccién
b, justo como si sujetaramos a la cuerda con resortes de frecuencia fija wg, y
lograr el estado base en esta direccién colocando a cada uno de los modos ¢}

en su estado base de oscilador armoénico, cada uno con la misma frecuencia wy.
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CAPITULO 3

Backreaction Y NOCONMUTATIVIDAD DE

ESPACIO-TIEMPO EFECTIVA

La relevancia de lo discutido hasta ahora consiste en identificar la forma en que
la configuracion de la cuerda, a través de sus modos normales y las velocidades
de estos, juega el papel de pardametro externo para la dindmica de la particula.
En este capitulo analizamos la dindmica de la particula cuando la cuerda varia
adiabaticamente, asi como la dindmica efectiva de la cuerda cuando de este
modo el estado de la particula ha quedado “fijo” respecto a su configuracién in-
stantanea. Para la primer tarea, el objeto relevante es la fase de Berry adquirida
por el estado de la particula, el cual puede obtenerse mediante una integral de
superficie de la curvatura de Berry. Para el segundo objetivo, el hamiltoni-
ano efectivo adquiere una forma sencilla si se expresa en términos de campos y
momentos conjugados que involucran a la conexion de Berry y, al hacer esto,
sus relaciones de conmutacién se modifican por una cantidad proporcional a la
curvatura de Berry. De esto modo, las cantidades més importantes seran las
curvaturas de Berry en los distintos planos del espacio de pardmetros. Lo més

notable es precisamente la existencia de curvaturas de Berry no nulas.
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3.1 Fases geométricas

Cuando un sistema cuéntico se encuentra descrito inicialmente por un estado
que es elemento de un subespacio de estados degenerados del hamiltoniano, una
variacion adiabdtica de este ya no garantiza una permanencia del sistema en
el mismo eigenestado. Acontece en vez una mezcla no trivial de elementos del
subespacio degenerado[24]. Tal mezcla estd determinada por una matriz U =
Pexp j;to A(7)dr, donde A es una matriz antihermitiana, llamada potencial de
Wilczek-Zee, pues transforma como un potencial de norma ante cambios locales
de base del subespacio degenerado. Sin embargo, si U resulta ser diagonal, no
existe ninguna mezcla de estados y cada estado degenerado puede ser tratado
individualmente en el formalismo de fases de Berry. Una condicién suficiente

para que esto ocurra es que el potencial de Wilczek-Zee sea diagonal.

En el capitulo anterior, encontramos que el estado de una particula con-
finada a moverse en la vecindad de una curva cerrada podia ser factorizado
en un estado para el movimiento a lo largo de la cuerda y en un eigenestado
de oscilador arménico bidimensional simétrico para el movimiento normal a la
cuerda. De este modo, salvo el estado base, la componente normal del estado de
la particula forma parte de un subespacio degenerado de n+ 1 dimensiones, para
un nivel de excitacién n. A su vez, mediante el mecanismo de confinamiento,
el hamiltoniano para el movimiento tangente queda determinado por el estado
degenerado particular en que se fija al estado normal, al tomar el valor de ex-
pectacién del hamiltoniano total segin (1.69). Existe la posibilidad de que esto
rompa la degeneracién del estado de la particula, lo cual sucede, pero no por
completo. Al usar la base de eigenestados simultaneos de oscilador arménico y
momento angular, la matriz del hamiltoniano (1.69) asume una forma diagonal
y cada entrada queda expresada como (2.10), con valores de momento angular
oc=-n,—n+2,...,n—2,n. El estado tangente, por tanto, debe satisfacer la

ecuacion de Schrodinger
0,0 1 2,10 - o 1 - 2,2 K‘Q o T, 0
H 2—5851/) + 10705 —|—§ 100sT + 0°T vy Y7 =E%¢°, (3.1)
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de donde resulta claro que =7 =" y E~7 = E7, es decir, el espacio de esta-
dos de la particula, confinada a una configuracién fija de la cuerda, permanece
degenerado, sin tomar en cuenta incluso una posible degeneracién propia de
cada H?. Aun mds, cuando la configuracién de la cuerda se realiza como una
pequena deformacion, cambiante en el tiempo, de una forma fija, el hamiltoni-
ano para el movimiento tangente adquiere pequenas perturbaciones, las cuales
no necesariamente modifican el espectro a través de un rompimiento de las de-
generaciones.

Es, en conclusién, el formalismo de Wilczek-Zee el que en principio debe
ser empleado para determinar la evolucién temporal del estado de la particula,
bajo una variacién adiabatica de los parametros a que estéd acoplada su dinamica.
Para un pardametro £ del hamiltoniano de la particula, los elementos de la matriz

A son

1/4

1/4 d
op _ ; 1/29 o* et 9
A —l/dsdadﬁG G1/4\I/ (s,cu,ﬁ)dg (G1/4

donde U7 = x?7 es la funcién de onda de la particula, factorizada en funciones

vead), 62

de onda para los espacios normal y tangente a la cuerda. G es el determinante
de la métrica en coordenadas adaptadas a la curva.

La derivada total que aparece en (3.2) debe considerar la dependencia en
& del objeto sobre el que opera tanto explicita, a través de la funcién de onda
tangente, como implicitamente a través de las coordenadas adaptadas. Para la
curva de la seccién 2.2, realizada como una deformacién de un circulo unitario,

a partir de (2.24) con 7 = 0y k = 1, esta derivada total tiene por expresién
% = (% — [Ut — na (5sv” + Ut) — nﬁasvb] Os — %v"@a - %vbﬁg ,agva (3.3)

para un campo de deformacién £(t)v, a primer orden en 7. Por lo tanto, re-

tomando las expresiones (2.6), (2.9), (2.36), las componentes del potencial de

Wilczek-Zee (3.2) resultan

"

AP =5,, | dsy* (iaag —iv'ds — 5

+ 08§Ub> PP (3.4)

El que en esta base el potencial de Wilczek-Zee resulte diagonal simplifica no-

tablemente el tratamiento de la evolucién de la particula, pues permite remi-
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tirnos al formalismo de fases de Berry para cada uno de sus estados. Simple-
mente reconocemos que los elementos diagonales del potencial de Wilczek-Zee
(3.2) coinciden con la conexién de Berry, referida a la evolucién de un estado
7. En vista de (3.4), ademds, denotamos de aqui en adelante a cada conexién
simplemente por A7.

Si la variacion de la cuerda es adiabatica, la fase de Berry resultante no debe
depender de la velocidad con que esta sea deformada. Esto significa que los mo-
mentos conjugados de las amplitudes de los modos normales de la deformacion
pueden considerarse arbitrariamente pequenos y tomar en cuenta las contribu-
ciones a la fase de Berry provenientes unicamente de curvaturas de Berry en
los planos formados por amplitudes de modos normales. Geométricamente, si
una curva en el espacio de parametros, formado por las amplitudes y sus mo-
mentos conjugados, es recorrida durante la variacién de la cuerda, esta puede
proyectarse a los planos de las amplitudes y la fase resultante de integrar la
curvatura de Berry sobre estos planos debe ser la fase de Berry. En términos de
las amplitudes de deformaciones reales &; y (!, las componenetes no nulas de la

curvatura de Berry son

Kegp = ;Wéjk’ (3.5a)
Kergs = % = k/;)((ll;:;)_ ) Sk (3.5¢)
Kog = 2 U1, (3.54)

Las demds curvaturas son nulas o pueden obtenerse por antisimetria. Como
resultado de haber expandido el hamiltoniano tangente hasta orden cuadratico
en las amplitudes, las curvaturas que presentamos son independientes de los
campos, de modo que la fase de Berry resultante debe ser la curvatura de Berry
multiplicada por el area de la superficie acotada por el ciclo trazado en el espacio
de pardmetros. De relevancia préctica es el hecho de que todas las curvaturas son

proporcionales a ¢, el momento angular de la particula en el espacio normal a la
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cuerda. De modo que si el estado inicial de la particula es una superposicién de
estados con distinto momento angular, la fase de Berry para cada eigenestado
serd distinta y términos de interferencia seran generados en el estado de la

particula, resultando en modificaciones a su densidad de probabilidad.

3.2 Dinamica efectiva de la cuerda

Berry [4] muestra que existe un modo, que puede considerarse de cierto modo
canonico, de expresar al hamiltoniano efectivo de la cuerda una vez que su
variacion adiabatica ha provocado que el estado de la particula permanezca
“congelado”. En efecto, tras obtener el valor esperado del hamiltoniano del sis-
tema entero cuerda—particula respecto al estado de la particula |U), existe desde
luego una arbitrariedad para ordenar los términos resultantes. En particular,
pueden agruparse productos de amplitudes de modos en direcciones distintas o
de amplitudes con momentos completando cuadrados de distintos modos. Sin

embargo, siguiendo la prescripcion de Berry de considerar las cantidades

L= o) — AT (3.6a)

I, = 7}, — Ay, (3.6b)

la expresién del hamiltoniano efectivo asume una forma en términos de canti-

dades relacionadas puramente con la fase de Berry,

HEf(¢7 H) = <\IJ|cherda + Hpartfcula‘\IJ>

o, € L4k o 1R o 1og, g
=B} + 5 > TH’“ I} + TH’“ 12 + ;Hk 0 (37
k

2 2
PYT k1w x1 PW3

i
TRt et e

PR} + pws PP,

donde EJ es la energia de la particula, dada por (2.37). Existe un término
adicional que en principio debe ser considerado, que es la suma de todas las
componentes del producto entre la matriz de masa en el hamiltoniano de la
cuerda y la parte simétrica del tensor geométrico cudntico (1.19). No obstante,

este término es de orden cuarto en €. Lo que notamos, en conclusion, es que
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en estas nuevas variables ®} y 117, el hamiltoniano efectivo de la cuerda retiene
la forma del hamiltoniano de una coleccién infinita de osciladores arménicos
independientes, con la adicién de un término de potencial debido a la presencia

de la particula.

El hamiltoniano efectivo preserva su caracter de operador, pues el valor de
expectacion del hamiltoniano del sistema cuerda—particula, el cual opera sobre
estados de este sistema entero, fue tomado dnicamente respecto al estado de la
particula. Por lo tanto, el hamiltoniano efectivo es ain un operador sobre el

espacio de estados de la cuerda.

A cambio de esta simplicidad en la forma del hamiltoniano efectivo, las rela-
ciones de conmutacién entre las amplitudes de los campos normales y entre sus
momentos conjugados dejan de ser nulas, lo cual nos parece realmente intere-

sante. Estas relaciones de conmutacién son, en general,

(02, ®%] = [¢2, 6] — {Aﬁ?,gﬁﬂ - { ;P,Aﬁ’é} + [A%?',Aﬁ’é] (3.82)
(103, 104) = [, 78] — [Ags, 7h] — [, Agy | + [Ass, Ay ] (3.8b)

Ignoramos el conmutador entre elementos de la conexién, porque es de orden
cuarto en ¢, independientemente de que el conmutador mismo sea cero o no, y

lo que nos queda es

(@3, 0}) = - [477, 0f] - |07, 4% ] = ik, (3.92)
[H;,Hi] S {Ad);,frz} - {fr}l,A%} = —iK g (3.9b)

Por lo tanto, las relaciones de conmutacién entre las amplitudes reales de los
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modos normales del campo de deformacién y sus momentos conjugados son

[, ®%] =0,

(@7, ®}] = —;'fpaz(sj}k,

(@3, @] = ;[gk&j,b

11}, 113 =0,

e
[H?’Hllc] = gm G, —k-

Es importante notar que, en cada caso, las relaciones de conmutacién entre

los modos y entre sus momentos son proporcionales del eigenvalor de momento

angular 0. En otros contextos, existen situaciones fisicas donde las relaciones de

conmutacién entre los operadores de posicién dependen del momento angular

del objeto en cuestién (ver, por ejemplo, [13], [16]).
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En este trabajo consideramos una cuerda cuéantica realizada como un circulo
unitario sobre el que se encuentra definido un campo de deformacién. Esta
cuerda es una eldstica, que puede deformarse con cierto esfuerzo en sus direc-
ciones normales, pero a la que debe someterse a un gran esfuerzo para estirarla
o contraerla. La descripcién de este campo se realiza mediante la colecciéon
de sus modos de Fourier. Cuando la amplitud de la deformacién de la cuerda
es pequena, el campo se descompone en una coleccién infinita de osciladores
armonicos independientes, las amplitudes de los modos normales de Fourier.
En estas circunstancias, se cuantiza la cuerda a través de la cuantizacién de sus
modos normales. El espacio de estados resultante es un producto de espacios

de oscilador armoénico.

Sobre la cuerda se encuentra una particula cudntica constrenida a moverse.
La constriccién se realiza imponiendo un potencial de oscilador arménico en el
espacio normal a la cuerda. Se encuentra el hamiltoniano efectivo tangente de la
particula, el cual incluye como pardmetros externos a la amplitud de los modos
de Fourier de la cuerda, asi como las velocidades, o momentos conjugados, de
estos. Al variar la cuerda adiabaticamente y fijar a la particula en un eigenestado
de momento angular ¢ definido en la direccién normal a la cuerda, el estado de
la particula, que forma parte de un subespacio degenerado, queda fijo a un

eigenestado instantaneo de su hamiltoniano, dado que la matriz de Wilczek-Zee
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en cierta base es diagonal. La fase de Berry correspondiente es proporcional
al momento angular ¢, de modo que es experimentalmente accesible mediante
superposiciones de estados con distinto momento angular.

En la aproximacion adiabatica, el estado de la particula y el de la cuerda
pueden ser estudiados de modo independiente. Al quedar fijo el estado de la
particula, puede estudiarse el efecto que ésta tiene sobre la cuerda al obtenerse
un hamiltoniano efectivo de la cuerda como el valor esperado del hamiltoniano
del sistema cuerda—particula bajo el estado de la particula. Encontramos que
este hamiltoniano efectivo puede seguirse expresando como el de una coleccién
infinita de osciladores armonicos, pero en unas variables covariantes de posicion
y momento cuyas relaciones de conmutacién no son nulas. Los conmutadores
entre operadores de posiciéon y operadores de momento son proporcionales al
momento angular de la particula en el plano normal a la cuerda, es decir, estan

relacionados con las propiedades de la particula que sobre la cuerda se mueve.
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