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Introduccion

Este trabajo busca principalmente explicar las relaciones entre ciertas
clases de modulos. Las clases naturales son clases cerradas bajo submaddulos,
sumas directas y capsulas inyectivas y las teorias de torsion hereditarias son
parejas ordenadas de clases (7, F) cuya clase de torsiéon 7 es cerrada bajo
submodulos, sumas directas, cocientes y extensiones y cuya clase libre de
torsién F es cerrada bajo submoédulos, capsulas inyectivas, productos directos
y extensiones, a partir de esto resulta natural buscar relaciones entre los dos
conceptos. Es claro que la clase libre de torsién de una teoria de torsion
hereditaria es una clase natural; aqui se buscaran condiciones para que una
clase natural K junto con su clase complemento ¢(K) determinen un teoria de
torsion, en particular si IC es cerrada bajo cocientes se tiene que (I, ¢(K)) es
una teoria de torsion. También se estudiard la teoria de torsién determinda
por una clase natural (7, Fx) a partir de su relacién con la clase natural K.
Todo esto se realizard en el contexto de la subcategoria o[M].

Para empezar se definird la subcategoria o[ M] que es el contexto en el cual
se busca trabajar. Para un médulo fijo M se define o[M] como la subcategoria
plena de R-Mod cuyos objetos son los médulos M-subgenerados; es decir si
son isomorfos a un submédulo de un cociente de la forma M /V donde I
es un conjunto de indices y V< M@, Mucho de la teorfa de médulos y
anillos se esta trabajando en o[M] dado que esta generaliza mucho aspectos
de R-Mod como se puede ver en [6]. Los conceptos de R-Mod se generalizan
a o[M] de forma que esta tiene su propia capsula inyectiva y su producto
categérico que pueden ser diferentes a los de R-Mod.

En el capitulo 2 se desarrollaré la teoria de las clases naturales y las teorias
de torsién en R-Mod, principalmente las definiciones y propiedades individ-
uales y hasta el siguiente capitulo haremos la generalizacién hacia o[M], con
las clase M-naturales y las teorfas de torsiéon en o[M]. Como es de esper-
arse las clases M-naturales son cerradas bajo submoddulos, sumas directas y
capsulas M-inyectivas mientras que las clases libres de torsién de una teoria
de torsién hereditaria en o[M] son cerradas bajo submddulos, extensiones en
o[M], productos directos de o[M] y capsulas M-inyectivas. Posteriormente



se trabajard con las relaciones de estos conceptos; en particular se definira la
teorfa de torsiéon (Zx, Fx) y depués se hard notar que esta es la teorfa de
torsion cogenerada por la clase M-natural IC. Se buscaran condiciones para
que sea estable y también para que (¢(K),K) forme una teoria de torsion.
Como aplicacion, esta teoria de torsién define modulos simples relativos a
(T, Frc)-

Supondremos siempre que R es un anillo asociativo con unidad.



Capitulo 1

La categoria o| M|

1.1. Definicién y propiedades

Se va a definir para un R-médulo M una categoria cercana a M que refleje
algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.1. Sea M un R-mddulo, decimos que un R-modulo N es
subgenerado por M o que M subgenera a N si N es isomorfo a un submdédulo
de un modulo M generado.

Recordando que un Médulo M-generado lo podemos ver como la imagen
epimorfica de una suma directa de copias de M; tenemos que un moédulo N
subgenerado por M tiene la forma M) /V para algiin conjunto de indices I y
un submédulo V¢ M@, Una subcategoria C de R-Mod es subgenerada por
M o M es subgenerador para C si todo objeto de ella es subegenerado por
M. Denotamos o[M] a la categoria plena de R-Mod cuyos objetos son todos
los R-moédulos subgenerados por M. Por definicion M es un subgenerador
para o[M].

Un médulo es subgenerado por M si y sélo si es un nicleo de un morfis-
mo entre médulos generados por M; si N es nucleo de un morfismo, es un
submoédulo de un médulo M-generado y por lo tanto es M-subgenerado y si
N es M-subgenerado, podemos verlo como N € M) /V para algiin conjunto
de fndices I y un submédulo V de M considerando la proyeccién canénica
MWDV — (MDD V)/N tenemos que (MY /V)/N es la imagen homomérfica
de un médulo M-generado y por lo tanto es M-generado.

Propiedades de ¢[M] 1.1.2. Para un R-mddulo M se tiene:

1. Para N en o|[M], todos los cocientes y todos los submodulos de N
pertenecen a o|[M|, es decir o[M] tiene nicleos y conicleos.



2. La suma directa de una familia de modulos de o[M] pertenece a o[M].

3. Los conjuntos M, = {U C MN|Ufinitamente generado} y M, =
{Rm|m € M™} son conjuntos generadores en o[M)].

4. U ={U|U e M.} yU, =®{Z|Z € M.} son generadores en o[ M].

5. El Producto fibrado (pullback) y la suma fibrada (pushout) de morfismos
en o[M] pertenecen a o[M].

6. Para una familia {Nx}x de mddulos de o[M], el producto en o[M]
existe y estd dado por T[N = Tr(Us, [1, Na)-

Demostracion. 1. Los submodulos de N también son submaédulos del médulo
M-generado MD /V y si tenemos K un cociente de N, consideramos la suma
fibrada:

N—2 g

Tl

MOy 2L X

en el cual como p es epi e ¢ mono tenemos que g es epi y f mono; es decir X
es M-generado y entonces K resulta M-subgenerado.

2. Si {N,} es una familia de R-mddulos en o[M]y N, C M) para algunos
M, M-generados, entonces @GNy C Gy M), que es M-generado, por lo que
@A N, pertenece a o[M] y este coincide con el coproducto de { Ny} en o[M].

3. Sea N en o[M]; es suficiente mostrar que cada submédulo ciclico Rn C
N, n € N, es generado por M, y por lo tanto por M,.. Por definicion
si N € o[M] tenemos N C N’ para algin N’ médulo M-generado. Sea
0 : M® — N epiyme M®™ tal que p(m) =n € N. Entonces m € M®)
para algin k natural y Vm € MW, m € MM es decir Rm € M, vy la
restriccion ¢|gy, - Rm — Rn es epi.

4. Por propiedades de generadores U, y U, son también generadores.

5. Por la construccién del prodcuto fibrado y la suma fibrada y por 1. y
2. el pushout y pullback de morfismos de o[M] pertenece a o[M].

6. Sea {f : X — N,} una familia de morifsmos en o[M], por el producto
en R-Mod tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

[Ny 2w,

=

X



Como X € o[M], f(X) € o[M]; es decir
f(X) C TT(M€7 HNA) = TT(Uea HN)\)

Tenemos que T (U, [ [, Na) junto con las restricciones de las proyecciones
canénicas {m,} es el producto {N,} en o[M]. O

Proposicién 1.1.3. Si N es un generador de o[M], para una familia {N;}icr
de médulos en o[M] tenemos que Tr(N,[I; Ni) y {m|rww.1, 5, tier donde
1, Ni es el prodcuto directo en R-Mod, forman el producto directo en o[M].

Demostracion. Hemos visto que en o[M| hay generadores. Para cada i € [
denotaremos p; : m;|7r(v [, ny); sea {fi © X — N;} una familia de morfismos
en o[M]. Con el producto en R-Mod podemos inducir un tnico morfismo
¢ X — [[, N; de forma que para todo i € I conmuta el diagrama:

XJ>H¢ N;
zlf%
N;

Entonces Im(yp) < [[, N; y como X € o[M] tenemos que también
Im(p) € o[M], aparte este es N-generado. Aparte Tr(N, [, N;) es el mayor
submddulo N-generado de [, IV;, se tiene que Im(yp) < T'r(N, ][], N;). Ahora
vemos que para cada ¢ € [ el siguiente diagrama conmuta

X —Tr(N,T[, o)
N;
Es decir se cumple la propiedad universal de producto. O
De lo anterior obtenemos lo siguiente.
Teorema 1.1.4. Son equivalentes para N, M dos R-mddulos:
1. N es subgenerador para o[M]
2. o|M] = o[N]
3. N eoM]yM e o[N]

Podemos observar que M no necesariamente es generador para o[M] pero
para el caso particular de M = R si sucede, aparte si R es M-subgenerado
tenemos que o[M] = R-Mod.



1.2. Mobdulos M-inyectivos

Como ya se vio la subcategoria o[M]| tiene muchas de las propiedades
deseadas de una categoria, tiene ntcleos, contcleos, coproductos y un pro-
ducto que no necesariamente coincide con el producto de R-Mod. Aparte
tenemos que si M = R, o[M] = R-Mod asi que el estudio de o[M] generaliza
a R-Mod. Ahora queremos describir como serian los médulos inyectivos ()
para esta categoria; es decir que un diagrama con fila exacta

0—A——>B

|

Q

se extienda con un mofismo B — () de forma conmutativa. También bus-
camos definir la capsula inyectiva en esta categoria de un médulo N € o[M]|
como un médulo @) € o[M] inyectivo en o[M]y 1 : N — @ sea un monomor-
fismo esencial.

1.2.1. Definicion y Propiedades

Definicién 1.2.1. Sea M y U R-mddulos. Decimos que U es M -inyectivo
st el siguiente diagrama con fila exacta se extiende conmutativamente con un
morfismo M — U.

O—K—M

|

U
La propiedad de que U sea M-inyectivo es equivalente a que el mapeo:

Hompg(f,U): Homgr(M,U) — Homg(K,U)

sea un suprayectivo para cada monomorfismo f : K — M. Aparte es sabido
que el funtor Hompg(—,U) es exacto izquierdo entonces tenemos que: U es
M-inyectivo si y sélo si Hompg(—,U) es exacto con respecto a la sucesion
exacta0 - K - M — N — 0.

El médulo U se llama auto-inyectivo (o quasi-inyectivo) si es U-inyectivo.
Si C es una subcategoria plena de R-Mod, decimos que el R-moédulo U es
inyectivo para C (o inyectivo en C si U € OBJ(C)) si U es M-inyectivo para
todo M € OBJ(C).

Primero se observan algunas propiedades de los médulos M-inyectivos
con respecto al producto:



Teorema 1.2.2. Sea gpM un R-mddulo y {Ux}a una familia de R-mddulos.

El producto en R-Mod, [, Ux es M-inyectivo si y solo si cada Uy es M-

inyectivo. Aparte si cada Uy estd en o[ M| entonces lo anterior también sucede
M

para el producto [, en o[M].

Demostracion. Sea ) — K J, M sea una sucesion exacta en R-Mod. Si cada
Uy es M-inyectivo, entonces, para cada p € A; el diagrama

0 K—1 m
1
HAU)\LUM

se puede extender conmutativamente con h, : M — U,. Como tenemos
una familia de morfismo h, : M — U, y por propiedades del producto
entonces tenemos un morfismo h : M — [[, Uy con hm, = h,; tenemos
fhmpu = fh, = gm, que implica fh = g.

Por otra parte si [[ Uy es M-inyectivo,

!

0 K M
gl
Un J>HA Ux

se extiende por 0 : M — [[, Ury €,y = 0f y tenemos v = m,e,y = m,0f. O
Se muestran otras propiedades de los médulos inyectivos.

Terorema 1.2.3. Sea U un R-mddulo entonces se tiene:

1.8i0— M L ML M — M es evacta en R-Mod y U es M inyectivo
entonces U es M' y M"-inyectivo.

2. Si U es My-inyectivo para la familia {My}, entonces U también es
DMy -inyectivo.

Demostracion. 1) Si tenemos f : M’ — M mono y el diagrama exacto

0—> K —> 0

)

Con la composicion fh es mono y U es M-inyectivo entonces extiste d : M —
U con 0 fh = gy tenemos que ¢ f : M — U extiende al diagrama.



Si tenemos g : M — M" epiy 0 — L NS Vi exacta, consideremos el
producto fibrado de h y g:

X e

\Lgl g

oy

!

U

I

)——

donde A’ resulta mono y ¢’ es epi. Como U es M-inyectivo podemos
extender por 0 : M — U tal que §h' = pg’. Ahora si consideramos a M" =
M/By L = X/B se observa que 8(B) = ¢¢ (B) = ¢(0) = 0. Asi que
Nuc(g) < Nuc() y podemos definir

v:M/B—U

m+ B — ¢(m+ B) = 6(m)

Entonces ¢¥g(m) = ¥ (m + B) = 0(m); g = 0. Parax € X, ¢(x + B) =
vg(r) = 0(x) = pg'(r) = @(x + B) por lo que ¢ extiende a ¢ y U es
M / B-inyectivo.

2)Sea U M,y-inyectivo para toda A € A, M = &M, y K C M. Para un
morfismo ¢ : K — U, consideramos:

F={h:L—-U|KCLCMyh|x =g}
Este conjunto lo ordenamos por:
[hl Ly — U] < [hg Ly — U} s L C L2yh2‘L1 =h

Observamos que F es un copo con ese orden, sea C = {h; : Ly — Ui € I}
una cadena no vacia de F. Si consideramos h’ : Zjel L; — U tal que > l; —
> hi(l;) h estd bien definido por el orden de C y por el Lema de Zorn; tiene
elemento maximo hg : Ly — U. Solo falta probar M = Lg, para lo cual sélo
es necesario probar M, C Ly para toda A € A. Consideramos:

OHLOF\IM)\HMA

|

h
Ly >

U

que se extiende conmutativamente por la hipotesis la My-inyectividad de U,
con hy: My —U.

10



Ahora consideramos el morfismo A’ : Ly + My — U tal que [ + my —
ho(l) + hx(my), estd bien definido; si tomamos [ + my, = 0, tenemos que
[ =—mjy € LyN My y por lo tanto h'(I +my) = ho(l) — ha(l) = 0. Entonces
h : Ly+ My — U es un morfismo de F y es mayor a hg : Ly — U. Por la
maximalidad de hg tenemos que los morfismos son iguales y nos da la igualdad
Lo + My = Ly que nos indica My C Lg, lo que termina la demostracién. [

Ahora con estos resultados obtenemos el siguiente teorema que caracteriza
a los modulos M-inyectivos.

Teorema 1.2.4. Son equivalentes para los R-modulos U y M :
1. U es M -inyectivo

2. U es N-inyectivo para todo submddulo finitamente generado (ciclico)
NcM

3. U es N-inyectivo para todo N € o[M], es decir U es inyectivo para
o[M].

Demostracion. Es clara de la proposicion anterior: si U es M-inyectivo en-
tonces también es inyectivo para los cocientes y submddulos de M, en par-
ticular los submodulos ciclicos N C M ;ahora recordando que cada médulo
estd generado por sus submodulos ciclicos podemos afirmar que si U es N-
inyectivo, con N los subméddulos ciclicos de M entonces es M-inyectivo y si
considermos a K un modulo subgenerado de M, U también es K-inyectivo
dado que K es submédulo de un cociente de un coproducto o suma directa
de copias de M. O

1.3. La Capsula M-inyectiva

En esta seccidon mostraremos la construccion de la capsula M-inyectiva
de un moédulo N; esta va a servir como la capsula inyectiva de un modulo
dentro de o[M] y esta al igual que el producto en o[M], no siempre va a
conincidir con su capsula inyectiva en R-Mod. Primero necesitamos estudiar
a los médulos inyectivos cogeneradores en o[M]. Recordemos que un cogener-
ador U de N estal queVf: L — N 3Jh: N — U, hf # 0, aunque también los
podemos caracterizar de forma que si N se sumerge en un producto directo
de copias de U.

Definicién 1.3.1. Un R-mddulo N es cociclico si dng € N tal que Vg : N —
M con ng & Nuc(g) implica que g es mono.

11



Primero observamos que si N es simple entonces es cociclico; si g : N —
M tal que Ing € Nuc(g) entonces como es simple, Nuc(g) = 0 por lo que
g es mono. Aparte vemos que si NV es cociclico y tenemos un monomorfismo
¢ : N — [[,Ux en R-Mod entonces 3\g € A tal que my,p : N — U,
es mono; para ver esto consideremos a ng € N como en la definicién de
que N sea cociclico, como 0 = Nuc(p) = [, Nuc(pmy) debemos tener que
no & Nuc(pmy,) para algin Ay € A, por lo que ¢m,, es mono.

Ahora podemos estudiar a los médulos inyectivos cogeneradores de o[M].

Teorema 1.3.2. Un mddulo inyectivo Q) en o[M] es cogenerador en o[M] si
y sdlo si cogenera a cada simple en o[ M]. Aparte como todos los simples son
cociclicos esto nos dice que Q tiene una copia de cada simple de o[M] como
submaodulo, salvo isomorfismos.

Demostracion. < Supongamos que todos los médulos simples en o[M] son
cogenerados por ). Sea f : L — N en o[M], necesitamos encontrar h : N —
Q talque hf # 0. Seal € L, f(l) # 0; consideramos la inclusién i : Rl — L'y
la composicion if : Rl — N, if # 0. Existe un submédulo méximo K C Rl
con Nuc(fi) C K. Como el cociente RI/K es simple y por lo tanto cociclico
y también cogenerado por () entonces aplicamos la ultima observacion de los
modulos cociclicos y afirmamos que es isomorfo a un submaédulo de ). Junto
con la proyeccion p : Rl/Nuc(fi) — RI/K obtenemos el diagrama exacto :

0 — Rl/Nuc(fi) —= N
0 RI/K Q

Este se puede extender con h : N — (@ por la inyectividad de ) y como
0 # p = hfi tenemos hf # 0. n

El siguiente teorema nos dice que la categoria o[M] tiene suficientes in-
yectivos.

Teorema 1.3.3. Sea M un R-mddulo:

1. 8i Q es un inyectivo en R-Mod, entonces Tr(M,Q) es inyectivo en
o[M].

2. Si Q) es un cogenerador inyectivo en R-Mod, entonces Tr(M,Q) es un
cogenerador inyectivo en o[M].

3. Todo mddulo en o[M] es submddulo de un inyectivo en o[M].

12



Antes de la demostracion del teorema veamos una relacion entre la traza
Tr(M,Q)y N un M-subgenerado

Lema 1.3.4. Si en el siguente diagrama P es la proyeccion candnica y i la
inclusion y h mono con h|y = f es decir N =2 h(N) = f(N); entonces N se
sumerge en Tr(M, Q).

MO —L= g

=

N

Demostracion. Sean € N — {0}, n ¢ K lo escribimos como n = (n;); + K;
como p es epi existe (n;); — (n;); + K con cada n; € M. Como sélo estamos
considerando el coproducto M) sélo hay finitos i’s en I talque n; # 0.
Definimos unos morfismos de la siguiente manera I : M — M () de tal
forma que m — (m;);, donde (m;); es cero en todas las entradas excepto en
la entrada j; es decir I} es la inclusién en la entrada j. Consideramos las I}
sOlo para las i’s tales que n; # 0, son un nimero finito. Componiendo con
hp tenemos un numero finito de morfismos ; : M — @ y como esta definido

f(n) =>",vi(n;), por lo que f(N) C Tr(M,Q). ]

Ahora la demostraciéon del teorema.

Demostracion. . 1) Si @ es inyectivo en R-Mod y tenemos el diagrama con
filas exactas en o[M];

Tr(M, Q)

como @ es inyectivo y Tr(M, Q) C @ tenemos un morfismo de if : K — @
y podemos extender conmutativamente con h : M — @, hl = if. Ahora
como Im(h) C Tr(M,Q), tenemos que con h se extiende un morfismo de
M — Tr(M,Q), por lo que Tr(M, Q) es M-inyectivo.

2) Sélo es necesario considerar los simples S en o[M], como son cociclicos
y cogenerados por (), se sumergen en solo una copia de () y por la inyectividad
de Q el siguiente diagrama se extiende con un morfismo o : M) /V — Q:

MDDy

v

Si

13



por el lema previo tenemos S C Tr(M, Q).

3) Si tenemos un cogenerador inyectivo () en R-Mod este en particular
cogenera a N € o[M] por lo que N se encaja en un producto Q*, este también
es inyectivo y tenemos un situacion similar a la anterior:

MWDK —Q*

1.7

N

y tenemos que N C Tr(M, Q") que es un cogenerador M-inyectivo. ]

Lo que podemos observar es que los cogeneradores inyectivos en R-Mod
juegan un papel muy importante para encontrar a los M-cogeneradores inyec-
tivos y los cogeneradores inyectivos en R-Mod se pueden encontrar a su vez
por medio de los cogeneradores inyectivos de Z-Mod, los grupos abelianos.
Recordemos que pHomgz(R, B) es un cogenerador inyectivo para R-Mod si
B lo es para los grupos abelianos, Z-Mod. Como en Z-Mod ser inyectivo es
equivalente a ser divisible (decimos que un R-médulo N es divisible si para
todo s € R que no sea un divisor de cero y para todo n € N, existe m € N
tal que sm = n) entonces 7Q y zR son divisble y por lo tanto inyectivos. Los
cocientes de divisibles son divisibles por lo que Q/Z y R/Z lo son y estos si
son ejemplos de cogeneradoes inyectivos para Z-Mod. Los simples son de la
forma Z/pZ = 7, para un primo p y tenemos que

7/p7 — QJZ, z+pZ — z/p+ 7

estd bien definido y es mono. Entonces tenemos que Q/Z es cogenerador y
como Q/Z C R/Z, R/7Z también lo es.

La siguiente propiedad de como se comportan los complementos de los
submodulos nos ayudard para encontrar la capsula inyectiva.

Lema 1.3.5. Sea K C N y K’ complemento de K en N y K" complemento

de K' de N con K C K". Si N es autoinyectivo entonces K" es sumando
directo de N.

Demostracion. Como K’ N K” = 0 si consideramos i : K” — N la inclusién
y p: N — N/K la proyeccién candnica, la composicién pi es mono. Como
N es autoinyectivo se tiene que

OHK”HPN/K/

!

N
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se extiende conmutativamente por h : N/K' — N con i = hpi. Recorde-
mos que bajo estas mismas hipétesis se tiene que (K + K')/K C, N/K y
lo aplicamos a Im(pi) = (K" + K')/K' tenemos que es esencial en N/K’.
Observamos que entonces h es mono; si tenemos = € N/K’ no cero, como la
imagen es esecial tenemos que Ir # 0, rx € Im(pi), rx # 0, tomamos z € K"
talque 0 # z — rz, tenemos ahora que z = h(rz) = rh(x) = 0, lo que da una
contradiccién y b = 0y h es mono. Siguiendo tenemos que h(N/K') = N/K’
aparte es extension esencial de K y K” y recordando que K” es la extension
maxima de K en NV, nos da que h(N/K') = K" entonces pi tiene inversa por
la izquierda y es un isomorfismo que nos da N = K’ + K”. ]

Definicién 1.3.6. Sea N € o[M]; Un mddulo E € o[M] con un morfismo
€ : N — E se le llama cépsula inyectiva de N en o[M| si E es M -inyectivo
y € es un monomorfismo esencial.

Usualmente a la capsula inyectiva de N en o[M] se le llama capsula M-
inyectva de N y se denota por Ey(N) y para R-Mod se denota E(N), en
general estas no coinciden. Usando lo anterior podemos describir a la capsula
M-inyectiva. Las capsulas inyectivas son tnicas salvo isomorfismos.

Teorema 1.3.7. Sea M un R-mddulo.
1. Todo mddulo N € o[M] tiene cdpsula inyectiva en o[M].
2. Exqf(N) X Tr(M,E(N)).

Demostracion. 1) Sea N € o[M] entonces estd contenido en un inyectivo Q) €
o[M]. Si tomamos el N’ un complemento de N en @) y N” un complemento
de N’ con N C N”; por la proposicién anterior, N C, N’ y N” es sumando
directo de () y por lo tanto es M-inyectivo. Por lo tanto la inlcusiéon ¢ : N —
N" es una cépsula M-inyectiva de N.

2) Sea N € o[M] y su cépsula inyectiva en pMod, E(N). Por la misma
observacion del teorema de los médulos inyectivos cogeneradores tenemos que
N Cc Tr(M,E(N)) C E(N) y vemos que N C. Tr(M, E(N)); aparte como
E(N) es inyectivo , Tr(M, E(N)) es M-inyectivoy N — Tr(M, E(N)) es un
cédpsula M-inyectiva de N. Finalmente tenemos que N = Tr(M, E(N)). O

1.4. Mobdulos de Torsion sobre 7Z

En esta seccién vamos a estudiar un ejemplo concreto de o[M] que va
a constituir a los médulos de torsién de los grupos abelianos, este ejemplo
seguird siendo de interes mas adelante.
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Definicién 1.4.1. Para un grupo abeliano M se definen el subgrupo de
torsion T'(M) := {a € M|3z € Z; [z # 0,za = 0]}

A M se le llama de torsion si M = T(M); es decir para todo m € M
existe n € N no cero talque na = 0 o se le dice de p-torsion para un primo p
si para todo a € M existe k € N tal que p*a = 0; y se define la p-componente
de M como p(M) := {a € M|p*a = 0 para alguna k € N} . Por otra parte
se le dice libre de torsion si T'(M) = 0.

Lema 1.4.2. Todo modulo de torsion M sobre 7 es suma directa de sus
componentes p primarias(p-componentes): M = &{p(M)|p primo }.

Demostracion. Primero mostraremos que M = > {p(M)|p primo }: Para
a € M tenemos que (0 : a) = nZ y consideramos su factorizacién en primos
n = p]fl ...p¥ para diferentes primos py, ..., p,. Por su construccién los ntimeros
n; =n/ pfi tiene como maximo comin denominador 1, por lo tanto podemos
encontrar un combinacién lineal con ay, ..., a,. € Z que > a;n; = 1. Entonces
tenemos que a = ajnia+ ... + a,n.a y por construccion cada a;n;a € p;(M).

Falta ver que la familia {p(M)|p primo } es una familia independiente de
submddulos. Sea a € pi1(M) N (p2(M) + ... + pi(M)) para diferentes primos
P, ..., p;. Entonces tenemos que plfla =0y p’§2 ...pfla = 0 para algunos k; € N.
Como plfl y pl;?...pf’ son primos relativos tenemos una combinacién lineal del
1; y nos sucede que a = la = (ap* + ozgpg?..pf’)a =0. O

Si recordamos que Q/Z es cogenerador de Z-Mod y las componentes
primarias de él se denotan por Z,~ y por lo anterior tenemos

Q/Z = &{Zye|p primos}.

Teorema 1.4.3. 1. 0[Zy=| = 0[BnZyn| es la subcategoria de los mddulos
de p-torsion en Z-Mod.

2. 0|Q/Z] = o[®nZ,] es la subcategoria de mdédulos de torsion de Z-Mod.

Demostracion. 1) Todo ciclico de p-torsién es de la forma Z,. para alguna k €
N. Entonces ®nZ,» es generador para los médulos de p-torsién. El morfismo

Zy — p(QJZ); 2+ "7 — z/p" + Z

esta bien definido y es mono, podemos ver ahora a Z,» como submodulos
de Zy. Obtenemos o[Zy=| = o[®nZyn]. Aparte observamos que Zy~ es co-
generador para esta categoria y @®nZpyn es generador. De forma similar se
demuestra 2) y se observa que para esa categoria Q/Z es cogenerador y
PBnZy, es generador. O
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Capitulo 2

Teorias de Torsion y Clases
Naturales

En este capitulo se van a definir y a estudiar las teorias de torsién y las
clases naturales en R-Mod y en o[M]. Los siguientes capitulos se tratardn
directamente con teorias de torsién y clases naturales en o[M]. En este cépitu-
lo y el por el resto del trabajo se trabajara con clases de moédulos que son
cerradas bajo ciertas propiedades. Por comodidad diremos que una clase
C C R-Mod es cerrada bajo cocientes si en realidad es cerrada bajo imagenes
homomorficas, por otra parte diremos que una clase C C R-Mod es cerrada
bajo submaddulos si cada que tenemos N — M un monomorfismo y M € IC
entonces también N € .

2.1. Teorias de Torsion

Definiremos las Teorfas de Torsién en R-Mod, la generalizacién a o[M]|
se dejard para después. Se definiran las teorias de torsién como un pareja
ordenada de clases de R-Mod, aunque en muchos textos se usan definiciones
diferentes aqui se veran las equivalencias entre ellas.

Definicién 2.1.1. A una clase C C R-Mod; se le llama clase de pretorsién
si C es cerrada bajo cocientes y bajo sumas directas y se le llama clase libre
de pretorsion si es cerrada bajo submodulos y productos directos.

Definicién 2.1.2. Una Teoria de torsion en R-Mod es una pareja ordenada
de subclases de R-Mod; (T ,F) tales que satisfacen:

1.YT €T, VFeF Hom(T,F) = 0.
2. SiVF € F Hom(C,F) =0 entonces C € T.
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3. SiVT € T Hom(T,C) =0 entonces C € F.

A la clase 7 de una teoria de torsién (7, F) se le llama clase de torsion
y a los médulos de ella se les llama maodulos de torsion, por otra parte a la
clase F se le llama clase libre de torsion y a los mddulos de ella se les llama
modulos libres de torsion. Como ejemplos de teorfas de torsion (t.t.) se tienen

las triviales es decir; ({0}, R-Mod) y (R-Mod,{0}) son t.t.
Lema 2.1.3. Son equivalentes para (T, Fy) y (T2, F2) t.t.:
1. T CT.

2. Fo C Fi.

Demostracion. (1 = 2). Supongamos 73 C Ty y sea Fy € Fo. Si T € T,
como 7; C 7, entonces Hom(T, F) = 0 y por definicién de t.t. Fy, € Fj.
(2 = 1) analogo. O

Como consecuencia de esto le podemos dar un orden parcial a las teorias
de torsién. Decimos que (77, F1) < (T3, F2) si Ty C T,

Para una subclase C C R-Mod definimos
Fe={F € R-Mod|Hom(C,F) = (0VC € C}
y también
Te ={T € R-Mod|Hom(T, F) = OVF € F¢}
Antes del teorema podemos observar que C C 7¢.

Teorema 2.1.4. Para una subclase C C R-Mod la pareja ordenada (7c, Fe)
es una t.t. y Ic es la menor clase de torsion que contiene a C.

Demostracion. Es claro que se satisface 1) de la definicién 2.1.2. Por otra
parte si Hom(M, F) =0 VF € F¢ entonces M € 7¢ por lo que se cumple 2)
de 2.1.2 . Si Hom(T, M) =0 VT € 1c; Hom(T, M) = 0 VT € C y entonces
tenemos M € Fe, por lo que se cumple 3) de 2.1.2 y (Z¢, F¢) es una t.t.
Ahora si (77, F') es t.t. y C C 7. Es necesario ver que 7o C 7' lo que
es equivalente a F' C Fe. Sea F' € F' entonces V1" € T" Hom(T', F') = 0
en particular Hom(T, F') = 0 VT € 7¢. Por la definicién tenemos F’ € Fg;
F C Fe O

Alat.t. (Z¢, F¢) la llamamos Teoria de Torsion generada por C. De forma
dual podemos definir la Teoria de Torsion cogenerada por C; se define como:

T¢ = {T € R-Mod|Hom(T,C) =0 YC € C}

F¢ ={F € R-Mod|Hom(T,F) =0VT € T}
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Teorema 2.1.5. Para una clase C C R-Mod, la pareja (T, F€) cogenerada
por C es una t.t. y se tiene que FC es la menor clase libre de torsion que
contiene a C.

Demostracion. Observamos que C C FC. Por construccién satisface 1) de
2.1.2 Si tenemos que Hom(M,F) = 0 para todo I € F¢ en particular
Hom(M, F) = 0 para todo F' € C por lo que M € 7€ y se cumple 2) de
2.1.2. Si Hom(T, M) = 0 para todo T' € T¢ entonces M € F¢; lo que indica
que se cumple 3) de 2.1.2.

Ahora si tenemos (77, F') una t.t. tal que C C F'; queremos ver que F¢ C
F' pero esto es equivalente a 7/ C T¢. Sea T' € 7', entonces Hom(T, F) =0
para todo F' € F', en particular Hom(T, F') = 0 para todo F' € C por lo que
TeTC. O

Al principio definimos las clases de pretorsion y libres de pretorsion como
clases cerradas bajos ciertas propiedades y después definimos las clases de
torsién y libres de torsion en funcién del Hom; a continuacion se daran
caracterizaciones de las teorias de torsion y nos diran que como se espera, las
clases de torsion son clases de pretorsion y las libres de torsién también son
clases libres de pretorsion. Pero primero necesitamos un par de proposiciones.

Propiedad Universal de Nicleo 2.1.6. Si 0 — L LM 5N 0 es
exacta y o : M — A es tal que af =0 entonces existe un unico o/ : N — A
tal que o'g = «.

Demostracion.
0—L—"=M—2=N—=0
\ la/
A
Definimos a o : N — A como y — a(z) si g(r) = y. Si tenemos que

g(x) = g(z'), tenemos que g(x — ') = 0 por lo que x — 2’ € Nuc(g) = Im(f);
entonces por hipotesis a(z —2') = 0y a(x) = «a(z') por lo que estd bien

definido. n

Propiedad Universal de Contcleo 2.1.7. §i0 — L L M5 N0 es
exacta y o : A — M es talque goo = 0 entonces existe un unico o : A — L
tal que fo' = a.

Demostracion.
f g

N4
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Definimos a o/ : A — L como = — y si f(y) = a(z). Si a(z) = f(y) = f(V/)
como g(e(z)) =0, g(f(y)) = 9(f(¥)) yy =", O

Lema 2.1.8. Sea T una clase de pretorsion y F una clase libre de pretorsion.
Para un mddulo M existe el mayor submddulo de pretorsion. Ademds existe
el menor submaodulo de M cuyo cociente es libre de pretorsion.

Demostracion. Consideremos a {N;};cr la familia de submddulos de M que
son moédulos de pretorsion. Como 7 es una clase de pretorsion; consideramos
@ierN; = > ;e Ni por lo que > ., N; es el mayor médulo de pretorsion.
Por otra parte consideremos a {N,};c; la familia de submédulos de M
cuyo cociente es libre de pretorsion. Como F es una clase libre de pretorsion,
[L.c; M/N; sigue siendo libre de pretorsién; ahora consideramos a o : M —
[L.c; M/N; dado por x — (x + N;);; tenemos que Nuc(a) = (),c; N; por lo
que M/ (;c; Ni se sumerge en [[,., M/N; y siguen siendo libre de pretorsion.
(Nics Vi es el menor submédulo de M cuyo cociente es libre de pretorsién. [

Para una clase de pretorsion 7 denotamos al mayor submaédulo de torsién
de M como T (M) o T-(M) si se quiere hacer referencia a la t.t. 7 = (7, F).

Teorema 2.1.9. Son equivalentes para una subclase T C R-Mod.:

1. T es un clase de torsion para alguna t.t. (T, F).

2. T es cerrada bajo cocientes, sumas directas y extensiones.
Demostracion. (1 = 2).
» T es cerrada bajo cocientes. Sean T' € T y T LN epimorfismo. Si
F € F entonces Hom(N,F) = 0 ya que si « : N — F tomanos
TLN&FesdecirafeHom(T,F):0porloquea:OyN€T.
» 7 es cerrada bajo sumas directas. Si {My}taer € 7 y consideramos

F € F. Tenemos entonces que Hom(&M,, F') = [[ Hom(M,, F') pero
como Hom(M,, F') = 0 Va € I tenemos &M, € 7T.

» T es cerrada bajo extensiones. Sea 0 — T} — M — T, — 0 exacta y
T, I,eT.SiFeFya:M— F consideramos

como «af € Hom(Ty,F) = 0 y por la propiedad universal de nicleo
2.1.6 lo extendemos por o : To — F que o’g = a pero o deber ser 0 y
también o = 0.
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(2 = 1) Tomemos la t.t. generada por 7, (77, F); es decir
F=A{F|Hom(T,F)=0VT €T}y T ={T'|Hom(T',F) =0 VF € F}

Falta ver que 7' = 7 para lo que sélo es necesario ver que 7' C 7. Sea T’ €
7" entonces Hom(T',F) =0 VF € F. Como 7 ya es una clase de pretorsiéon
(cerrada bajo cocientes y sumas directas) existe el mayor submdédulo T de
T'; T € T. Entonces es necesario ver que 7' = T", supongamos que 7"/T € F
en este caso tendriamos que 7"/T € T'NF = {0} por lo que 7" =T..

Para ver que si sucede que 7"/T € F consideremos a 0 # o : Ty — T"/T
con Ty € T entonces 0 # a(Ty) € T. Escribimos a(7Ty) = L/T con T C L C
T'. Consideramos

0—-T—L—L/T—0

es exacta y como 7 es cerrada bajo extensiones L € 7 lo cual contradice la
eleccién de T', « = 0 y concluimos que Hom(T1,7"/T) =0y T"/T € F. O

Teorema 2.1.10. Son equivalentes para una subclase F C R-Mod.:
1. F es una clase libre de torsion para alguna t.t. (T,F).
2. F es cerrada bajo submodulos, productos directos y extensiones.

Demostracion. (1 = 2).

= F es cerrada bajo submédulos. Si N % F € F monomorfismo y sea
TeTya:N—T tenemos que i : T — F por lo que debe ser 0 y
a=0; Hom(T,N) =0 por lo que N € F.

» F es cerrada bajo productos directos. Si {M;}ie; C F y T € T sabe-
mos que Hom(T,[[,c; M;) = [lie; Hom(T, M;) pero Hom(T, M;) =
0 para todo i € I. Por lo tanto Hom(T,[[,.; M;) = 0 y tenemos
[Lc, M € F.

» F es cerrada bajo extensiones. Sea 0 — [} LN Fy — 0 exacta y
F,Fy € F.Sitenemos a: T — N con T € T consideramos:

0 Fy N

tenemos que ga : T'— F, que deber ser 0 y por la propiedad universal
de conucleo 2.1.7 existe o' : T — F} de forma que conmuta el diagrama
pero o = 0 y eso indica que o = 0.
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(2 = 1). Similar al teorema anterior sélo que esta vez consideraremos a
la t.t. cogenerada por F, (7, F'):

T = {T|Hom(T,F) = 0VF € F} y ' = {F'|Hom(T,F') = 0 ¥T € T}

Solo es necesario ver que F' C F. Sea F' € F'. Como F es una clase libre
de pretorsién (cerrada bajo submdédulos y productos) encontramos el menor
submédulo C' de F’ tal que el cociente estd en F. Si probamos que C' € T
tenemos que que C' = 0 y por lo tanto F’ € F.

Para probar C' € 7, tomemos F} € Fy 0 # «: C — F;. Como 0 # «,
Ker(a) # Cy o(C) =2 C/Ker(a) € F. Consideremos

0— C/Ker(a) — F'/Ker(a) — F'/C — 0

es exacta y como F es cerrada bajo extensiones, F'/Ker(a) € F lo que
contradice la eleccién de C', lo que indicaa =0y C € 7. m

2.2. Teorias de Torsion Hereditarias

Al final del capitulo anterior para Z-Mod se definieron los grupos de
torsién y los libre de torsién, esas definiciones se pueden extender a R-M od.
Sin embargo ahora aparece la confunsion entre nombres y definiciones de
diferentes conceptos.

En esta seccion se introducira el concepto de preradical para poder aclarar
estas dificultades y se veran algunas propiedades entre prerradicales y las
t.t. Pero principalmente usamos los preradicales para definir las teorias de
torsion hereditarias que seran con las cuales se estard trabajando principal-
mente. Aunque la definicién de preradical se generaliza a categorias aqui solo
trabajaremos en R-Mod. Las propiedades y el estudio de los prerradicales es
demasiado extenso y aqui no se desarrollard a fondo, sélo lo necesario para
continuar nuestro estudio.

Definicién 2.2.1. Un prerradical en R-Mod es un subfuntor r del funtor
identidad, es decir r asigna a cada M un submddulo r(M) tal que si tenemos
v : M — N tenemos que p(r(M)) < r(N) . Esto se puede expresar como
que el siguiente diagrama conmuta:

<P|T(M)

r(M) —=r(N)
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A la clase de prerradicales en R-Mod se le denota R-Pr y podemos definir
dos operaciones. Si r, s € R-Pr definimos:

» rs: R-Mod — R-Mod como M — r(s(M))

» (r:s): R-Mod — R-Mod como r : s(M) es tal que (r: s)(M)/r(M) =
s(M/r(M))

Decimos que un preradical r es idempotente si rr =1 (r(r(M)) = M VM) y
decimos que es radical sir:r=r (r(M/r(M))=0).
Dado un prerradical r le asociamos dos clases de médulos:

7, = {Mlr(M) = M} y F, = {M|r(M) = 0}

como era de esperarse la clase 7, es una clase de pretorsién y la clase F,
es una clase libre de pretorsién, y cumple que Hom(M,N) = 0 para M €
7., N € F,.

Por otra parte si tenemos una clase de pretorsion C podemos definir un
prerradical idempotente

re : R-Mod — R-Mod

CcOo1mo

M — > {N,|N; < M, N; € C}

Notemos que este es un prerradical idempotente y que r¢(M) es el mayor
submoédulo de M que pertenece a C.

Corolario 2.2.2. FEuxiste una asignacion biyectiva entre la clase de prerrad-
icales idempotentes y las clases de pretorsion (R-Prtor).

Ahora se puede ver que el estudio de las teorias de torsién esta ligado al
estudio de los prerradicales, ahora si los prerradicales tienen mas propiedades
las clases 7, que definen tendran mas propiedades y reciprocamente si con-
sideramos ahora teorias de torsién o teorias de torsion hereditarias los pre-
rradicales que determinan deberian tener mas propiedades.

Antes de continuar se mencionan algunas propiedades de los radicales y
prerradicales.

Proposicién 2.2.3. Sea r un radical en R-Mod; entonces (M) es el menor
submdédulo de M talque M/r(M) € F,
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Demostracion. Para empezar vemos que r(M) cumple, es decir que se tiene
r(M/r(M)) = 0. Como r es radical, r(M/r(M)) = 0 por lo que M/r(M) €
F. . Ahorasi N < M y M/N € F,. Tomamos el diagrama conmutativo

M Y -~ M/N

Plr(ar)

r(M)——=7r(M/N)=0

obtenemos (M) < Nue(p) = N. O

Observemos que si r es un prerradical idempotente entonces F, es cerrada
bajo extensiones; si A,C' € F, tenemos que r(A) = r(C') = 0. Entonces
r(B) < Nuc(g) = Im(f) = Ay por eso r(B) =rr(B) <r(A) =0.

f g

0 A B C 0
T
r(A) —=r(B) —=r(C)

Recordemos que un funtor r exacto izquierdo es tal que para toda 0 —
A — B — C — 0 sucesion exacta tenemos que 0 — r(A) — r(B) — r(C) es
exacta.

Lema 2.2.4. Son equivalentes para r un prerradical:
1. r es un funtor exacto izquierdo.
2. Si N < M entonces r(N) =r(M)NN.
3. r es idempotente y T, es cerrada bajo submaodulos.

Demostracion. (1 = 2). Si tenemos el diagrama con el primer renglén exacto

0 N M—2>M/N——0

o

0 ——>7(N) ——r(M) —=r(M/N)

Nuc(prary) = N Nr(M) por lo que el segundo renglén es exacto si y sélo si
r(N)=Nnr(M).
(2= 3). Como r(M) < M, rr(M) =r(M)Nr(M)=r(M), r es idem-
potente. Si 7, = {M|r(M)=M}y N <M, r(N)=NNM = N.
B3=2).7(N) < NyN<M=r(N)<r(M)Porloquer(N)<NN
r(M). r(M) € 7, por ser idempotente y cerrado bajo submédulos entonces
r(M)NN =r(r(M)NN) <r(M). O
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Si tomamos una t.t. (7, F) y el prerradical idempotente definido t7 (M) =
> {N; < M|N; € T} podemos encontrar una caracterizacién para los médu-
los libres de torsion: M € F <= t7r(M) = 0. En efecto si M € F entonces
tr(M) < M y tr(M) € T nF = {0}. Por otra parte si t7(M) = 0 recorde-
mos que M € F <= Hom(T,M) = 0 VT € 7 y usando el digrama
conmutativo siguiente:

T M

| |

T = t7(M)—=ty(M) =0

Obtenemos que Hom(T, M) =0VT € T.

Observamos tambien que el prerradical idempotente t7 es radical. En
efecto, tq—(M/tT(M)) =0 «~— M/tT(M) e F.Si L/tT(M) < M/tT(M) y
L/tr € T vemos que por la sucesién exacta

0—tr(M)— L — L/tyr(M) — 0

y por la cerradura bajo extensiones L € 7. Lo que indica L < t7(M) y
L/tr(M) =0y se concluye M /tr(M) € F.

Por otra parte si tomamos un radical idempotente r las clases (7;, F,) for-
ma una t.t. La Unica dificultad es probar la segunda condicién de la definicion:
Si Hom(C,F) = 0 VF € F, entonces C' € 7. Supongamos que r(C) # C
entonces C/r(C) # 0. Pero como r es radical r(C'/r(C)) = 0 lo que indica
que C'/r(C) es libre de torsién que es una contradiccién.

Lo anterior se resume en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Hay una asignacion biyectiva entre las t.t. (R-Tor) y los
radicales idempotentes.

El siguiente teorema juega un papel muy importante en la definicion de
las teorias de torsion hereditarias.

Teorema 2.2.6. Para una t.t. (T,F) son equivalentes:
1. T es cerrada bajo submddulos.
2. F es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Demostracion. Recordemos que a (7, F) se le asocia un radical idempotente.
(1 = 2). Como 7 es cerrada bajo submdédulos y 7 es idempotente se

cumplen las condiciones del lema anterior. Sea F' € F; F <., E(F'). Tenemos
que 0 =t(F) =t(E(F))N F entonces t(E(F)) =0y E(F) € F.
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(2=1).SeaT € T y C <T. Podemos encontrar un morfismo f: 7 —
E(C/t(C)) tal que fi = #'p por hipétesis E(C/t(C)) € F por lo que f =0
entonces p=0y C =t(C) e T.

]

Definicién 2.2.7. A una t.t. (T,F) que cumple las condiciones del teorema
2.2.6 se le llama Teoria de Torsién Hereditaria.

Como consecuencia del lema 2.2.4 y la definiciéon 2.2.7 tenemos.

Corolario 2.2.8. Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de
torsion hereditarias y los radicales exactos izquierdos.

Las teorias de torsién hereditarias son aquellas con las que se trabajara la
mayor parte de tiempo, muchos autores nombran directamente a las teorias
de torsion hereditarias solo como teorias de torsién. Los teoremas siguientes
son de importancia para dar una caracterizacion de las t.t. hereditarias a
partir de modulos inyectivos.

Proposicién 2.2.9. Una t.t.hereditaria (T,F) esta generada por la familia
de los modulos ciclicos que estan en T .

Demostracion. Notemos que M € 7 <= Rx €T Vx € M. H

Teorema 2.2.10. Una t.t. (T,F) es hereditaria si y sélo si puede ser co-
generada por un modulo inyectivo.

Demostracion. (=). Sea E' = [[,c4 E(R/A) donde A = {A < R|R/A €
F}. Como (7,F) es hereditaria E' € F asi que Hom(T,E') = 0 VT € 7.
Tomamos la t.t. cogenerada por FE'.

T ={T|Hom(T,E) = 0}

Fr = {F|Hom(T,F) =0VT € T/}

Por otra parte si M ¢ 7T entonces 30 # x € M talque Rx ¢ 7. Debe existir
FeFy0#a:Rrx— F,a(Rr) = Ra(r) < Fy Ra(zx) = R/(0: a(x)) €
F.
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0 Rz

b

Ra(x) = R/(0: afd)) — E

M

Existe un morfismo f : M — E’ que hace que el diagrama conmute y
f#0; Hom(M,E") # 0. Se concluye que T' € 7 <= Hom(T,E) = 0 es
decir T = Tg.

(«<). Sea E inyectivo y su t.t. cogenerada (7,F). p.d. (7,F) es heredi-
taria. Sea M € T y L < M, si a : L — E entonces

O——L—>M
E
existe o/ : M — E tal que o/, = o. Como M € Ty entonces o/ =0y o = 0;
LeTg. O

Teorema 2.2.11. Sea (7, F) una t.t. hereditaria cogenerada por E inyectivo
entonces se tiene M € F <= 3IM — EX monomorfismo para algin
conjunto X.

Demostracion. (<). Es claro de la definicién. (=). Sea M € F se cumple que
VO£Ax€e€MRx g T.T ={M|Hom(M,E =0)} entonces 30 # o : Rx — F

0—> Ry ——> M

E
Jdo/ : M — E tal que o/y, = . Ahora definimos donde I = Hom(M, E)

n:M— E!

z = (p(2))ger

Si x # y entonces z — y # 0 entonces 3o’ : M — FE tal que o/(z —y) #0
entonces o'(z) # o/(y); lo que concluye que 1 es monomorfismo. ]

En conclusiéon dada una t.t hereditaria (7, F) podemos tomar un inyec-
tivo E para describirla como:

T ={T|Hom(T,E) =0}

F = {F|3F — E* monomorfismo} p.a. X conjunto
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2.3. Clases de Moddulos

Las clases de pretorsion, de torsion hereditaria, libres de torsién, etc. estan
caracterizadas por las propiedades bajo las cuales son cerradas, es decir las
de pretorsion son cerradas bajo cocientes y sumas directas pero si es de
pretorsion hereditaria también lo es bajo submoddulos. Ahora otra clase de
modulos con la que hemos trabajado es o[M] para un médulo M. Esta clase
forma una subcategoria plena de R-Mod y como ya se vio es cerrada bajo
cocientes, submédulos, sumas directas pero cerrada sélo bajo capsulas M-
inyectivas. El siguiente Lema ayuda a relacionar el concepto de o[M] con el
de las clases de este capitulo.

Definicién 2.3.1. Para una clase de modulos A, seleccionamos un conjunto
{X.}ier de representantes bajo isomorfismo de submddulos ciclicos de A, es
decir VA € A yVa € A (Ra no necesariamente pertenece a A), erxiste un
i € I para el cual Ra = X;. Entonces definimos a M4 = Bie1{X;}

Lema 2.3.2. Para una clase A de mddulos se tiene:
1. o[M 4] es la menor clase de pretorsion hereditaria que contiene A.
2. A es una clase de pretorsion hereditaria si y sélo si A = o[M4].

Demostracion. Es claro que o[ M 4] es una clase de pretorsion. La interseccién
de las clases hereditarias de pretorsion que contienen a A es tambien una clase
de pretorsién hereditaria y contiene a o[M 4]. Sélo falta ver que A C o[ M 4].
Para N € Ay x € N, Rt - My es mono y Rx € o[My]. Por lo que
N =>{Rzx|x € N} € o[M,]. 2) se sigue de 1). O

Corolario 2.3.3. Una clase A de médulos es una clase de pretorsion hered-
itaria si y sélo si A = o[M] para algin médulo M.

2.4. Clases Naturales

Definicién 2.4.1. Para una clases no vacia F definimos la clase d(F) y la
clase ¢(F) mediante:

d(F)={N € R-ModV0£W <N, 04V <W, V— Ap.a. Ac F}

o(F) = {W € R-ModN0O £V <W, V o> AVA € F}
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Los operadores d y ¢ se pueden aplicar a cualquier conjunto no vacio o
clase de médulos. En otras palabras d(F) son los médulos N tal que todos
sus submoédulos no cero W tienen un submoédulo V' que se sumerge en algin
moédulo A € F, mientras que ¢(F) son los médulos W que ningiin submaédulo
no cero se puede sumergir en algin A € F. Observemos que:

c(c(F))={NNO#W < N, W AVA € ¢(F)}
={N[VO#W <N, 0#V <W, V—AecF}
= d(F)

Sea F' = {N|N — Ap.a. A € F},es decir F pero cerrada bajo submédu-
los; es decir F’ es la menor clase hereditaria que contiene a F. Entonces
podemos simplificar como:

(F)=c(F)={WNO£V <W, V&F}

Ahora de las defincion 2.4.1 se ve que ¢(c¢(F)) = c(c(F')) = d(F') y ya
vimos que d(F) = c(¢(F)), por lo que se piensa a d y ¢ como operadores
complementarios. Podemos ver que ¢(F) Nd(F) = {0}. Cuando solo se usa
un médulo en vez de una clase abreviamos ¢({P}) = ¢(P) o d({P}) = d(P).
Si F = () tenemos que ¢(f) = R-Mod y d(@) = {0}. El concepto de clase
natural esta ligado a estos dos operadores y muchas de sus propiedades se
expresan por medio de ellos.

Definicion 2.4.2. Una clase no vacia de modulos K es una clase natural si
es cerrada bajo submaodulos, sumas directas arbitrarias y capsulas inyectivas.

A la coleccién de todas las clases naturales en R-Mod se le denota N'(R).
Para el estudio de las clases naturales usaremos el siguiente lema. En el
siguiente enunciando denotaremos (x)* = {r € R|rx = 0}.

Argumento de Proyeccién 2.4.3. Sea una familia de médulos {Wy}aen
y 0 # x € E(®acaW,). Entonces existe « € A, 0 #r € Ry 0 #w e W,
talque 0 # Rrax = Rw < W, con (rx)* = w.

Demostracién. Tenemos que Rz N @, W, # 0 lo que implica que N N
D,cr Wi # 0 para algin I C A finito. Sea K un subconjunto maximo
de F tal que N NMjex W; = 0. Sea j € F'— K entonces N = Rz N (W; @

(Dicx Wi) # 0.
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— 3ol —

Sea rz € N entonces 1z = wj, ® >, w;, si r'x = w;, & Y, w; entonces
re —r'z =) . w; pero Rx NP, W; = 0 entonces rz = r'z, por lo tanto si
rz € N, rz queda determinado por W;. Sea rz = w; Y, w; € N tomemos
el morfismo Rrz — Ruw; el cual es suprayectivo y si sw; = s'w; entonces
(s=shw; =0, (s=5)rz = (s—s)w;+(s—5") D, w; entonces srx — s'rz =
> w; por lo tanto srx — s're = 0. Entonces Rrz =2 Rw;.

Ahora si stz = 0 = sw; + sY_, w; entonces sw; = sy . w; lo que
implica que sw; = 0 por lo tanto rot C wj, s1 sw; = 0 entonces srr = sw; +

- N _ Ll
$Y g Wi = 8 w; lo que implica que srz = 0. Por lo tanto w; = rz~ O

Es decir, el argumento de proyeccién dice que todo submédulo no cero de
E(Y".ca Wa) contiene un submédulo no cero isomorfo a un submédulo de
algun W,.

Teorema 2.4.4. Lo siguiente sucede para una clase no vacia de modulos F:
1. d(F) y c(F) son clases naturales y d(F) N e(F) = {0}.
2. d(F) =
3. VK € N(R), K = ¢(c(K)).

(c(F)) es la menor clase natural que contiene a F.

Demostracion. 1). Para d(F); claramente es cerrada bajo submdédulos, si
tomamos N € Fy 0 # W < E(N) tenemos que como N <, E(N), 0 #
NNW < Nporloqueexiste 0 £V < NNW < W tal que V — A € F.
Para ver que también es cerrada bajo sumas directas sélo es necesario aplicar
el argumento de proyeccién a los submédulos de > ., Wo < E(3° o Wa).
De forma similar usando al argumento de proyeccién 2.4.3 ¢(F) es una clase
natural. También ya se observé que d(F) Ne(F) = {0}.

3) Para todo 0 # M € ¢(c¢(K)), usando el Lema de Zorn podemos en-
contrar Zae A Va < M talque 0 # V,, € K. Si consideramos las familias
independientes de submédulos de M que estan en K resulta que no es vacia
porque dado que K es una clase natural; podemos encontrar una familia in-
dependiente maxima y la suma de esta debe ser esencial en M porque si no lo
fuera contradiria la maximalidad de ella. Por lo que M € K y K = ¢(¢(K)).

2) F Ce(e(F)). Si F C K e N(R), tenemos que c(c¢(F)) C ¢(e(K)) =C.
De hecho d(F) = c(c(F)). O

Corolario 2.4.5. Toda clase natural K es cerrada bajo extensiones.

Demostracion. Sio - A — B — C — 0 exactay A,C € K pero B ¢ K.
Si B & ¢(c(K)) por el teorema anterior existe un 0 # D < B, D € ¢(K).
AND =0y 0# D = (D+ A)/A — C (es consecuencia de C' = B/Ay
A+ D < B) lo que contradice a C' € K. O
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El siguiente teorema se va a demostrar después de una forma mas general
para M-clases inyectivas.

Teorema 2.4.6. Para un mddulo A, d(A) = {B|3I, B — E(AD)}.

Demostracion. Sea C = {B|3I, B — E(AU)}. Es claro que A € C y que
C C d(A), ahora solo en necesario ver que C es una clase natural. C es cerrada
bajo submddulos y cdpsulas inyectivas. Si consideramos {B,};c; una familia
de C, vemos que ®B; — ®E(A%)) donde cada B; — E(A%)). Entonces
tenemos que A% — @;c ;AUD — B(®;c;AU)) V) 1o que indica E(AU)) —
E(@jesA) V) vy @je s B(AW)) — E(®;c;A%)). Lo que concluye que C es
cerrada bajo sumas directas. O]

Teorema 2.4.7. Para una clase F de modulos, se tiene d(F) = d(Mrx)

Demostracion. Claramente se tiene Mx € d(F) y d(Mg) C d(F). Para la
otra contencién sélo es necesario que los si N € F se tiene N € d(Mg); lo
cual sucede porque para los submédulos 0 # V' < N podemos considerar
0 # Rx <V y Rz se puede sumerger en Mr. O]

Como ejemplos de clases naturales esta una clase libre de torsién heredi-
tria y una clase de torsién hereditaria estable (se le llama estable a una t.t.
si su clase de torsién es cerrada bajo cdpsulas inyectivas). Una clase natural
en general no es una clase de torsion hereditaria o una clase libre de torsion
hereditaria. Los Z-mddulos de torsion son un clase natural que no es cerrada
bajo productos, por lo que no es un clase libre de torsiéon hereditaria y los
Z-médulos libres de torsion es una clase que no es cerrada bajo cocientes por
lo que no es una clase de torsion hereditaria.

2.5. Clases M-Naturales

Definicién 2.5.1. Una subclase K de o[M] que es cerrada bajo submddulos,
sumas directas arbitrarias y capsulas M -inyectivas se le llama Clase M-
Natural.

A a coleccion de clases M-Naturales se le denota N(R, M). El siguiente
lema muestra que las clases M-naturales son cerradas bajo extensiones ese-
ciales.

Lema 2.5.2. Sea K una clase M- natural y X <, N € o[M]. Si X € K
entonces N € K.

Demostracion. Como X <., N, E(X) = E(N)y Ey(X) = Ey(N). N
Ey(N)e Ky N e K.

N
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Teorema 2.5.3. Sea F una subclase de o[M], entonces:
1. d(F)no[M] es la menor clase M -natural que contiene a F.
2. F es una clase M-natural si y solo si F = d(F) N o|[M].

Demostracion. 1). d(F) es un clase natural por lo que d(F)No[M] es un clase
M-natural y sucede que F C d(F) N o[M]. Supongamos que F C L es una
clase M-natural. Para N € d(F)No[M], N contiene como submdédulo esencial
a una suma directa » {N;|i € I} de todos los N; € F (como consecuencia
del Lema de Zorn y de las familias independientes de submdédulos de N).
Entonces > {N;|i € I} € £ dado que es cerrada bajo submddulos. Por el
lema anterior se tiene que N € L; d(F No[M] C L). 2) se siguede 1). [

Como corolario concluimos que:

Corolario 2.5.4. Una clase de modulos F es una clases M -natural si y solo
st F =K nNo[M] para alguna K clase natural.

Corolario 2.5.5. Para K una clase M-natural y X < N € o[M], se tiene:
1. St N € K entonces existe 0 #Y < N con'Y € ¢(K).
2. SiXeKyN/X €K entonces N € K.

Demostracion. 1) Como N € o[M]| pero N ¢ K = d(K)No[M], N ¢ d(K).
Esto indica la existencia de 0 #Y < N con Y € ¢(K).

2) Supongamos que N € IC, por 1) existe 0 # Y < N talque Y € ¢(K).
Como X € K sucede que X NY = 0. Ahora tenemos que Y — N/X € K, lo

que muestra la contradicciéon Y € K.
O
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Capitulo 3

Relaciones entre Teorias de
Torsion y Clases Naturales en

o| M|

En este capitulo se trabajard con clases naturales y teorias de torsién en
o[M]; se mostraran las relaciones entre ellas, como cuando una clase natu-
ral y su complemento forman una teoria de torsién hereditaria. Como una
clase natural determina una teoria de torsiéon hereditaria y en particular
una clase M-natural determina una clase de torsién en o[M] y se mostraran
propiedades de ella.

3.1. Representaciones de Clases M-Naturales

Se menciona una propiedad de los prerradicales.

Proposicién 3.1.1. Sir es un prerradical en R-Mod y {M,}acx entonces
se tiene que 1(BaexMa) = Baexr(My).

Demostracion. Para cada a € X:

Ma : 69046)(]\/[01

| |

T(Ma) L T(@anMa)

entonces r(M,) < r(BaexM,), por lo que Gaexr(My) < 1(Bacx M,y)-
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Por otra parte tenemos que:

p
@QGXMQ L) Mﬂ

1 |

(@QEXM ) - T(Mﬁ)

sea © € 1(®M,), © = > ma y bajo p(z) = mg € r(Mz); lo que muestra
r(@anMa) S @aEXT(Ma>' D

Ahora si recordamos Tr(M,N) = > (M), donde ¢ € Hom(M,N).
Para M un modulo fijo definimos

Tr(M,.): R-Mod — R-Mod

N — Tr(M,N)

Si tenemos a f : A — B consideramos:

A ! B

] 1

Tr(M, A) —L~Tr(M, B)
queremos ver que f(Tr(M,A)) <Tr(M,B).

FIr(M,A) = FO (M) =Y fo(M) < Tr(M, B)

Es decir el diagrama conmuta. Concluimos que T'r(M, _) es un prerradical
en R-Mod y la proposicién 3.1.1 nos indica que para una familia { N, }aecx
de médulos, Tr(M,®N,) = @Tr(M, N,). Esta observacién serd util en las
siguientes proposiciones.

Lema 3.1.2. Sea K una clase M -natural. Entonces existe C € K tal que

K ={N|3I, N — Tr(M,E(CD))}.

Demostracion. Sea C = @;c;{X;} donde X; € o[M] forma un juego de
representantes de las clases de isomorﬁsmos de los ciclicos de K. Llamemos
ala clase C = {N|3I, N — Tr(M,E(C( ))} es claro que C C K. Para
N € K, existe @;c;Y; <. N para el cual N; = X; (considerando las famil-
ias de submédulos independientes de N por el lema de Zorn encontramos
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una familia méxima). Nétese que a diferencia de {X;} los médulos de la fa-
milia {Y;} no necesariamente son diferentes entre ellos. Como @Y; <. N,
Ey(®Y;) = Ey(N) y tenemos que

N < Tr(M,E(&rY;) < Tr(M, E(C!")).

Lema 3.1.3. Para C € o[M] la clase F es una clase M -natural.

F = {N € o[M]|3I, N — Tr(M, (EC))}

Demostracion. F es cerrada bajo submédulos. Consideremos {N; };¢; tal que
N; — Tr(M,(EC)%). Como Tr(M,_) es un prerradical

®ON; — @Tr(M,(ECY") = Tr(M,®(EC)") — Tr(M, | [(ECY") = Tr(M, (EC)¥).

Ahora solo falta ver que si N € F, Ey(N) = Tr(M,EN) € F. Si
N — Tr(M,(EC)!); N <, EN y N — Tr(M,(EC)!) < (EC)!, tenemos
EN — (EC)! y Tr(M,EN) — Tr(M, (EC)"). O

El siguiente teorema indica cuando una clase natural es cerrada bajo
productos.

Teorema 3.1.4. St K es un clase natural cerrada bajo cocientes, entonces
c(K) es cerrada bajo productos.

Demostracion. Si {N;}ier con N; € ¢(K), supongamos que N = [[,., N; &
¢(K). Entonces podemos encontrar un submdédulo 0 # W < N tal que W € K
y consideramos 0 # Rn < W, Rn = R(n;);c; € K. Tenemos que para algin

0#V < Rn, 0# Rn/V = Rn; < N; € ¢(K)

con n; # 0, lo que contradice Rn/V € K. ]

3.2. La Teoria de Torsion cogenerada por una
Clase Natural

Trabajaremos con las teorias de torsién hereditarias en la categoria o[M].
A pesar de que la categoria o[M] no es cerrada bajo extensiones y tampoco
bajo el producto directo de R-Mod, las t.t. en o[M]| se definen de igual
forma que en R-Mod pero dentro del contexto de la subcategoria. Es decir
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una pareja de subclases (7.F) de o[M] es una teoria de torsién en o[M] si
la clase de torsién 7 C o[M] es cerrada bajo cocientes, sumas directas y
extensiones en o[M] y la clase libre de torsion F C o[M] es cerrada bajo
submddulos, el producto en o[M] y bajo extensiones en o[M]. Los siguientes
dos teoremas ya se vieron para R-M od ya ahora se muestran para caracterizar
las t.t. hereditarias en o[M].

Teorema 3.2.1. Una teoria de torsion (T,F) en o[M] es hereditaria si y
solo si F es cerrada bajo cdpsulas M -inyectivas.

Demostracion. Supongamos que 7 es cerrada bajo submddulos y que F' € F,
entonces 7(Ey(F)) < Eyn(F) y resulta que 7(Ey(F)) N F < 7(Ey(F)) es
de torsidn, es decir 7(Ey(F)) N F = 0. Pero como F' es esencial en Fy(F),
T(Epm(F)) = 0.

Ahora supongamos que F es cerrada bajo capsulas M-inyectivas. Si A <
T € T entonces al diagrama

0 T T
A/T(A) —> En(A/7(A))

lo extendemos de forma que conmuta por ¢ : T' — Ep(A/7(A)). Como
Epn(A/7(A)) estd en F tenemos ¢ = 0 es decir A/7(A) =0y 7(4A)=A. O

Teorema 3.2.2. Una t.t. 7 = (T,F) en o[M] es hereditaria si y sélo si
(7, F) esta cogenerada por un mddulo M -inyectivo.

Demostracion. Sea E € o[M] M-inyectivo que cogenera a (7,F). St A< T

de torsiéon y f: A — FE, extendemos por [’ : T — E de forma que

0—>A—>T

s

E
conmuta, pero [/ = 0. Por lo que f =0y A es de torsién.
Supongamos que (7, F) es hereditaria y consideramos a

U = {Rx € o[M]|Rx € F}

y definimos a £ = Tr(N, [, Ev(U)) para un N generador de o[N] es
decir el producto en o[M] de {Ey(U)}yey. E es M-inyectivo y libre de 7-
torsién. Sea n = (7', F’') la t.t cogenerada por £y T" € 7 como E € F
entonces Hom(T, F) = 0 de donde resulta T'e 7'; T C T".
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Sea T € o[M] tal que Hom(T,E) =0y T & T, entonces existe F' € F y
f:T — Fnocero,seax € T tal que f(x) # 0, como Rf(z) < F, Rf(x) € U,
entonces existe a : Rf(z) — E monomorfismo. Definimos

g:Rr — Rf(x)

mediante
g(rz) — rf(x)

que es epimorfismo y como F es M-inyectivo existe h : t — FE tal que el
siguiente diagrama conmuta

0——Rax——=T

Jes

E
pero h = 0 entonces ag = 0 y a = 0. Por lo que Rf(z) = 0 lo cual es una
contradiccién. Se concluye que 7/ C 7T y 7 =1. O

De lo anterior concluimos que las t.t. hereditarias en o[M] se comportan
de forma similar a las de R-Mod, es decir la clase 7 de torsién de (7, F) es
cerrada bajo cocientes, sumas directas, extensiones y submodulos y la clase F
libre de torsién es cerrada bajo submdédulos, productos de o[M], extensiones
y capsulas M-inyectivas. A parte podemos encontrar un inyectivo E € o[M]
que cogenera a (7, F).

Una propiedad que se usara frecuentemente sin mencionarla es que para
N € o[N] y una clase M-natural L C o[M]; si tenemos que N & ¢(K)
existe 0 # M < N talque M € K. Entonces podemos aplicar el Lema de
Zorn a las familias independientes de submddulos de N que pertenezcan
a IC, por lo que encontramos una familia independiente maxima {N;}ier ,
N; € KVielycomo K es clase M-natural 0 # P = ®N; € K y es maximo
con esa propiedad. P < N no necesariamente es un submaédulo esencial pero
P®Q <. N donde Q es un pseudocomplemento de P en N y debe pasar
que @ € ¢(K) de lo contrario para un submédulo 0 # Q' < @Q que Q' € K,
P & Q' € K contradeciria la maximalidad de P. En conclusion si N ¢ ¢(K)
podemos encontrar 0 # P € Ky Q € ¢(K) tal que P& Q <. N.

Para el siguiente teorema antes es necesario hacer una observaciéon. Nétese
que para un conjunto de indices I se tiene que Ey(CT) = Tr(M, E(C)!) =
Tr(M, Ey(C)) C (En(C))'. Esto es consecuencia de que el producto de
M-inyectivos es M-inyectivo; es decir tenemos que Ey(C?) = Ey(C)! y en
particular E(C!) = E(C)!; el resto se sigue de la definicion de Ey/(C) y de
que T'r es idempotente.
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Teorema 3.2.3. Para una clase M-natural I C o[M] con C € o[M] que la
genera y (T, F) la teoria de torsion hereditaria cogenerada con el M -inyectivo
En(C) € o[M]; se tiene que T C ¢(K) No[M].

Demostracion. Recordemos que si C' € o[M] genera a la clase M-natural K
entonces escribimos

K = {N € o[M]|3I,N — Ep(CO)

por otra parte cuando cogeneramos con el inyectivo Ey(C) € o[M] una t.t.
hereditaria en o[M] podemos describir a la clase de torsién como 7 = {N €
o[M]|Hom(N, Ey(C)) = 0} Si N € T\c¢(K), consideramos P & Q <. N
con 0 # P ek, Q€ ¢K). Como 0 # P € K tenemos que para alguna I,
P «— Ey(CD); entonces existe una proyeccién no cero para algin i € I de
forma que obtenemos « : P — Ej(C) y el siguiente diagrama

0 P

| 5

En(C)

que lo extendemos por 0 # f : N — Ey(C), lo cual contradice el hecho
que N € T y concluimos 7 C ¢(K) y T C ¢(K) No[M]. O

Definicién 3.2.4. Para una clase M-natural KK C o[M] definimos la clase
Tc ={N € o[M]NMO<V <N, N/V &K}

Lema 3.2.5. Para una clase M-natural K C o[M]. Tx = {N € o[M]|V0 <
V <N, N/V € ¢K)}.

Demostracion. Llamemos C = {N € o[M]V0 <V < N, N/V € ¢K)}.
Claramente C C 7. Si N € 7 \C, entonces tenemos 0 # N/V & K para
algin 0 < V < N. Consideramos P/V @ Q/V <. N/V talque Q/V € Ky
0#P/V ek.

Podemos encontrar en N/@ un submédulo esencial isomorfo a P/V € K.
Tenemos que

PV =(P/VeQ/V)/(Q/V) < (N/V)/(Q/V)=N/Q

solo resta ver que es esencial; lo cual sucede siempre incluso en una situacion
mas general. Si A @ B <, C, entonces B = (A @ B)/A <. C/A; porque si
c+AecCJA existe 0 £r € R, rc € A® B, entonces r(c+ A) =rc+ A =
a+b+ A€ (Ad B)/A. Entonces obtenemos que N/@ tiene un submédulo
esencial isomorfo a 0 # P/V € K lo que indica N/Q € K. Una contradiccién
a que N € Tk. O
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Teorema 3.2.6. Para una clases M-natural K y Tx = {N € o[M]|V0 <
V <N, N/V € c¢(K)} se tiene:

1. T es una clase de torsion hereditaria en o|M].

2. Definimos Fxc = {F € o[M||Hom(T,F) = 0 VT € T}. Se tiene que
Fic es una clase libre de torsion hereditaria en o[M], ademds (Txc, Fic)
es una teoria de torion hereditaria en o[M].

3. K C Fic € N(R,M).

4. Fx es la inica menor clase libre de torsion hereditaria en o[M] que
contiene a K.

5. T Ce(F)No[M] Ce(K)No[M] y Tk C e(Fx) C ¢(K).

Demostracion. (1,2). Consideremos (7', F') la t.t. hereditaria en o[M] co-
generada por K, su clase de torsion estd descrita como

T' ={T € o[M]|Hom(T,C) =0VC € K}

veremos que 7' = Tx. Si N € Te y 0 # f: N — C para C € K; como
0 # f tenemos que 0 # N/ker(f) € ¢(K) pero como N/ker(f) < C € K
tenemos N/ker(f) € IC, lo cual no puede suceder. Reciprocamente si N € 7"
no podemos tener un 0 < V' < N, tal que N/V € K por lo que la proyeccién
canénica serfa un morfismo 0 # p : N — N/V € K; de lo que concluimos
T’ = T y por definicién de la t.t. cogenerada tenemos F' = Fy de lo que
resulta (7xc, Fic) es una teoria de torsién hereditaria en o[M].

(3). Como Fx es una clase libre de torsién hereditaria en o[M] es una clase
M-natural, Fic € N (R, M). Siendo (7x, Fx) la t.t. hereditaria cogenerada
por K es de esperarse que I C Fy. Sitenemos K € K\ Fy habria un morfismo
0+# f: N — K para algin N € T y se tiene que 0 # f(N) € ¢(K) lo cual
contradice que N < K € K.

(4). Como en (3) es natural del hecho que se trata de la t.t. cogenerada
por K. Consideremos (A) y Fx son dos clases libres de torsién hereditarias
que contienen a K siendo A la menor con esa propiedad. Tenemos que K C
A C Fi. Consideremos las clases de torsion hereditarias relativas a ellas,
siendo 7 y

T(A) ={T € o[M]|VG € A Hom(T,G) = 0}

en vista que A C Fy tenemos 7x C 7(A) y en general Fx = A si y sélo si
T = T (A); por lo que sélo resta ver 7 (A) C . Como K C A, T(A)NK C
TANA=0.Sea N € T(A)\Z¢. Para algin 0 <V < N, 0 # N/V € K.
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Vemos que 0 # N/V € T(A)NK, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
concluimos (7 (A), A) = (T, Fr).

(5). Por (3) K C Fx tenemos ¢(Fx) C ¢(K) estas son clases naturales.
Sea N € T \c(Fx) y consideramos (Fx) la menor clase natural que contiene
a Fi. Tenemos c({Fi)) = c(Fx) € N(R). Como N ¢ ¢(Fx) podemos encon-
trar A@ B <., N con A € ¢(Fx)y 0# B € c(c(Fx)) = (Fx) y observamos
que (Fx) No[M] = F. Como N € o[M], B € (Fx) No[M] = Fx lo que
contradice a B < N € 7. y sucede T C ¢(Fx) No[M] C ¢(K)No[M]y
T)C g C(./Tlc) g C(/C)

[

El teorema anterior se puede resumir en que la t.t. hereditaria (7, Fx)
(a pesar de la primera definicién de 7x) es en realidad la t.t. hereditaria
cogenerada por la clase M-natural IC; siendo asi debe ser natural que Fi
es la menor clase libre de torsién hereditaria en o[M] que contiene a K y
aparte se tiene la propiedad Tx C ¢(Fx) No[M] C ¢(K) N o[M]; ndétese que
Fic, c(Frc) Na[M], ¢(K)No[M] son todas clases M-naturales.

Teorema 3.2.7. Para una clase M-natural K C o[M] y (Txc, Fc) como en
el teorema 3.2.6 se tiene:

1. ¢(Te) = {N € R-Mod|¥0 # W < N, 0 <V < W, W/V € K} €
N(R).

2. Fx = C(Tlc) N U[M]
3. ¢(Fr) Na[M] es la menor clase M-natural que contiene a Ty.

Demostracion. Primero hacemos una observacion; del teorema anterior ten-
emos que T C ¢(F) No[M] C e¢(K)No[M] y que K C F. De T C ¢(Fk)
tenemos que (Fic) = c(c(Fx)) € c(Ic) y Fr = (Fx) No[M] € o(Tc) No[M].

(1). Por definicién ¢(7x) es una clase natural; ¢(Zx) = {N € R-Mod|v0 #
W <, W & T} y justamente W ¢ 7Ty significa que 0 # W/V € K para algin
0<V <W.

(2). Por la observacién inicial tenemos Fx C ¢(7x) N o[M]. Ahora sea
N € ¢(Tx) N o[M], si hubiera T' € Tx para el cual hubiera un morfismo
0+# f:T — N tendriamos que como 7x es una clase de torsién hereditaria
0 # f(T) € Txc pero ¢(Tx) No[M] es una clase M-natural y 0 # f(T) < N €
c(Tx) N o[M] tenemos f(T') € T lo cual es una contradiccién. Por lo que
Hom(T,N)=0VT € Tx y N € Fx.

(3). Aplicando el operador ¢(_) a la igualdad en (2) obtenemos (7x) =
c(c(Tx)) = c(e(Tx) N o[M]) = ¢(Fx) por lo que ¢(Fx) N o[M] es la menor
clase M-natural que contiene a 7. O]
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Si tenemos una clase natural A € N(R) que es cerrada bajo cocientes
vemos que ¢(A) es cerrada bajo productos en R-Mod y tenemos que (A, ¢(A))
es una t.t. hereditaria en R-Mod. El siguiente corolario muestra que es la
misma que la cogenerada por K = ¢(A) y A = ¢(K), aunque lo enunciaremos
para clases M-naturales.

Corolario 3.2.8. Sea K una clase M-natural y supongamos que c(K) es
cerrada bajo cocientes; entonces se tiene:

1. T =c(F)NoM]=c(K)No[M] y K =Fx = c(Tc) N o[ M].

2. En particular resulta que K es cerrada bajo productos en o[M] y (c(IC)N
o[M],K) es una t.t. hereditaria en o[M].

Demostracion. Como ¢(K) es cerrada bajo cocientes tenemos que ¢(c(K))
es cerrada bajo productos en R-Mod y en particular resulta I es cerrada
bajo el producto en o[M]. Entonces resulta que (c¢(K) N o[M],K) es una
t.t hereditaria en o[M], de hecho también es una t.t. estable (su clase de
torsién es cerrada bajo capsulas M-inyectivas). Ahora como K es una clase
libre de torsién hereditaria sucede que K = Fi y de aqui tenemos 7x =
c(K) Nnol[M]. O

Del corolario anterior también podemos concluir que bajo las mismas
hipotesis 7 = ¢(Fx) N o[M] también es una clase M-natural, por lo que es
una clase cerrada bajo capsulas M-inyectivas, la teoria de torsién (7x, Fr)
resulta una teorfa de torsién estable en o[M]. En la siguiente seccién también
se buscard condiciones diferentes para que (7x, Fx) sea estable.

3.3. Modbdulos Singulares

El objetivo principal de esta seccion serd encontrar las condiciones para
una clase M-natural IC con las cuales la clase de torsién hereditaria 7 es
también una clase M-natural. Para lo cual sdlo es necesario que sea cerrada
bajo capsulas M-inyectivas lo que indicaria que (7, Fx) es estable. Para eso
estudiaremos los modulos M-singulares y M-nosingulares.

Definicién y Proposicién 3.3.1. Sea J(R) = {I < R|I <. R} , entonces
tenemos:

1. Re J(R).
2. 8511 <J<RyleJ(R) entonces J € J(R).
3. Sil,Je J(R) entonces INJ € J(R).

41



4. SileJ(R)yr € R entonces Ir™' € J(R).
Aqui definimos al ideal izquierdo Ir~! = {x € R|zr € I}.

Definicién 3.3.2. Definimos para un R-médulo A, Z(A) = {z € Allz =
0 para algin I € J(R)}

Equivalentemente Z(A) es el conjunto de z € A para los cuales el ideal
izquierdo {r € R|rx = 0} pertenece a J(R). Como R € J(R) entonces
0€ Z(A). Sixz,y € Z(A), entonces Iz = Jy = 0 para algunos I, J € J(R).
Como (INJ)(x—y) =0,z —y € Z(A). También Si r € R, (Ir 1) (rz) <
Iz = 0 por lo que rx € Z(A). De esto concluimos que Z(A) es submddulo
de A le llamamos submddulo singular de A. De hecho Z(_) define un funtor
en R-Mod y para f : A — B tenemos que f(Z(A)) < Z(B); es decir un
preradical.

Un R-médulo A se llama singular si Z(A) = A y se llama nosingular si
Z(A) = 0. Para ilustrar un poco observemos que si R = Z, todos los ideales
no cero de Z son esenciales, por lo que J(R) son todos los ideales no cero
de Z. Dado un Z-médulo A, tenemos que z € Z(A) si y sblo si (Zn)x = 0
para alguin entero n; es decir si y sélo si x tiene orden finito. A es singular si
y solo si es un grupo de torsion; por otra parte A es nosingular si y sélo si es
un grupo libre de torsiéon. En particular Z es nosingular.

Proposicién 3.3.3. Para un modulo C' tenemos:

1. C es nosingular si y solo si Hom(A,C) = 0 para todo mddulo singular

A.

2. C es singular si y solo si existe 0 — A L. B % 0 =0 exacta tal que
f es un monomorfismo esencial.

Demostracion. (1). Si A es singular y C nosingular y f : A — C tenemos
f(A) = f(Z(A)) < Z(C) = 0, f = 0. Entonces Hom(A,C) = 0 cuando
A es nosingular. Reciprocamente, si Hom(A,C') = 0 para todo A singular,
en particular para Hom(Z(C),C) = 0. Por lo que la inlcusion es cero y
Z(C)=0.

(2). Supongamos que existe la secesion exacta. Dado b € B definimos & :
R — B por k(r) — rb; vemos que k7' (f(A)) <. R, [ = {r € Rlrb e f(A)}
pertenece a J(R). Ahora Ib < f(A) = ker(g), de donde Ig(b) = 0 entonces
g(b) € Z(C). Como g es epi tenemos Z(C') = C. Reciprocamente tomenos

0 — A5 B — C — 0con C singular y B libre. Si {b,} es base para B, para
cada «a tenemos I,g(b,) = 0 para algun I, € J(R); del cual I,b, < A. Como
I, <. R para todo «, vemos I,b, <. R para todo a. ®I,b, <. ®Rb, = B.

42



De ®1,b, < A, tenemos A <. B y la inclusién resulta un monomorfismo
esencial.

]

Lema 3.3.4. Sea B nosingular y A < B. Entonces B/A es singular si y sdlo
st A<, B.

Demostracion. Si B/A es singular y 0 # x € B, Iz’ = 0 para algin [ €
J(R), eso es Iz < A. En cuanto a B que es nosingular tenemos que Ix # 0
y Rt N A# 0 porlocual A<, B. m

Teorema 3.3.5. Para R-mod tenemos:

1. La clase de maodulos nosingulares es cerrada bajo submddulos, produc-
tos, extensiones esenciales (cdpsulas inyectivas) y extensiones.

2. La clase de modulos singulares es cerrada bajo submodulos, cocientes y
sumas directas.

Demostracion. (1) Cuando A < B, tenemos Z(A) = AN Z(B) de lo que
si B es nosingular A lo es también. Por otra parte si tenemos A <., B
y A nosingular como AN Z(B) = Z(A) = 0 tenemos Z(B) = 0. Por lo
que submédulos y extensiones esenciales de nosingulares son nosingulares.
Si consideramos un familia de nosingulares {C,} y A singular entonces de
Hom(A,C,) =0 tenemos Hom(A,[[Cs) = 0.

Ahora supongamos 0 — A — B — C' — 0 con A, C' singulares. Tenemos
Hom(M,C) =0y Hom(M, A) = 0 para todo singular M y

0— Hom(M,C) — Hom(M,B) — Hom(M,A) — A

es exacta y nos da Hom(M, B) = 0.

(2). Si A < By B singular, entonces Z(A) = ANZ(B) = Ay tenemos
A singular. También si tenemos B — B/A, debe llevar Z(B) a Z(B/A) y
B/A=Z(B)/A < Z(B/A) de lo que B/A es singular.

Si tenemos una familia de singulares {C,}, para cada « tenemos 0 —
A, — B, —» C, — 0, A, <. B,. Entonces resulta 0 — ®A, — ®B, —
®C, — 0 es exactay DA, <. ®B,; por el lema anterior nos da la cerradura

por sumas directas.
0

Del teorema anterior observamos que la clase de los médulos nosingulares
forma una clase libre de torsion hereditaria mientras que la clase de los moédu-
los singulares solo llega a ser de pretorsion hereditaria. En caso de que Z = R
la clase de los singulares si es de torsion hereditaria pero en general no sucede.
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Si se considera Zy(M) < M, como aquel que Z(M/Z(M)) = Zy(M)/Z(M),
la clase A = {M|Zy(M) = M} ya es una clase de torsién hereditaria que
contiene a la clase de modulos singulares y junto con la clase de los nosin-
gulares como clase libre de torsiéon forma una teoria de torsiéon hereditaria, a
esta se le llama la Teoria de Torsién de Goldie.

Definicién 3.3.6. Un mddulo N € o[M] se llama singular en o[M]| o M-
singular, si existe una secuencia exacta en o[{M],0 - K — L — N — 0 con
K <, L.

La nocién de M-singular es la misma que singular si o[M] = R-Mod,
claro que todo M-singular es singular en R-Mod. Siguiendo del teorema 3.3.5
decimos que la clase S de los mddulos M-singulares en o[M] es cerrada bajo
submddulos, cocientes y sumas directas; por lo que para L € o[M| podemos
encontrar el mayor submoédulo M-singular dado por Tr(S, L). Decimos que L
es M-singular siy sélo si Tr(S, L) = Ly que L es M-nosingular si Tr(S, L) =
0.

Corolario 3.3.7. Para una clase M-natural K C o[M] tal que todos los
modulos en K son M-nosingulares. Entonces T es cerrada bajo cdpsulas
M -inyectivas; por lo que T € N(R, M) es una clase M -natural.

Demostracion. Si N € T y supongamos que Ey(N) & Tx; entonces para
algin 0 <V < Ey(N), 0# En(N)/V € K. Entonces tenemos que N/(N N
V)= (N+V)/V < Ex(N)/V y N/(NAV) € K. Como N € Te, N = NOV
y N <V <, Ey(N); de lo que tenemos Ejy(N)/V es M-singular pero como
Ey(N) € K es una contradiccion. ]

3.4. Mobdulos Cocriticos

Esta seccién se puede ver como una aplicacién de las secciones anteriores;
tanto las clases naturales como las teorias de torsion definen modulos simples
generalizados.

Definicién 3.4.1. Sea K C o[M] una clase M-natural; un mddulo no cero
U es K-cocritico si U € K yU/P & K para todo 0 # P < U. Esto es equivale
a0#U €K y todo cociente propio U/P € ¢(K) donde 0 < P < U.

Definicién 3.4.2. Si 7 = (7,F) es una teoria de torsion en o[M]; un
mddulo no cero U es T-cocritico si U € F y para todo O # P <U,U/P € T.

Si (7,F) es una teoria de torsién arbitraria en R-Mod y U es (T,F)-
cocritico, entonces U es F-cocritico con respecto a la clase F € N(R), que
es una clase cerrada bajo productos.
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Definicién 3.4.3. Una extension de modulos 0 # L < U se le llama racional
si para todo L < N < U y todo morfismo f : N — U, si f|, = 0 entonces
f = 0. Un mddulo U es fuertemente uniforme o monoforme si U es una
extension racional para todo submddulo no cero de él.

Lema 3.4.4. Sea 7 = (7T, F) una teoria de torsion hereditaria en o[M]; si
U es T-cocritico entonces:

1. YO#W < U, W es T-cocritico.
2. U es fuertemente uniforme.

3.¥0 # X < U, VY € F, todo morfismo no cero f : X — E(Y) es un
monomorfismo.

Demostracion. 1) Como W <U e F, W € F.Si0#V <Wcon W/V ¢ T,
tenemos que el submédulo de torsién T'(W/V') = Q/V es propio Q/V < W/V
con 0 # (W/V)/(Q/V)=W/Q € F. Como U/Q € T, tambien W/Q € T lo
cual es una contradiccion.

2) Si no fuera asi, tenemos 0 # L < U que no es racional. Es decir tenemos
que existe L < N < U con f: N — U talque f|, = 0y f # 0; ahora sea
my,my € N < U, 0 # f(my) = mgy, observamos que si r € (L :my) = {r €
Rlrmy € L} < R, rmy = f(rmy) = 0y de aqui tenemos (L : mi)mg =0y
esto nos permite definir el morfismo:

g:(Rmy+L)/L — Rmy, f(rmi+L)=rms, r€R

es un epimorfismo no cero. 0 = ((Rmy + L)/L)/Nuc(f) = Rmy € F; lo que
contradice 1) que Rm; + L es T-cocritico.

3) Como Y <. E(Y), YN f(X) < f(X)y W = fH (Y Nnf(X)) <. X.
Sea K = W N Nuc(f) sélo es necesario demostrar K = 0, por lo que Nuc(f).
Observemos que si 0 # f(W) =Y N f(X) = f(W); entonces 0 # W/K =
fW)y <Y eFyW/KeF. . Si K#0,porl)0+#W/K € T;delo cual
K =0. [

Proposicién 3.4.5. Sea K C o[M] una clase M-natural, todo mddulo U
K-cocritico es T = (Tic, Fx)-cocritico.

Demostracion. Como 0 # U € K C Fy, sélo faltaver que 0 < P < U,U/P €
Tic. Si U/P & Ti, tenemos que existe Q/P < U/P donde 0 < P < Q < U,
con 0 # (U/P)/(Q/P) = U/Q € K. Pero de la definicién U/Q € ¢(K), lo
cual es una contadiccién. O

Proposicién 3.4.6. Sea una K C o[M|] una clase M-natural; si U € Fic\K
es T = (T, Fi)-cocritico, entonces U es Fi N ¢(K)-cocritico.
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Demostracion. Como U € KC, tenemos que PP Q <, U, Pe Ky 0#Q €
c(K) N Fic. Como U es T-cocritico entonces deber ser fuertemente uniforme;
ahora si P # 0 la proyeccién canonica p : P @ Q — @ cumple que p|p = 0
y p # 0 por lo que P < U no seria racional, lo cual contradice que sea
fuertemente uniforme. Entonces P = 0y U € Fx N ¢(K) por ser una clase
M-natural. Si tenemos 0 < V' < U, de que U es T-cocritico, 0 # U/V € Tx.
De Tx NFie =0, UV & Fyc y por lo tanto U/V & FixNe(K) y por definicion
U es Fx N c(K)-cocritico. O

Las proposiciones anteriores las podemos resumir en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.7. Para una clase M-natural K C o[M]| y 17 = (T, Fx) la
teoria de torsion hereditaria cogenerada por IC, entonces:

1. Todo mddulo K-cocritico es T-cocritico.
2. Por otra parte st U es T-cocritico;

n 51U € K entonces U es K-cocritico.

» SiU € Fi\K entonces U es Fic N c(K)-cocritico.

3.5. Grupos abelianos simples

Como ejemplo y aplicacion del capitulo estudiaremos las clases naturales
determinadas por los grupos abelianos simples; en particular consideraremos
los casos de K = (Z,,) y K = (Z © Z,).

Definicién 3.5.1. Un R-mddulo N se llama divisible si para todo s € R que
no sea un divisor de cero y para todo n € N, existe m € N tal que sm = n.

Para R un dominio entero la condicion de que M es divisible esquivale
a que rM = M para todo 0 # r € R. Aparte podemos observar que todo
cociente de un divisible también es divisible.

Criterio de Baer 3.5.2. Para U un R-mddulo son esquivalentes:
1. U es inyectivo en R-Mod.
2. U es R-inyectivo

3. Para todo ideal izquierdo I C R y para todo morfismo h : I — U; existe
u € U con h(a) = au para todo a € I.

46



Demostracion. (1 < 2). Si recordamos que o[R] = R-Mod; tenemos que un
modulo U R-inyectivo es inyectivo en o[R]; es decir es N-inyectivo para todo
N médulo de o[R]. (2 = 3). Si U es inyectivo tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

consideramos a u = h’(1) y obtenemos h(a) = h'(a) = ah/(1) = au para
todo a € I.

(3 = 2). Si tenemos un morfismo h : I — U, tal que u € U con h(a) = au
para todo a € I. Entonces b/ : R — U dado por » — ru es un morfismo que
extiende a h : [ — U; por lo que U es inyectivo. O

Teorema 3.5.3. St N es un R-mddulo inyectivo entonces N es divisible.
Ademas si todo ideal de R es ciclico y R no tiene divisores de cero se tiene
que: N es inyectivo si y solo st N es divisible.

Demostracion. Si N es inyectivo v s € R no es un divisor de cero. Consid-
eramos h : Rs — N, rs — rn que resulta un morfismo y por el criterio de
Baer 3.5.2 existe m € N talque n = h(s) = sm.

Ahora si N es divible y todo ideal de R es ciclico y no tiene divisores de
cero; sea h : Rs — N con s € R un morfismo. Entonces existe m € N con
sm = h(s) € N y por lo tanto h(a) = am para todo a € R, es decir por el
criterio de Baer 3.5.2 N es inyectivo. O

En particular tenemos que si R = 7Z; es decir para los grupos abelianos, un
grupo es inyectivo si y sélo si es divisible. Tenemos que R y Q son inyectivos;
aparte Q/Z por ser cociente de un divisible tambien resulta divisible y por lo
tanto inyectivo. Anteriormente habiamos visto que los grupos simples, Z, =
Z/pZ con p primo, se puede sumergir en Q/Z de la forma z +pZ — z/p+Z.
Ahora estudiaremos como son las capsulas inyectivas de los grupos simples.
Recordemos también que Zy son las p-componentes de Q/Z.

Teorema 3.5.4. Para todo p primo se tiene que:

1. Todo submddulo propio K de Z,~ es finito; ademds existe n € N para
que K =Z(1/p" + Z).

2. Para cualesquiera submddulos Ky, Ky de Zy~ se tiene que K1 C Ky o
Ky C K;.
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3. Ly es la capsula inyectiva de Z,,.

Demostracion. 1). Sea K un submédulo propio de Zy~ y sea n € N tal que
[/p" +Z} € K pero {1/p" + 7} ¢ K

Para cualquier k/p™+7Z € K con k € Z que p no lo dividay m € N, podemos
encontrar r, s € Z tal que kr 4+ p™s = 1. Entonces tenemos que:

1p"+Z=(kr+p"s)/p" +Z=rk/p" +7Z) e K

Por la eleccién de n tenemos que m <ny K = Z(1/p" + 7Z).

2). Se sigue de 1) cualesquiera dos submddulos K7, K deben ser ciclicos
de la forma K; = Z(1/p" + Z), Ky = Z(1/p™ + Z) para algunos m,n € N
entonces si n < m tenemos que Ky C K. 3). Por 2) Z, = {z/p+Z|z € Z} es
esencial en Zye y como Zye es un sumando directo de Q/Z resulta divisible
e inyectivo.

]

3.5.1. Ejemplo 1

Consideremos a K la clase natural generada por el grupo Z @ Z,; K =
(ZDZ,). Sabemos que a K = (Z®Z,) = {N|II N — E((Z&Z,)D)}. Aparte
recordemos que como Z es neteriano (toda familia no vacia de submdédulos
de Z tiene méximo) tenemos que para una familia {M; }icr, GicrE(M;) es la
capsula inyectiva de @;e;M; en este caso tenemos que E(ZBZ,) = QB Zy.
Lo que nos indica que K = {N| — QD) @ Z}(OQ}.

Podemos observar que ¢(K) consiste en todos los grupos de torsién cuya
p-componente es cero; sea W € ¢(K) si T(W) # W tenemos algin z € W
con nx # 0;con 0 # n € Z entonces (x) — Z lo cual es una contradiccion;
entonces T(W) =W y W = @p;(W) donde p;(W) son la p-componentes de
W entonces deber tener p(W) = 0. Por otra parte es claro que un grupo de
torsion con p-componente cero no puede pertenecer a K.

Ahora observamos que ¢(K) es cerrada bajo cocientes y por 3.2.8 tenemos

K=Fcy Tc = c(Fx) = c¢(K).

3.5.2. Ejemplo 2

Sea KK = (Z,); observamos que ¢(K) = (Z & ®,{Z,|q # p}) con ¢ primo.
Entonces resulta que Fx = (Z & Z,) y por el ejemplo anterior obtenemos
c(Fr) = (®{Z,|q # p}) = Tk que es una clase cerrada bajo cocientes.

De esto vemos que a diferencia del ejemplo 1 tenemos contenciones propias

de Tx = ¢(Fk) C ¢(K) y K C Fx. Podemos observar que ¢(K) N Fx = (Z)
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TS 7
aparte Z, es K-cocritico por lo que es 7 = (7, Fi)-cocritico; 7 = ((©{Z,|q #
P12 © L)) -
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Apéndice A

Categorias

A.1. Categorias

Definicién A.1.1. Una categoria C consiste de lo siguiente:
» una clase |C| de objetos A, B,C,....,

» para cada par ordenado de objetos (A, B) de C existe un conjunto (talvez
vacio) [A, B]c llamado el conjunto de morfismos de A a B,

» para cada terna ordenada (A, B,C') de objetos de C existe un mapeo
[B, C]c X [A, B]C — [A, C]C
llamado la composicién de morfismos.

Sia €A Blcy p€[B,Cle, laimagen de (3, «) se designa fa (ocasion-
almente [ o «). Esto consta de los siguiente axiomas:

1. Los conjuntos [A, B]¢ son ajenos para cada pareja (A, B).

2. Ley asociativa Para toda o € [A, Ble, 8 € [B,Cle y v € [C, D] se
tieme 7(5) = (v5)ar

3. Ezistencia de identidades Para cada objeto A de C existe un morfismo
identidad 14 € [A, A]c tal que para todo « € [A, Ble, ala = lga = a.

Segun el contexto si es claro de que categoria se habla podemos escribir
[A, B] en vez de [A, B]c. Otras notaciones para el conjunto de morfismos

son (A, B),C(A, B), Hom(A, B), hom(A, B), MOR¢, MOR(A, B). En oca-

siones también se usa OBJ (C) para referirse a la clase |C|.
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Para « € [A, B] definimos el dominio de o como Dom(a) = Ay el codo-
minio de a como Cod(a) = B. Por el axioma 1 de la definicién de categoria
se observa que el dominio y codominio de a estd determinado unicamente
por a. En vez de escribir a € [A, B] usaremos o : A — B.

Proposiciéon A.1.2. La identidad 14 (que existe en virtud de los aziomas
de la definicion de categorias) estd inicamente determinada.

Demostracion. Sea ey otra identidad de A entonces tenemos eq = eqly =
14. O

A.1.1. Ejemplos

ENS. Los objetos son la clase de todos los conjuntos y los morfismos
son las funciones entre ellos con la composicion de morfismos Sa como la
composicion de funciones « seguido de .

Gr. Los objetos son la clase de grupos y [A, B] = Hom(A, B) el conjunto
de todos los homomorfismos de grupos de A a B con la composicién usual.

R—Mod. Es la categoria de los médulos izquierdos sobre R andlogamente
esta la categoria Mod— R que son los médulos derechos sobre R. los morfismos
son los R-homomorfismos de A a B y la composiciéon usual. En general es
cierto que para cada estructura algebraica con sus homomorfismos que la
preservan forman una categoria. Para anillos se requiere la existencia de la
identidad y homomorfismos que la preserven.

A.2. Morfismos

Definicién A.2.1. Sea C una categoria y o : A — B. Entonces se dice que:

1. a es monomorfismo si para todo C € C y para todo 1,72 € [C, A] se
tiene [ay; = ays = 71 = 7al.

2. « es epimorfismo si C' € C y para todo (1, B2 € [B,C] se tiene [f1a =
Bror = (1 = (]

3. a es bimorfismo si a es monomorfismo y epimorfismo.

4. « es isomorfismo si existe § € [B, A] talque se tiene [fa = 14; aff =
1g].

5. a es endomorfismo si Dom(a) = Cod(a).

6. « es automorfismo si o es isomorfismo y endomorfismo.
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Observacion: si a : A — B es un isomorfismo entonces 36 : B — A tal
que fa = 14 vy aff = 1g. Como fa = 1u, af’ = 1 implica § = ', 3
esta unicamente determinado por « y se le llama inversa de « y se escribe
3 = a~!; entonces de dice que A y B son isomorfos.

Proposicién A.2.2. Si a es isomorfismo entonces o es bimorfismo.

Demostracion. Sea fa =1,y aff = 1p, si ay; = ay, se tiene que

71 = lam = Bay = Baye = 1ave = 2.
Anélogamente para fia = Psa. O]

Mas ejemplos; los endomorfismos de un objeto con su composicion for-
man un monoide. Reciprocamente un monoide se puede considerar como una
categoria de un solo objeto cuyos morfismos son los elementos del moniode
y un grupo puede ser visto como una categoria de un solo objeto en la cual
todo morfismo es un automorfismo.

Una categoria es discreta si cada morfismo es una identidad, entonces
cada clase se puede ver como una categoria discreta.

A.3. Categorias aditivas

Definicion A.3.1. Una categoria semiaditiva es una categoria en la cual
cada congunto (A, B] tiene una estructura aditiva asociativa, conmutativa y
con elemento 0 (monoide aditivo) de forma que se distribuye con respeto a la

composicion de morfismos por ambos lados y es compatible con el elemento
0i.e.

(G +g)f=af+ag0f g(fi+f)=g9fi+gfe (A1)
g0=0; 0f =0 (A.2)

Si [A, B] es siempre un grupo aditivo, entonces la categoria se llama
aditiva y 1.2 es consecuencia de 1.1.

Con la composicién usual de homomorfismos Ab, R — Mod, Mod — R son
categorfas aditivas. En una categorfa aditiva [A, A] es un anillo y [A, B] y
[B, A] son respectivamente mddulos derechos e izquierdos sobre [A, A]. Un
anillo con unidad se puede ver como una categoria aditiva con un solo objeto.
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A.4. Subcategorias

Definicién A.4.1. Una subcategoria D de una categoria C consiste de:

» Una subclase de |D| de la clase de objetos de C

» Para cada par ordenado (A, B) de objetos de |D|, existe un subconjunto

[A, Blp de [A, Blc talque:

1. Para cada terna ordenada (A, B,C') de objetos en |D|, la composi-
cion en C mapea [B,Clp x [A, Blp — [A,Clp
2. Para cada A € |D|, 14 € [A, Alp.

Es inmediato que D es una categoria. La subcategoria D se llama plena
si para cualesquiera dos objetos A y B en D todos los C-morfismos de A a
B pertenecen a D; i.e. [A, B]p = [A, B]c. Una subcategoria estd tinicamente
determinada por sus objetos.

Los conjuntos finitos son una subcategoria plena de ENS. Los grupos
conmutativos determinan una subcategoria plena de la categoria de los gru-
pos. Similarmente, esta la subcategoria de los grupos libres; de forma corre-
spodiente esta la subcategoria de los grupos libre abelianos o de torsién de
Ab.

Se pueden obtener subcategorias de C si se toma un objetos A de C y se
toman todos los endomorfismos, todos los automorfismos o sélo la identidad
de A. Cada categoria C contiene una subcategoria discreta con todos los
objetos de C.

A.5. Funtores

Definicién A.5.1. Sean C y D categorias. Un funtor covariante T': C — D,
es un mapeo entre objetos y morfismos que asigna a cada objeto A € |C|
un objeto T(A) € |D| y a cada morfismo f : A — B un morfismo T(f) :
T(A) — T(B) de tal forma que

T(1a) = 17(a) (A.3)
T(g9f)=T(g9)T(f) (A.4)

Un funtor preserva identidades y la composicion de morfismos. Esto im-
plica que los isomorfismos también se preservan. Si C,D son semiaditivas,
entonces T : C — D se le llama aditivo si

T(fi+ f2) =T(f1) + T(f2) (A.5)

33



T0)=0 (A.6)
para todos los 0-morfismos.

Definicién A.5.2. Un funtor contravariante T : C — D asigna a cada objeto
A € |C| un objeto T(A) € |D| y a cada morfismo f : A — B un morfismo
T(f):T(B) — T(A) de forma que

T(1a) = 1pa), (A.7)

T(gf) =T(NHT(9)- (A.8)

A.5.1. Ejemplos

Funtor identidad, Id : C — C, mapea objetos y morfismos de una cate-
goria en ellos mismos.

Inclusion de una subcategoria D de Cen C. i : D — C.

Funtor constante. Sean C,D categorias y sea X € |D|. Entonces el funtor
constante con valor X estd dado por T'(A) = X para toda A € |C| y T(f) =
1x para todo morfismo f en C.

Funtores que olvidan. Si los objetos de una categoria tienen una estructura
(ej. grupos, espacios topoldgicos etc.) y los morfismos la preservan (homo-
morfismos, funciones continuas etc.). Entonces un funtor que olvida puede
ser U : R-Mod — Ab, manda a un moédulo a su estrucura de grupo que tiene,
analogamente de un grupo al conjunto que tiene el grupo.

A.6. Objetos

A.6.1. Objeto cero

Definicién A.6.1. Un objeto A € |C| se llama; inicial si VB € |C|, [A, B|
tiene un solo elemento, terminal si VC € |C|, [C, A] tiene un solo elemento y
cero si A es inicial y terminal.

Hay un tnico isomorfismo entre cada par de objetos ceros de una cate-
goria. Si existe objeto cero fijaremos uno y le denotaremos 0. Ej. En Gr, Ab,
rMod los objetos con un solo elemento son objetos ceros.

Sea C una categoria con objeto cero 0. Si A, B son objetos cualesquiera,
entonces hay exactamente un morfismo A — B que se factoriza por 0; i.e. se
puede escribir como A — 0 — B. Lo llamamos el 0-morfismo y lo denotamos
por 0 0 04 5. 0: A — B no depende de la eleccién del objeto cero 0 en C, si
0" es otro objeto cero, consideraremos A — 0 — 0/ — B.
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Si C es semiaditiva, entonces en cada [A, B] hay un elemento neutro con
respecto a la adicién al cual se le refiere como 0-morfismo. Si C tiene objeto
cero ambos conceptos coinciden.

A.6.2. Nucleo y Coniticleo

Definicién A.6.2. Sea C una categoria con objeto cero y f : A — B un
morfismo de ella. Decimos:

1. Un morfismoi: K — A es nucleo de f si fi =0 y para cada morfismo
g:D — A con fg =0 hay un inico morfismo h: D — K con ih = g.

2. Un morfismo p : B — C' es conucleo de f si pf = 0 y para cada
morfismo g : B — D con gf = 0 hay un unico morfismo h : C — D
con hp = 0.

Se tiene que si f : A — B en C, el nicleo de f es monomorfismo y
el contcleo f es epimorfismo. El dominio y codominio de un ntcleo de f
estan unicamente determinados salvo isomorfismos. i.e. si iy : K1 — A, iy :
K5 — A son nucleos de f, existe un isomorfimso « : K1 — K5 con iy = «ais.
analogamente para el contucleo.

A.6.3. Productos y Coproductos

Definicién A.6.3. Sea C una categoria y {A;|i € I} una familia de objetos
de C, un par (P, (¢;|i € I)) se llama producto de la familia {A;|i € I} si:

1. Pe|C|
2. (¢ili € I) es una familia de morfismo de C tal que ¢; : P — A;i € 1

3. Para cada familia de morfismos ()i € I) de C con ~; : C — A; de C
existe un unico morfismo v : C' — P de C tal que v; = ¢;y 1 € I.

Definicién A.6.4. Sea C una categoria y {A;|i € I} una familia de objetos
de C, un par (Q, (n;|i € I)) es coproducto de {A;|i € 1} si:

1. Q €|C|
2. (n;li € I) es una familia de morfismo en C tal que n; : A; — Qi € 1

3. Para cada familia «; de morfismos de C con «; : A; — B existe un
unico morfismo o : (Q — B en C tal que a; = am; 1 € 1
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Los productos y coproductos son tinicos salvo isomorfismos. En general no
hay confusién y no se hace referencia a la familia de morfismos y se dice que P
es producto de {A;} y similarmente que @ es el coproducto respectivamente.
Se denotan P := [[A4; y @ := [[ A;. Los productos y coproductos, al igual
que los objetos cero, no necesariamente existe en una categoria.
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Apéndice B
La categoria R-Mod

R-Mod es una subcategoia de ENS, GRP, Ab y para R = 7Z tenemos
Z-Mod = Ab. E1 Hompg(A, B) forma un grupo abeliano asi que R-Mod es

una categoria aditiva.

B.1. R-Mod

B.1.1. Morfismos

Proposicién B.1.1. Sea f : M — N un morfismo en R-Mod, entonces son
equivalentes:

1. f es monomorfismo si y solo si f es inyectivo
2. f es epimorfismo si y solo si f es suprayectivo
3. f es isomorfismo si y sélo si f es biyectivo

4. [ es cero morfismo si y sélo si Im(f) =0

B.1.2. Ncleo y Contucleo en R-Mod

Proposicién B.1.2. Sea f: M — N un R-homomorfismo entonces:
1. i: Nuc(f) — M es nicleo de f
2. p: N — N/Im(f) es conicleo de f

Demostracién. 1) Sig: L — My fg = 0; entonces g(L) C Nuc(f).
2)Sih: N — L con hf =0, entonces Im(f) C Nuc(f) y por el teorema de
factorizacién tenemos el morfismo N/Im(f) — L. O
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B.1.3. Sucesiones exactas

En una categoria C con cero y nucleos, una secuencia de dos morfismos
f:A— B, g: B — C sellama exacta si gf = 0 y se tiene un tnico
epimorfismo h : A — Nuc(g) talque f = hi donde i es la inclusién de Nuc(g)
en B. Una secuencia de morfismos {f; : A; — A;;1]i € N} en C se le llama
exacta en A; si f;_q y f; forman una sucesion exacta y se le llama ezacta si
es exacta en todas partes.

En R-Mod una sucesion de dos morfismos f: M — Ng: N — L es
exacta si y solo si Im(f) = Nuc(g). Y tiene como consecuencia lo siguiente.

Proposicién B.1.3. Para f: M — N en gMod se tiene:

1. 0 = M — N es exacta si y sélo si f es monomorfismo
2. M — N — 0 es exacta si y solo si [ es epimorfismo
3. 0—= M — N — 0 es exacta si y solo si f es isomorfismo

4.0 = K - M — N — L — 0 es ezxacta si y solo si 1 : K — M es
nucleo de f yp: N — L es conicleo de f

Una sucesién exacta de R-modulos de la forma
0— K—-M-—N—=0

se le llama sucesion exacta corta o una extension de N por K. Sea f : K — M
y g: M — N, en este caso f es nicleo de g y g es conticleo de f. Usualmente
K se considera un submodulo y N un cociente de M.

B.2. Generadores en R-Mod

Definicién B.2.1. Un mddulo g B es generador de R-Mod si
VM € R-ModM = Y Im(¢)]

¢peHomp(B,M)

Para arbitrarios By M se define T'r(B, M) 1= >,y p.a) Im(9), es
un submdédulo de M. La propiedad de que B sea generador dice que Tr(B, M)
es lo mas grande posible, es todo M.

Observacién: rR es generador de R-Mod, Sea m € M y el morfismo
¢Gm : R — M ,r — rm existe con ¢,,(1) = 1m = m entonces se sigue

M =" Im(¢n) = Tr(R,M)— M

meM

Entonces se tiene Tr(R, M) = M.
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Corolario B.2.2. 1. SiB es generador y A un mddulo con Tr(A, B) = B
entonces A es generador.

2. Todo modulo que se mapea epimorficamente a rR es generador

Demostracion. 1) Tenemos:

> Im(¢) = o(Im(1)))
R

YeHompg(A,B),pc Hompg(B,M)

=3 o> (@) = Y o(B) =3 Im(o) = M
@ () é P

2) se sigue de 1) y de que gR es generador. O
Ahora se presenta una caracterizacién de los generadores.

Teorema B.2.3. B es generador <
Vu € Homg(M,N), p#0 3¢ € Homg(B, M), [ up # 0].

Demostracion. = Como p # 0 entonces hay m € M con p(m) # 0. Como
B es generador tenemos

k
m = Z¢z(bz) qbl € HomR(B,M) b; € B
=1

y por lo tanto tenemos 0 = u(m) = Zle i (b;). por lo tanto hay ¢; con
pp; = 0.

< Supongamos Tr(B, M) # M, sea v : M — M/Tr(B, M) el epimorfismo
canénico. Como v # 0 hay un ¢ € Homg(B, M) con v¢ # 0, consecuente-
mente tenemos I'm(¢) no pertenece a Tr(B, M), contradiccion. O

Se presenta el siguiente lema que servira para dar una caracterizacion
mas completa para los generadores en R-Mod

Lema B.2.4. Para cada homomorfismo ¢ : [[..;, Ai — M se tiene

Im(y) = Im(¢m)

el

donde n; = A; — []

el

A;, a; — a; donde a;(i) = { 0 parai #J;

a; parat=j.
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Demostracion. Como consecuencia de que las entradas distintas de 0 de ca-
da elemento del coproducto son finitos, cada elemento de [[,.; A; se puede
escribir como una suma finita > n;(a;) con a; € A;. Entonces tenemos que

DX mi(a) = X (i) y
Im(y) — mewm).

Por otra parte si m € > . ; Im(3n;) entonce m se representa como una suma

finita
m=>> ymi(a) =) mla)), a € A

Por lo que tenemos m € I'm(1) y obtenemos

> im(wn) — fm(v)

Como consecuencia del lema tenemos el siguiente teorema
Teorema B.2.5. Son equivalentes:

1. grB es generador

2. cada suma directa de copias de B es generador

3. una suma directa de copias de B es generador

4. cada modulo gM es la imagen epimorfica de una suma directa de copias
de B

Demostracion. Las primeras 3 equivalencias son consecuencia directa del
corolario ya mencionado. 1 = 4) Sea [[;c o, 5.1y B con By = B para
todo ¢ € Hompg(B, M) entonces consideramos el homomorfismo

v: [ Bi—M
¢eHomp(B,M)

definido como
Y((bg)) = dlby)

donde b, es la componente en (b,) con by # 0. Como (b,) sélo tiene finitos
by = 0 la suma esta bien definida. Aplicando el lema anterior

Imy)= > Im(¢)=M

¢eHomp(B,M)
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por lo que v es epimorfismo.

4 = 1) Si hay un epimorfismo ¢ : [[,., B; — M con B; = B para
todo ¢ € Iy sim; es la i-esima inclusién de B en [] B; entonces tenemos
Yn; € Homg(B, M) y por el lema

M=Im@) = Im@n)— 3. Im(¢)— M.

iel ¢€Homp(B,M)

Entonces

> Img)=M

¢€HO7TLR(B,M)

por lo que B es generador. O

B.3. Modbdulos inyectivos y Capsula inyectiva

B.3.1. Modbdulos esenciales y superfluos

Definiciéon B.3.1. A un submddulo A de M se le llama esencial y se escribe
A< M, siVU< M[ANU =0 = U = O]. De forma dual se le llama
superflu6, A< M, siVU < M [A+U =M = U = M|

Un morfismo a : A — B se le llama esencial, respectivamente superfluo
si; Im(a) <. B respectivamente Ker(a) < A. De la definicién de esencial se
obtienen las siguientes propiedades:

Lema B.3.2. s AKB<M<IN;, BLKM=AKN
s A 7;:1,...,7’LZ>Z?:1A1'<<M
» AKM, $: M — N;= ¢(A) < M

m sia:A— M, B: B — C son epimorfismos superfluos entonces Ba es
un epimorfismo esencial

Dualmente de la definiciéon obtenemos las siguientes propiedades para
esenciales

Lema B.3.3. s AKB<M<IN,; AL, N=B<.M
= Ai, Z:]_,,TL,:>ﬂZL:1A7, <. M

« B<. M, ¢: M —N=¢"'(B) <, M
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s sia:A— M, B: B — C son monomorfismo esenciales o es un
monomorfismo superfluo.

Las siguientes propiedades son muy utiles cuando se trabaja con submod-
ulos esenciales y superfluos y se presenta sin demostracién.

Lema B.3.4. Para a €g M se tiene: aR no es superflué en M < existe un
submaodulo mdzximo C con a & C

Lema B.3.5. Sea A <p M entonces se tiene que:

A<, gM <= VYme M m#03Ire R[rm#0ANrm € A

B.3.2. Mobébdulos inyectivos y capsula inyectiva

Teorema B.3.6. Son equivalentes para rQ):

1. todo monomorfismo & : QQ — B se escinde (Im(§) es sumando directo

de B).

2. para todo monomorfismo a: A — B y para todo morfismo ¢ : A — Q;
dk: B — @ con ¢ = ka

Si g@ es un modulo que cumple las condiciones anteriores se le llama
inyectivo.

Definicién B.3.7. Un morfismo n : M — @ es capsula inyectiva de M si
Q@ es inyectivo y n es un monomorfismo esencial.

Si no hay ninguna confusion se le designa a ) como la casula inyectiva de
M y no se hace referencia a n. Para un médulo la capsula inyectiva siempre
existe y esta es unica salvo isomorfismos. Ahora se presenta una definicion y
un teorema para dar una caracterizacién de las capsulas inyectivas.

Definicién B.3.8. Sea a: A — B monomorfismo.
1. « es una extension esencial de A si Im(a) <. B

2. « es una extension esencial maxima de A si o es una extension esencial
y toda extension esencial de B es un isomorfismo.

Teorema B.3.9. Sea v : M — N monomorfismo. Entonces: v es una ex-
tension esencial mazima de M si y solo si vy es capsula inyectiva de M.
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B.4. Moédulos cogeneradores

Definicién B.4.1. Un mddulo rC' es cogenerador en R-Mod st

VM € R-Modl0= (]  Nuc(¢)]
peHomp(M,C)

Los médulos cogeneradores se definen de forma dual a los médulos gen-
eradores. Para modulos arbitrarios C, M el

Nuc(M,C) := ﬂ Nuc(9)

peEHomp(M,C)

es interseccién de submoédulos de M y por lo tanto es un submédulo de M. La
propiedad de que C' sea cogenerador indica que Ker(M,C) es lo mas chico
posible para cada M y por lo tanto es 0.

De forma similar obtenemos lemas para caracterizar a los médulos cogen-
eradores duales a aquellos para los médulos generadores.

Teorema B.4.2. C' es cogenerador <
VYA€ Homg(L, M), A # 0, 3¢ € Homg(M,C), [¢pX # 0]
Teorema B.4.3. 1. rC' es cogenerador
2. cada producto directo de copias de C' es cogenerador
3. un producto directo de copias de C' es cogenerador

4. cada rM se puede mapear monomorficamente en un producto directo
de copias de C

B.5. Morfismos de Sumas y Productos Direc-

tos
Lema B.5.1. Dadas dos familias de mddulos {A;}ier y {Bj}jes, definimos
¥ Hom(®ierAi, [1;e; Bi) — 1 Hom(Ai, By) por ¥ 1 ¢ — mipn; donde

7 es la proyeccion candnica y n; la inclusion. Entonces se tiene que ¢ es un
isomorfismo de grupo.
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Demostracion. Es claro que 1 es un morfismo por lo que solo demostraremos
que es monomorfismo y epimorfismo.

Monomorfismo: Sea 0 # ¢ € Hom(®;4;,[[; B;) entonces existe (a
®;4; tal que ¢((a;)) # 0. Como (a;) = >, oa; tenemos que ¢((a;)
©(>-a;) = > pla;) # 0. Por lo tanto existe i tal que ¢(a;) = ¢n;(a;) =0y
de esto tenemos que existe j talque m;pn;(a;)ne0; es decir mjpn; # 0.

Epimorfismo. Sea (a;) € [I;.; Hom(4;, B;). Para un i € I fijo y la
familia {ay;|7 € J} donde «j; : A; — B; le podemos asociar el morfimos
Gi: A — 1 ; Bj de forma que conmuta el diagrama:

i) €

A

A

I, B; — B;

Ahora a la familia {B;|i € I'} le asociamos ¢ : ®;4; — [[; B; de forma
que conmuta el diagrma:

A

e

DAy — = Hj B;

De lo que concluimos que aj;; = m;3; = m;pn;. O

Como casos especiales de Lema tenemos que:

Hom(®;A;, B) = HHom(Al-,B) donde ¢ — (pmn;)

Hom(A, H B;) = HHom(A, B;) donde ¢ — (m;¢p)
j :

J
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