
Un Teorema de Extensión
Equivariante
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Introducción

Este trabajo se enmarca dentro de la teoŕıa equivariante de retractos, la
cual surge al considerar conceptos y problemas análogos a los de la teoŕıa de
retractos dentro de la teoŕıa de grupos topológicos de transformaciones.

La introducción del concepto de grupo en otras ramas de la matemática
enriqueció profundamente su estudio. En geometŕıa ésto resultó esencial. A
finales del siglo XIX, en una conferencia conocida como el Programa de Er-
langen, el matemático alemán Felix Klein propuso la definición general de
geometŕıa:

Geometŕıa es la ciencia que estudia las propiedades de las figuras que se
preservan bajo transformaciones de un cierto grupo de transformaciones, o
bien, la ciencia que estudia los invariantes de un grupo de transformaciones.

Aún más preciso1, un sistema geométrico queda determinado por un es-
pacio geométrico o dominio de acción X, un grupo G de simetŕıas o trans-
formaciones de X, que preserven las propiedades interesantes de las figuras
en X y el elemento generador o elemento más simple en X que construye a
todas las figuras por considerar.

En el otro sentido, la teoŕıa de grupos también se enriquećıo al intro-
ducir conceptos topológicos en su estudio, surgiendo aśı el concepto de grupo
topológico, es decir, un grupo G junto con una topoloǵıa que hace continuas
a las operaciones del grupo:

(g, h) 7→ gh ; g 7→ g−1,

1Una discusión detallada de esta definición se puede encontrar en [11, cap. 7].
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Luego, al considerar como dominio de acción a un espacio topológico X
y al grupo de simetŕıas G como un grupo topológico, se llega al concepto
de grupo topológico de transformaciones. Formalmente, dados un espacio
topológico X y un grupo topológico G tal que cada g ∈ G es un homeomor-
fismo de X en X:

θ(g, x) = g(x) ∈ X ; g ∈ G, x ∈ X,

a la terna (G, X, θ) o algunas veces a G mismo, se le llama un grupo topológico
de transformaciones si para cada g, h ∈ G y x ∈ X,

g(h(x)) = gh(x)

y si θ(g, x) = g(x) es continua simultáneamente en x ∈ X y en g ∈ G. Al ser
cada g ∈ G inyectiva, se sigue que para cada x ∈ X,

e(x) = x

donde e es la identidad en G. A θ : G×X → X se le llama una acción de G
en X.

En este sentido, dado un grupo topológico G, a la categoŕıa de los espacios
topológicos en donde G actúa se le denota por G-T OP, a los objetos de esta
categoŕıa se les llama G-espacios y los morfismos son funciones continuas,

llamadas funciones equivariantes, X
f→ Y que conmutan con la acción de G:

g(f(x)) = f(g(x)) ; g ∈ G, x ∈ X.

Cuando la acción de G es trivial (g(x) = x ; g ∈ G, x ∈ X), la categoŕıa
G-T OP coincide con la categoŕıa de los espacios topológicos y funciones con-
tinuas T OP. Por esta razón, el estudio de los G-espacios generaliza en cier-
to sentido el de los espacios topológicos. Problemas y conceptos puramente
topológicos pueden tener su análogo equivariante en la categoŕıa G-T OP. En
particular, el problema de extensión de funciones continuas y el concepto de
retracción, que estan ı́ntimamente relacionados, se formulan de la siguiente
manera:

En el problema de extensión de funciones equivariantes, nos preguntamos
cuándo es posible extender equivariantemente una función equivariante f de
un subconjunto cerrado e invariante A de un G-espacio X, en un G-espacio
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Y a todo X, o bien a una vecindad de A en X.

Una retracción equivariante es simplemente una extensión equivariante
de la identidad en Y a todo X, o bien a una vecindad de Y en X y Y es lla-
mado un G-retracto, o bien un G-retracto de vecindad de X. De esta manera
surge la teoŕıa equivariante de retractos. Nuevamente, si la acción es trivial,
el problema de extensión de funciones equivariantes se reduce al de extensión
de funciones continuas y una retracción equivariante es simplemente una re-
tracción. Por esta razón, resulta interesante estudiar el otro sentido, es decir,
determinar cuando una propiedad P , que concierne a espacios topológicos,
implica su análogo equivariante G-P en la categoŕıa G-T OP cuando la ac-
ción de G no es trivial.

En este trabajo se estudia un teorema de extensión equivariante que nos
muestra precisamente el hecho de cuándo una propiedad no equivariante P ,
implica la existencia de una propiedad equivariante ı́ntimamente relacionada
a P , cuando la acción de G no necesariamente es trivial. Este resultado es
muy importante, pues del mismo se sigue una caracterización de espacios G-
AR (G-ANR) métricos separables de dimensión finita con un número finito
de tipos orbitales [5, Teorema 4.2]. El resultado es debido a Jan Jaworowski
y dice lo siguiente:

Sean G un grupo topológico compacto de Lie, X un G-espacio métrico
separable, A un subconjunto cerrado e invariante de X tal que X − A es de
dimensión finita y tiene un solo tipo orbital (H) y f : A → Y una función
equivariante a un G-espacio metrizable Y . Si el conjunto de puntos fijos Y H

es un retracto absoluto (retracto absoluto de vecindad), entonces f se ex-
tiende equivariantemente a todo X (a una vecindad de A en X).

El primer caṕıtulo introduce formalmente la teoŕıa de grupos topológicos
de transformaciones. El segundo caṕıtulo estudia los resultados fundamen-
tales que se usan en la demostración del Teorema de Extensión de Jaworowski
y aunque no se reproducen todas las demostraciones debido a lo extenso del
tema, se menciona una referencia adecuada.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen los conceptos básicos de la teoŕıa de grupos
topológicos de transformaciones y de la teoŕıa de haces fibrados. Se trata el
caso particular de acciones de grupos compactos.

1.1. Grupos Topológicos de Transformaciones

Un grupo topológico de transformaciones es una terna (G, X, θ),
donde G es un grupo topológico, X es un espacio topológico de Hausdorff y
θ : G×X → X es una función continua tal que:

(1) θ(g, θ(h, x)) = θ(gh, x), para todo g, h ∈ G y x ∈ X;

(2) θ(e, x) = x, para todo x ∈ X, donde e es la identidad de G.

A θ se le llama una acción de G en X y a X junto con una acción dada θ
de G, un G-espacio (izquierdo). El concepto análogo de G-espacio derecho
es cuando θ : X × G → X es continua y satisface las versiones correspon-
dientes (1) y (2). También se dice que G actúa en X via θ.

En la literatura se usa la notación g(x), g ·x o simplemete gx para θ(g, x)
cuando θ se entienda del contexto y no haya confusión. Igualmente, para
H ⊂ G y A ⊂ X, escribimos

HA = {gx : g ∈ H, x ∈ A}

para θ(H × A). En particular, para cada x ∈ X,

1
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Gx = {gx : g ∈ G}

es llamada la órbita de x (bajo G) y a un subconjunto A de X que cumpla
que GA = A, se le llama invariante (respecto de la acción dada de G en X).
Aśı, un subconjunto invariante de un G-espacio, es también un G-espacio.
En particular, cada órbita es un conjunto invariante.

Un grupo topológico G puede ser visto como un G-espacio, con las ac-
ciones de translación por izquierda g(h) = gh, translación por derecha g(h) =
hg−1 o por conjugación g(h) = ghg−1. También, un espacio cociente G/H,
con H un subgrupo cerrado de G, es un G-espacio con la acción k(gH) =
kgH.

Ahora bien, para cada g ∈ G, la acción θ de G en X induce naturalmente
la función continua θg : X → X definida por:

θg(x) = θ(g, x) = gx.

Aśı, tenemos que θgθh = θgh y θe = 1X , donde 1X es la identidad en X.
Luego, θg−1 = θ−1

g y por lo tanto θg es un homeomorfismo para cada g ∈ G.

En virtud de lo anterior, tenemos la siguiente proposición, que empieza a
distinguir a las acciones de grupos compactos.

Proposición 1.1.1 La acción θ de G en X es abierta y si G es compacto,
la acción θ también es cerrada.

Demostración. Sea H ×A un abierto básico en G×X. Entonces HA =⋃
h∈H hA =

⋃
h∈H θh(A) es abierto en X pues θg es un homeomorfismo para

cada g ∈ G. Ahora, supongamos que G es compacto y sean C cerrado en
G ×X y x ∈ θ(C). Entonces existe una red (gi, xi) en C tal que θ(gi, xi) =
gixi → x. Como G es compacto, podemos suponer que gi → g ∈ G y por
lo tanto g−1

i → g−1. Luego, xi = θ(g−1
i , gixi) = g−1

i (gixi) → g−1x. Aśı,
(gi, xi) → (g, g−1x) ∈ C pues C es cerrado y por lo tanto x = θ(g, g−1x) ∈
θ(C).

Corolario 1.1.1 Si A es cerrado (compacto) en un G-espacio X y G es
compacto, entonces GA es cerrado (compacto) en X.
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Demostración. Basta notar que si A es cerrado (compacto) en X, en-
tonces G× A es cerrado (compacto) en G×X.

Observemos que dos órbitas Gx y Gy o bien son iguales o ajenas, pues
si kx = hy para k, h ∈ G y x, y ∈ X entonces, para cada g ∈ G, sucede que
gx = gk−1kx = gk−1hy ∈ Gy y aśı, Gx ⊂ Gy. Análogamente se tiene que
Gy ⊂ Gx.

De lo anterior, se obtiene una descomposición de X en clases de equi-
valencia. Al conjunto de clases de equivalencia se le denota por X/G y, a la
función π : X → X/G que asocia a cada x ∈ X su clase de equivalencia, es
decir, su órbita Gx, se le llama proyección orbital . Aśı, a X/G dotado de
la topoloǵıa cociente via π se le llama espacio orbital de X (con respecto
de G). Si A ⊂ X y x ∈ π−1π(A), entonces Gx ⊂ GA y, si ga ∈ GA, entonces
π(ga) = π(a) ∈ π(A). Luego, se tiene que π−1π(A) = GA y se le llama la
saturación de A.

Algunas propiedades topológicas importantes como ser primero y segun-
do numerable son invariantes bajo identificaciones abiertas, y otras como la
metrizabilidad lo son para funciones perfectas ([8, Proposición 2.3] y [3, Cap.
3 Sec. 7]). Recordemos que una función perfecta f : X → Y , es una función
cerrada con fibras compactas, es decir, para cada y ∈ Y , sucede que f−1(y)
es compacto. La siguiente proposición nos muestra la riqueza de las acciones
de grupos compactos.

Proposición 1.1.2 La proyección orbital π : X → X/G es una función
abierta y, si G es compacto, entonces π es cerrada y, mas aún, π es perfecta.

Demostración. Sea U abierto en X. Como θg es un homeomorfismo para
cada g ∈ G, π−1π(U) = GU =

⋃
g∈G gU =

⋃
g∈G θg(U) es abierto en X y por

lo tanto π(U) es abierto en X/G. Ahora, supongamos que G es compacto y
sea C cerrado en X. Entonces π−1π(C) = GC es cerrado en X por el Coro-
lario 1.1.1 y por lo tanto π(C) es cerrado en X/G. Finalmente, π−1(Gx) = Gx
es compacto por el Corolario 1.1.1.

Cuando el grupo topológico G está fijo, los G-espacios forman una ca-
tegoria, denotada G-T OP, cuyos morfismos son llamados funciones equiva-
riantes. Aśı pues, una función equivariante φ : X → Y entre dos G-espacios



4 PRELIMINARES

es una función continua que conmuta con las acciones del grupo, es decir,
para cada g ∈ G y x ∈ X, se tiene que

φ(gx) = gφ(x).

Una función equivariante φ : X → Y que también es un homeomorfismo
es llamada una equivalencia de G-espacios. En este caso, la inversa φ−1 de
φ también es equivariante pues si y = φ(x) y g ∈ G, entonces:

φ−1(gy) = φ−1(gφ(x)) = φ−1φ(gx) = gx = gφ−1(y).

Otro ejemplo de un G-espacio se obtiene mediante un producto fibra-
do, ésto es, dados tres G-espacios X, Y y Z y dos funciones equivariantes
f : X → Z y h : Y → Z, el producto fibrado o pull-back es el sub-
espacio X ×Z Y = {(x, y) : f(x) = h(y)} de X × Y . Con la acción diagonal
g(x, y) = (gx, gy), X ×Z Y es un G-espacio y las proyecciones projX y projY
son funciones equivariantes.

El G-espacio X ×Z Y satisface la propiedad universal del pull-back, es
decir, si W es un G-espacio y α : W → X y β : W → Y son funciones equiva-
riantes tales que fα = hβ, entonces existe una única función equivariante
Θ : W → X ×Z Y tal que el diagrama

W
Θ

$$

α

((

β

  

X ×Z Y
projX //

projY
��

X

f

��
Y

h // Z

(1.1)

conmuta. De hecho, Θ esta dada por Θ(w) = (α(w), β(w)) para cada w ∈ W .

Ahora, para cada x ∈ X, el conjunto

Gx = {g ∈ G : gx = x}

es un subgrupo de G y es llamado el subgrupo estabilizador de G en x,
o el grupo de isotroṕıa de x. Si Gx = G para algún x ∈ X, se dice que x
es un punto fijo de la acción de G en X y al conjunto de puntos fijos se le
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denota por XG, el cual es cerrado en X [8, Proposición 2.8].

Luego, si φ : X → Y es una función equivariante entre G-espacios, en-
tonces Gx ⊂ Gφ(x) para cada x ∈ X. En particular, si x ∈ XG, entonces
φ(x) ∈ Y G.

Ahora bien, para cada x ∈ X, la acción θ de G en X induce naturalmente
la función continua θx : G → Gx, llamada movimiento, definida por:

θx(g) = θ(g, x) = gx.

Una consecuencia directa de la continuidad de θx es que si G es com-
pacto (conexo), entonces las órbitas son compactas (conexas). Si además G
es compacto y X es T1, los subgrupos estabilizadores de G son compactos
pues Gx = (θx)−1(x) es cerrado en G para cada x ∈ X.

Se dice que una acción de G en X es transitiva si tiene una sola órbita,
es decir, si Gx = X para cada x ∈ X.

Como G actúa transitivamente por translación en G y en Gx, la función
movimiento θx es equivariante para cada x ∈ X. Por el Teorema de Trans-
gresión aplicado a la proyección orbital q : G → G/Gx donde Gx actúa por
translación en G, tenemos que θx induce una única función continua

θx : G/Gx → Gx

tal que θxq = θx, es decir, θx esta definida por θx(gGx) = θx(g) = gx. Como
gx = hx si y solo si h−1g ∈ Gx tenemos que θx está bien definida y es
inyectiva. Además es suprayectiva y por lo tanto es una biyección. Más aún,
cuando G actúa por translación en G/Gx, θx es equivariante, pues

θx(g′gGx) = g′gx = g′θx(gGx).

Observación. Cuando G es compacto y X es de Hausdorff, la función θx

es cerrada y por lo tanto un homeomorfismo, o bien, una equivalencia de
G-espacios. De hecho, G/H y Gx son equivalentes para todo subgrupo H de
G en la clase de conjugación (Gx) = {gGxg

−1 : g ∈ G}.

Ahora, dado un grupo compacto G, a la subcategoŕıa de G-T OP de los
G-espacios transitivos y funciones equivariantes se le llama la categoŕıa de
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las G-órbitas. Por la observación anterior, tenemos que cada objeto de es-
ta categoŕıa es equivalente a un espacio de clases laterales G/H, para algún
subgrupo cerrado H de G. Aśı, los morfismos en esta categoŕıa quedan carac-
terizados por funciones equivariantes entre espacios de clases laterales.

Para ésto, se define una relación ≤ entre clases conjugadas de subgrupos
cerrados H y K de G de la siguiente forma:

(H) ≤ (K) si y solo si existe K ′ ∈ (K) tal que H ⊂ K ′.

De [8, Proposición 5.10], tenemos que ≤ es un orden parcial y por lo
tanto que dos G-espacios transitivos de Hausdorff X y X ′ son equivalentes
si y sólo si los grupos de isotroṕıa de puntos en X y en X ′ son conjugados,
o bien, que pertenecen a una misma clase de conjugación (H) y ambos son
equivalentes a G/H. Notemos que toda órbita Gx es un G-espacio transitivo.

Aśı, se dice que un G-espacio X tiene un solo tipo de órbitas (H) si
para cada x ∈ X, Gx ∈ (H). Decimos que una acción de G en X es libre
si Gx = {e} para cada x ∈ X. Claramente un G-espacio libre tiene un solo
tipo de órbitas (Gx).

1.2. Haces Fibrados

En esta sección se define la noción de haz fibrado. Éstos generalizan a
los espacios producto y sus proyecciones. El estudio de dos espacios X y Y
y funciones continuas f : X → Y , es equivalente al estudio del espacio pro-
ducto X × Y , sus proyecciones en X y en Y y las gráficas de las funciones
continuas f : X → Y .

En un haz fibrado, el espacio producto se remplaza por un espacio haz Z
y a la proyección en Y se remplaza por una familia de funciones continuas
{Yx → Y : x ∈ X} tales que cualesquiera dos de ellas difieren por un elemen-
to de un grupo G que actúa en Y . A las gráficas de las funciones continuas
f : X → Y se les remplaza por secciones cruzadas de Z → X.

Se dice que una acción de G en X es efectiva si
⋂

x∈X Gx = {e}. Si
el G-espacio X no es efectivo, siempre se puede obtener de manera natural
un G-espacio efectivo a partir de este [2, Proposición 1.1]. Por esta razón,



UN TEOREMA DE EXTENSIÓN EQUIVARIANTE 7

siempre podemos considerar G-espacios efectivos.

Sean X y B espacios de Hausdorff, G un grupo topológico y Y un G-
espacio efectivo derecho. Un haz fibrado sobre B (llamado espacio base),
con espacio total o espacio haz X, fibra Y y grupo de estructura G,
es una función continua

p : X → B

llamada proyección, junto con una familia Φ de homeomorfismos

φ : Y × U → p−1(U)

con U abierto en B, llamados cartas sobre U tales que:

(1) el diagrama

Y × U
φ //

projU ""F
FFFFFFFF p−1(U)

p
{{xx

xx
xx

xx
x

U

conmuta para cada carta φ ∈ Φ sobre U ;

(2) para cada b ∈ B existe una vecindad para la cual hay una carta φ ∈ Φ;

(3) si φ es una carta sobre U , y V ⊂ U es abierto, entonces φ |V∈ Φ;

(4) si φ, ϕ ∈ Φ son cartas sobre U , entonces existe una función continua
Θ : U → G llamada función transición para las cartas φ y ϕ tal que:

ϕ(y, u) = φ(y ·Θ(u), u),

para cada (y, u) ∈ Y × U ;

(5) la familia Φ es maximal entre todas las familias que satisfagan las
condiciones anteriores.

En la literatura se usa simplemente a la proyección p : X → B para
denotar al haz fibrado y se le llama simplemente haz.
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Ahora, una sección cruzada para p : X → B es una función continua
σ : B → X tal que pσ = 1B. El siguiente teorema nos dice cuando una
sección de un haz p : X → B, definida en un subconjunto cerrado de B, se
puede extender a todo el espacio base. Este teorema es fundamental en la
demostración del Teorema de Jaworowski.

Recordemos que un espacio metrizable Y es un retracto absoluto (AR)
(retracto absoluto de vecindad (ANR)) si es retracto (retracto de vecin-
dad) de cada espacio metrizable en el cual se pueda encajar como subcon-
junto cerrado. En la clase de los espacios metrizables, ser AR (ANR) es
equivalente a ser un extensor absoluto (AE) (extensor absoluto de
vecindad(ANE)), precisamente, un espacio Y ∈ AE (ANE) si para cada
par metrizable (A, X) (es decir, A es un subconjunto cerrado de un espacio
metrizable X), toda función continua f : A → Y se puede extender continu-
amente a todo X (a una vecindad de A en X).

Teorema 1.2.1 Sea B un espacio métrico separable. Si p : X → B es un
haz con fibra Y ∈AR (ANR) y A es un subconjunto cerrado de B, entonces
toda sección f sobre A de p se puede extender a una sección sobre B de p
(sobre una vecindad de A en B).

Demostración. Haremos la demostración del caso AR. El caso ANR es
similar1.

Como p es un haz, existen una cubierta abierta {Vj}j∈J de B y para cada
j ∈ J , un homeomorfismo

φj : Y × Vj → p−1(Vj)

tal que el diagrama

Y × Vj
φj //

projj ""F
FF

FF
FF

FF
p−1(Vj)

p
{{xx

xx
xx

xx
x

Vj

conmuta.

1Ver la observación 1.2 inmediata a la demostración del caso AR.
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Como B es regular, para todo b ∈ B existen j ∈ J y un abierto Ub de
B tal que b ∈ Ub ⊂ Ub ⊂ Vj. Luego, {Ub}b∈B es una cubierta abierta de
B. Como B es de Lindelöf, existe una subcubierta numerable {U1, U2, ...} de
{Ub}b∈B.

Definamos A0 = A, f0 = f e inductivamente, An = Un∪An−1. Sea n ∈ N
y supongamos que para toda i < n, existen secciones fi sobre Ai de p tales
que fi |Ai−1

= fi−1 y construyamos una sección sobre An de p de la siguiente
manera2.

Sean j ∈ J tal que Un ⊂ Vj, Cn = Un ∩An−1 y g : Cn → Y definida por:

g(b) = pjfn−1(b),

donde pj : p−1(Vj) → Y es la función continua definida por:

pj(x) = φ−1
j,p(x)(x)

y para todo b ∈ Vj, φj,b : Y → p−1(b) es la función continua definida por:

φj,b(y) = φj(b, y),

por lo tanto g es una función continua.

Como Cn es cerrado en Un y Y ∈ AR, existe una extensión continua h
de g a Un. Sea k : Un → p−1(Vj) definida por:

k(b) = φj(b, h(b)),

entonces k es una función continua tal que pk(b) = b y si b ∈ Cn, entonces

h(b) = g(b) = pjfn−1(b) = φ−1
j,pfn−1(b)(fn−1(b)) = φ−1

j,b (fn−1(b))

pues fn−1 es una sección sobre An−1 de p y por lo tanto

k(b) = φj(b, h(b)) = φj,b(h(b)) = fn−1(b),

es decir, k |Cn= fn−1 |Cn .

2Ver la observación 1.2 inmediata a esta demostración.
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Sea fn : An → X definida por:

fn(b) =

{
fn−1(b) si b ∈ An−1,
k(b) si b ∈ Un.

Entonces fn es una sección sobre An de p. Por inducción, existen secciones
fn sobre An tales que f |An−1= fn−1 para toda n ∈ N.

Notemos que para toda n ∈ N, int An 6= ∅ ya que int Un ⊂ An y que
A ⊂

⋃
por lo tanto que B =

⋃
n∈N int An.

Definamos para toda n ∈ N, ϕn = fn |int An . Entonces ϕn es una sección
sobre int An de p y si b ∈ int An−1, entonces

ϕn(b) = fn(b) = fn−1(b) = ϕn−1(b)

para toda n > 1, es decir, ϕn |int An−1= ϕn−1.

Finalmente, definamos F : B → X de la siguiente manera:

F (b) = ϕn(b) si b ∈ int An.

Notemos que F esta bien definida pues B =
⋃

n∈N int An y ϕn |∫ An−1
=

ϕn−1 para toda n > 1, que extiende a f , pues si a ∈ A, entonces a ∈ int An

para alguna n ∈ N y por lo tanto

F (a) = ϕn(a) = fn(a) = f(a),

y que es continua pues si U es abierto en X, entonces ϕ−1
n (U) es abierto

en int An y por lo tanto abierto en B para toda n ∈ N. Luego, F−1(U) =⋃
n∈N ϕ−1

n (U) es abierto en B.

Observación. En el caso ANR se prueba por inducción lo siguiente:

Sean O0 = ∅, A0 = A y f0 = f . Entonces para cada n ∈ N, existe un
cerrado On de X con int On 6= ∅ tal que:

Cn = (Un ∩ A) ∪ (Un ∩
n−1⋃
i=0

Oi) ⊂ On ⊂ Un
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y existe una sección fn : An → B de p tal que fn |An−1= fn−1 donde
An = A ∪

⋃n
i=0 Oi.

Ahora, si un haz tiene fibra G y grupo de estructura G actuando por
translación, se dice que es un G-haz principal . El siguiente teorema tiene
un corolario muy importante. Sus demostraciones se pueden leer en [2, p. 72]

Teorema 1.2.2 Sea p : X → B un haz con fibra Y y grupo de estructura
G. Si Y es un K-espacio izquierdo y las acciones de G y de K conmutan,
es decir, (ky)g = k(yg), entonces existe una única acción de G en X tal que
cada carta φ : Y × U → p−1(U) es equivariante, donde K actúa en Y × U
por k · (y, u) = (ky, u).

Corolario 1.2.1 Si p : X → B es un G-haz principal, entonces existe una
acción libre θ de G en X y p induce un homeomorfismo X/G → B, y por lo
tanto se puede pensar que p es la proyección orbital de la acción libre θ.

En el siguiente caṕıtulo, veremos que cuando el grupo G es compacto de
Lie y X es completamente regular, se tiene que toda acción libre viene dada
por un G-haz principal (Teorema 2.0.4). En este caso, la noción de un G-haz
principal y de una acción libre de G en X son equivalentes.
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Caṕıtulo 2

Teorema de Extensión de
Jaworowski

En este caṕıtulo, se introducen los conceptos de producto torcido, haz
asociado y tubo. Se muestra la importancia de las acciones de grupos com-
pactos de Lie mediante un teorema de Gleason y Mostow, el cual asegura
la existencia de tubos cuando el grupo que actúa es compacto de Lie y el
espacio es completamente regular.

Sean X un G-espacio derecho y Y un G-espacio izquierdo. Se define una
acción de G en X × Y por medio de la fórmula:

g(x, y) = (xg−1, gy).

Al espacio orbital de esta acción se le llama el producto torcido de X
y Y y se denota por X ×G Y . Un elemento en X ×G Y se denota por [x, y],
es decir, [x, y] es la órbita de (x, y) en X ×Y . De modo que dos órbitas [x, y]
y [x′, y′] son iguales si y solo si existe g ∈ G tal que x′ = xg−1 y y′ = gy. En
particular, [xg, y] = [x, gy].

Ahora bien, si p : X → B es un K-haz principal y Y es un K-espacio
derecho, entonces la función continua π : Y ×K X → B definida por:

π[y, x] = p(x)

es un haz con fibra Y y grupo de estructura K y se le llama el Y -haz aso-
ciado a p. La demostración de que π es realmente un haz, se puede encontrar

13
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en [2, p. 74].

El siguiente teorema nos dice que estudiar las funciones K-equivariantes
f : X → Y , es equivalente a estudiar las secciones del Y -haz asociado a un
K-haz principal. Para demostrarlo, usaremos el siguiente lema cuya prueba
se puede encontrar en [2, p. 75].

Lema 2.0.1 Si π : Y ×K X → B es el Y -haz asociado al K-haz principal
p : X → B, entonces el espacio producto Y ×X es homeomorfo al producto
fibrado de (X, p) y (Y ×K X, π) y, en este caso, el diagrama:

Y ×X
projX //

��

X

p

��
Y ×K X

π // B

es un diagrama pull-back (ver diagrama 1.1).

Teorema 2.0.3 Sea p : X → B un K-haz principal y Y un K-espacio
izquierdo y dejemos actuar a K por la derecha aśı: yk = k−1y. Entonces hay
una correspondencia biyectiva entre las funciones K-equivariantes f : X →
Y y las secciones cruzadas f̃ del Y -haz asociado π : Y ×K X → B y la
correspondecia esta dada por la fórmula:

f̃(p(x)) = [f(x), x].

Demostración. Por el Corolario 1.2.1, podemos pensar que X es un K-
espacio libre, que B ≈ X/K y que p es la proyección orbital de esta acción.
Veamos que la correspondencia f 7→ f̃ está bien definida. Sea f : X → Y una
función K-equivariante. Entonces f induce una función continua f̂ : X →
Y ×K X, definida para cada x ∈ X, por:

f̂(x) = [f(x), x].

La función f̂ es continua por ser composición de x 7→ (f(x), x) 7→ [f(x), x],
donde (f(x), x) 7→ [f(x), x] es la proyección orbital p̃ : Y ×X → Y ×K X.
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Ahora notemos que, para cada órbita Kx en X/K, f̂(Kx) = [f(x), x]
pues si kx ∈ Kx, entonces

f̂(kx) = [f(kx), kx] = [kf(x), kx] = [f(x)k−1, kx] = [f(x), x] = f̂(x).

Aśı, f̂ induce la función continua f̃ : X/K → Y ×K X definida por:

f̃(p(x)) = [f(x), x].

La función f̃ es continua pues si U es abierto en Y ×K X, entonces f̂−1(U)
es abierto en X. Como p es abierta, pf̂−1(U) es abierto en X/K y f̃−1(U) =
pf̂−1(U). Además como π es asociado de p, tenemos que

πf̃(p(x)) = π[f(x), x] = p(x).

Luego, f̃ es una sección de π.

Veamos que f 7→ f̃ es inyectiva. Sean f1, f2 : X → Y funciones K-
equivariantes tales que f̃1 = f̃2. Entonces [f1(x), x] = [f2(x), x] para cada
x ∈ X y, por lo tanto, existe k ∈ K tal que x = kx y f2(x) = f1(x)k−1.
Como X es un K-espacio libre, k = e y por lo tanto f1(x) = f2(x) para cada
x ∈ X, es decir f1 = f2.

Ahora, sea s̃ una sección de π. Entonces πs̃p(x) = p(x) para cada x ∈ X.
Como Y ×X es homeomorfo al producto fibrado X ×X/K (Y ×K X) (Lema
2.0.1), por la propiedad universal del pull-back, existe una única función
K-equivariante Φ : X → Y ×X tal que el diagrama

X
Φ

$$

1X

))

s̃p

  

Y ×X
projX //

p̃

��

X

p

��
Y ×K X

π // X/K

conmuta, es decir, projX Φ = 1X y p̃Φ = s̃p. Sea s = projY Φ : X → Y .
Entonces s es una función K-equivariante tal que s 7→ s̃, pues [s(x), x] =
[projY Φ(x), x] = p̃Φ(x) = s̃p(x). Por lo tanto f 7→ f̃ es biyectiva.
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Sea G un grupo compacto, X un G-espacio y P una órbita de tipo (H).
Un tubo alrededor de P es una G-equivalencia

ϕ : G×H A → U

donde U es una vecindad abierta de P en X y A es algún H-espacio.

La demostración del siguiente teorema y de una consecuencia importante
(Teorema 2.0.5), se pueden encontrar en [2, p. 86-88].

Teorema 2.0.4 (Gleason-Mostow) Si G es compacto de Lie, entonces
exis-te un tubo alrededor de cualquier órbita en un G-espacio completamente
re-gular.

Denotemos por N = N(H) al subgrupo normalizador de H en G, es
decir, N(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}. Vimos que G actúa en un espacio co-
ciente G/H por translación (g′(gH) = g′gH). Igualmente, N y N/H actúan
por translación en G/H: nH(gH) = ngH. Además, si X es un G-espacio,
N/H actúa en XH de manera natural: nH(x) = nx ∈ XH .

Teorema 2.0.5 Si G es un grupo compacto de Lie y X un G-espacio comple-
tamente regular con un solo tipo orbital (H), entonces la proyección orbital
π : X → X/G es la proyección en un haz fibrado con fibra G/H y grupo
N/H.

Observación. De la teoŕıa de grupos topológicos y de grupos de Lie, se
sabe que si G es compacto de Lie y H es un subgrupo cerrado de G, entonces
N es cerrado en G y además, N y N/H también son compactos de Lie. Aśı,
del teorema anterior se sigue que si P es un N/H-espacio libre y metrizable,
entonces la proyección orbital ρ : P → P/K es un K-haz principal, donde
K = N/H. Más aún, si P es un K-espacio métrico separable, entonces P/K
es métrico separable, por la proposición 1.1.2.

El siguiente teorema lo aplicaremos en la demostración del Teorema de
Jaworowski, considerando al conjunto invariante X(H) = {x ∈ X : Gx ∈
(H)}, es decir, a los puntos de X que tienen tipo orbital (H). Tal conjunto
es en verdad invariante, pues si x ∈ X(H), entonces Ggx = gGxg

−1 ∈ (H) [8,
Proposición 1.4]. A sus H-puntos fijos los denotamos por XH

(H) = X(H)∩XH =

XH . La demostración se puede leer en [2, pag. 89.].
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Teorema 2.0.6 Sean G un grupo compacto y X un G-espacio con un solo
tipo orbital (H), entonces la función φ : G×N XH → X, definida por:

φ[g, x] = gx

es una equivalencia, donde N = N(H).

La demostración del siguiente lema se puede encontrar en [1, p. 4].

Lema 2.0.2 Cualquier G-espacio libre y normal X de dimensión finita, ad-
mite una función equivariante a un G-espacio libre, compacto y metrizable
Z de dimensión finita.

Estamos en condiciones de demostrar el Teorema de Jaworowski:

Teorema 2.0.7 (Jaworowski) Sean X un G-espacio y A un subespacio ce-
rrado e invariante de X, tales que X − A tiene un solo tipo de órbita (H)
y es de dimensión finita. Si f : A → Y es una función equivariante con Y
un G-espacio metrizable y Y H ∈ ANR (AR), entonces existe una extensión
equivariante de f a una vecindad de A (a X).

Demostración. Para extender a f , basta extender la función K-equiva-
riante fH = f |AH : AH → Y H a una vecindad V de AH (a XH) donde
K = N(H)/H, pues si FH : V → Y H (XH → Y H) es dicha extensión de
fH , entonces la función F : GV → GY H ⊂ Y (GXH → GY H) definida por:

F (gx) = gFH(x)

resulta continua, equivariante y coincide con f en GV ∩A (GXH ∩A). Aśı,
f se extiende a una vecindad GV ∪ A de A (a X = GXH ∪ A).

Veamos que aśı definida, F es continua. Sean U un subconjunto abierto
de GY H y gx ∈ F−1(U). Entonces W = g−1U ∩ Y H es abierto en Y H y
x ∈ (FH)−1(W ) que es abierto en V (XH). Entonces g(FH)−1(W ) es abierto
en GV (GXH) y está contenido en F−1(U).

La función F es equivariante pues F (g′gx) = g′gFH(x) = g′F (gx) y si
gx ∈ GV ∩A (GXH ∩A), entonces x ∈ V ∩A (XH ∩A). Por tanto x ∈ AH ,
luego F (gx) = gFH(x) = gfH(x) = gf(x) = f(gx). También, por el Teore-
ma 2.0.6 tenemos que X−A ⊂ X(H) ≈ G×N XH . Luego, X−A ⊂ GXH pues
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si x ∈ X − A, entonces existen g ∈ G y x′ ∈ XH tales que x = gx′ ∈ GXH ,
por lo tanto X = GXH ∪ A.

Notemos que XH − AH es un K-espacio libre de dimensión finita, pues
XH −AH ⊂ X −A y si x ∈ XH −AH , entonces Kx = {nH : nH · x = x} =
{nH : n ∈ Gx} ⊂ Gx/H ≈ H/H = {H} y por lo tanto Kx = {H} para
todo x ∈ XH − AH . Por el lema 2.0.2, existe una función K-equivariante
φ : XH − AH → Z, donde Z es un K-espacio libre y compacto.

Sean P = XH ×Z y Q = AH ×Z. Entonces P es un K-espacio libre con
la acción diagonal y, por lo tanto, por el teorema 2.0.5, la proyección orbital
ρ : P → P/K es un K-haz principal. Como Y H es un K-espacio izquierdo y
también derecho con la acción: yk = k−1y, por el teorema 2.0.3, existe una
biyección entre las funciones K-equivariantes de P en Y H y las secciones
del Y H-haz δ : Y H ×K P → P/K asociado al haz ρ. Igualmente, hay una
biyección entre las funciones K-equivariantes de Q en Y H y las secciones del
Y H-haz γ : Y H ×K Q → Q/K asociado al haz ρ |Q.

Como P/K es métrico separable1 y Y H ∈ ANR (AR), por el teorema
1.2.1, toda sección sobre Q/K de δ se extiende a una vecindad de Q/K (a
P/K) y equivalentemente, toda función K-equivariante de Q en Y H se ex-
tiende a una vecindad de Q (a P ).

Luego, fH projAH : Q → Y H es una función K-equivariante y, por lo
tanto, tiene una extensión K-equivariante

ϕ : V ′ → Y H (P → Y H)

a una vecindad V ′ de Q en P (a P ). Como Z es compacto, por el Lema del
Tubo, podemos pensar que V ′ = V × Z donde V es una vecindad de AH en
XH . Definamos FH : V → Y H (XH → Y H) por:

FH |AH= fH ; FH |V −AH(XH−AH)= ϕ(i, φ),

donde (i, φ) : V − AH → P (XH − AH → P ) está definida por:

(i, φ)(x) = (x, φ(x)).

1Ver observación inmediata al teorema 2.0.5
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Luego, basta verificar la continuidad de FH en los puntos de la frontera
δAH de AH . Sean a ∈ δAH ⊂ AH y ε > 0. Como ϕ es continua en (a, z) para
cada z ∈ Z, existe una vecindad Uz × Vz de (a, z) en V ′ (en P ) tal que, para
cada (x, z′) ∈ Uz × Vz, sucede que d(ϕ(a, z)), (ϕ(x, z′)) < ε.

Como Z es compacto, podemos encontrar una vecindad U de a en V (en
XH) tal que para cada x ∈ U y z ∈ Z, d(ϕ(x, z), (ϕ(a, z))) < ε. En particu-
lar, para cada x ∈ U ∩ (XH −AH) se tiene que d(ϕ(x, φ(x)), ϕ(a, φ(x))) < ε,
pero ϕ(a, φ(x)) = fH(a). También, como fH es continua, podemos escoger
U suficientemente pequeña, tal que para cada x ∈ U ∩ AH se cumpla que
d(fH(x), fH(a)) < ε. Luego, para cada x ∈ U , d(FH(x), FH(a)) < ε.

Aśı, FH es continua, K-equivariante y extiende a fH .

Este resultado se extiende, por inducción, cuando X−A tiene un número
finito de tipos orbitales y Y H ∈ AR (ANR) para cada tipo orbital (H) en
X − A [6, Teorema A]. Finalmente, para subrayar la importancia de este
resultado, mencionemos que éste conduce a la caracterización de G-AR (G-
ANR) métricos separables de dimensión finita con un número finito de tipos
orbitales. A saber, se tiene el siguiente resultado:

Sea X un G-espacio métrico separable de dimensión finita, con un número
finito de tipos orbitales. Entonces X es un G-AR (G-ANR) si y solo si para
cada subgrupo cerrado H de G, XH es un AR (ANR).

Su demostración, queda lejos de los alcances de este trabajo, y puede
verse en [5, Teorema 4.2].
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