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Introduccion

FEvariste Galois (25 de octubre de 1811- 31 de mayo de 1832) fue un joven
matematico nacido en Bourg-la Reine una comuna a las afueras de Paris, su padre fue
Nicolas Gabriel Galois y su madre Adelaide- Marie. Hasta los doce anos, Evariste, fue
educado por su madre, junto con su hermana mayor Nathalie-Theodore, consiguiendo
una sélida formacién en latin y griego.

Su educacion académica comezo6 a la edad de 12 anos cuando ingres6 en el liceo
Royal de Louis-le-Grand, de Paris, Ahi tuvo sus primeros escarceos de tintes politicos,
su primer contacto con las matematicas fue a la edad de 15 anos gracias a el curso
impartido por Ms Vernier, quien desperté el genio matemético de Galois, estudié la
Geometria de Legendre y el Algebra de Lagrange, enfrascandose mas en el estudio
del Algebra, que en esa epoca tenia muchas lagunas y cuestiones oscuras.

Siendo estudiante de Louis-le-Grand, Galois, logré publicar su primer trabajo
(una demostracion de un teorema sobre fracciones continuas periodicas) y poco des-
pués dio con la clave para resolver un problema que habia mantenido en jaque a los
mateméticos durante més de un siglo (las condiciones de resolucion de ecuaciones
polinomicas por radicales). Sin embargo, sus avances mas notables fueron los rela-
cionados con el desarrollo de una teoria nueva cuyas aplicaciones desbordaban con
mucho los limites de las ecuaciones algebraicas: la teoria de grupos. Mientras atin
era un adolescente, fue capaz de determinar la condicién necesaria y suficiente para
que un polinomio sea resuelto por el método de radicales, dando una solucién a un
problema que habia permanecido insoluble, analizando todas las permutaciones posi-
bles de las raices de una ecuacién que cumplieran con las condiciones determinadas.
Mediante dicho proceso, que en terminologia actual equivale al de hallar el grupo de
automorfismos de un campo, sento6 las bases de la moderna teoria de grupos, una de
las ramas mas importantes del 4lgebra.

Galois intuy6 que la solubilidad mediante radicales estaba sujeta a la solubilidad
del grupo de automorfismos relacionado. A pesar de sus revolucionarios descubri-
mientos, todas las memorias que public6 con sus resultados fueron rechazadas por
la Academia de Ciencias, algunas de ellas por matemaéticos tan eminentes como



Cauchy, Fourier o Poisson. Pas6 un tiempo en prisiéon por ofensas politicas, y fue
muerto en un duelo a la edad de 20 anos, poco después de haber sido liberado su
trabajo ofreci6 las bases fundamentales para la teoria que lleva su nombre, una rama
principal del algebra abstracta. Fue el primero en utilizar el termino “grupo” en un
contexto matemaético.

En este trabajo, veré una parte de la Teoria de Galois, LAS EXTENSIONES
DE GALOIS, tema que forma parte importante de lo desarrollado por Galois, en lo
particular me es muy intresante ver como se utilizan las herramientas de la teoria de
grupos y la teoria de campos para construir una nueva teoria muy vasta e importante
para dar solucién a una ecuacién. Es decir, dada una ecuacién particular en un campo
en donde no tiene solucion, construir una “extension” de ese campo en donde si tenga
solucién y, muy interesante, ver que esa extension es nuevamente un campo, con todas
las operaciénes inducidas por el campo inicial.

Recordaré en el primer capitulo algunas definiciones y resultados importantes,
de la teoria de campos y anillos, en el segundo capitulo veré extensiones de campos,
monomorfismos y automorfismos de campos, recordaré la definicién de cerradura
algebraica, campos algebraicamente cerrados y para finalizar, en el tercer capitulo
las extensiones separables y normales, y las extensiones de Galois, algunos resultados
y aplicaciones
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Capitulo 1

Teoria de Anillos y Campos

1.1. Definicién y Propiedades de Anillos

En esta seccién se verdn dos conjuntos en los cuales se definen dos operaciones
binarias suma y multiplicacion, y, algunas propiedades importantes de los mismos, a
estos conjuntos se les define como Anillos y Campos.

Definicién 1.1.1. Un Grupo (G, %) es un conjunto G junto con una operacion

binaria *, que satisface:

= La operacion binaria es asociativa
s Friste e € G tal que e x x = x x e = x para todas las x € G

» se cumple que Ya € G existe a' € G tal que: axa' = a * a = e (Elemento
inverso)

Definicion 1.1.2. Un Anillo (R, +, %) es un conjunto R junto con dos operaciones
binarias + y *, que llamaremos suma y multiplicacion respectivamente, tales que
satisfacen:

= La multiplicacion es asociativa
» (R,+) es un grupo conmutativo i.e. abeliano

» se cumple que Ya,b,c € R (a+b)c = ac+ bc y a(b+ ¢) = ab + ac la ley
distributiva



Definicion 1.1.3. Un anillo en donde la multiplicacion es conmutativa, es decir
Ya,b € R ab = ba es un anillo conmutativo y, si en R existe 1, tal que Yo € R
lx = 21 = x ese elemento es llamado elemento unitario y el anillo es un anillo con
unitario.

Teorema 1.1.1. Si R es un anillo con unitario entonces ese elemento unitario es
Unico

Demostraciéon 1.1.1. Suponemos que 1 y 1’son unitarios.
Como 1 es unitario, en particular
1(1)-1’
Y como 1’ es unitario,
1'(1)~1
por tanto
1=11

Definicién 1.1.4. Sea R un anillo con unitario. Un elemento u € R es una unidad
de R si tiene inverso multiplicativo, es decir:
Eziste u™' tal que uu™t = 1, donde 1 es el elemento unitario de R.

1.2. Ideales de Anillos

Para algunas demostraciones se utiliza frecuentemente el concepto de “clases la-
terales” por eso es importante la definicion siguente:

Definicién 1.2.1. Sea H un subgrupo de un grupo G y sea a € G. La clase lateral
izquierda aH de H es el conjunto {ah | h € H}. La clase lateral derecha Ha, se
define de manera similar.

Los subgrupos aditivos (N, +) de un anillo R que tengan la caracteristica de que
rN C Ny Nr C N para todas las » € R, veremos mas adelante que, tienen gran
importancia en la teoria de anillos y campos, por eso, la importancia de estudiarlos
ahora.

Definicion 1.2.2. Un subgrupo aditivo (N,+) de un anillo R que satisface que TN C
N y Nr C N para todas las r € R es un IDEAL.

Definicién 1.2.3. Si N es un ideal, Una clase lateral r + N de un anillo (R, +, )
es el conjunto {r+h|h € N}, conr e R.



Definicion 1.2.4. Si N es un ideal en un anillo R, entonces el anillo de las clases
laterales r + N bajo las operaciones inducidas por el anillo R de suma y producto
(+ y *), es llamado el anillo cociente,anillo factor o el anillo de las clases
residuales de R mddulo N y se denota por R/N

Definicion 1.2.5. Si R un anillo conmutativo con unitario y o € R, sea el ideal
(a) = {ra|r € R}, se dice que N es un ideal principal si N = («a)

Teorema 1.2.1. Si R es un anillo con unitario y IV es un ideal de R tal que u € N
para v unidad de R. entonces N = R

Demostracién 1.2.1. Sea N un ideal de R, suponemos que w € N para alguna
unidad w en R, entonces, la condicion TN C N para todas las v € R, implica, si
tomamos 1 = u" 'y u € N, que 1 = u~'u esta en N. Pero, rN € R, para todas las
r € R, esto implica que rl = r estd en N para todas las r € R, de modo que N = R.

1.3. Definicién y Propiedades de Campos

propiedad de que Ya € R\ {0} 3 a € R tal que ax a’ = e entonces R es lla-
mado CAMPO.

Definicién 1.3.2. Si R es un campo un subcampo se define como un subconjunto
de R que es a su vez un campo bajo las operaciones inducidas por el campo K.

Para un campo C es interesante saber si existe algiin entero positivo n tal que
n-a = 0 para todas las a € R.

Definicién 1.3.3. Si C es un campo y existe un entero positivo n tal que n-a = 0
Ya € C, entonces el menor de esos enteros es la caracteristica de C, si no eziste
dicho entero decimos que C'es de caracteristica 0.

Teorema 1.3.1. La caracteristica de un campo es 0 6 es un numero primo

Demostracion 1.3.1. Sea C un campo, Si la caracteristica no es 0, entonces, por
la definicion 2.5.3, es de caracterstica n, con n entero positivo minimo que cumple
quen-a=0VaeC

p.d. n es primo, es decir solo es divisible entre él mismo y 1.

Suponemos que n no es primo, en ese caso Im y u' € Z tal que n = m - u' con
l<m<nyl<u <n



Como n-a = 0Va € C en particular para a = e donde e es el elemento neutro

de C, que existe puesto que C es campo.
= comon-e=(m-u)e=0
= (m-e)(u-e)=0
m-e# 0 ya que m < n y por hipdtesis n es el menor entero tal que n-a =0
= u'-e=0 conm <n lo que contradice la hipdtesis de que n es el menor entero

tal que n-a =20
Por lo tanto, n es primo [



1.4. Isomorfismos, Homorfismos y Monomorfismos
de Campos

A lo largo de este trabajo, se hablard constantemente acerca de isomorfismo,
homomorfismo y, especialmente de monomorfismo entre Campos, por tanto es con-
veniente definirlos desde esta seccion.

Definicién 1.4.1. Un HOMOMORFISMO ¢ de un anillo C' en un anillo L es una
funcion ¢ : C — L tal que Ya,b € C

= ¢(a+b) = ga+ ¢b

= ¢(ab) = (ga)(4h)

Definicion 1.4.2. Un MONOMORFISMO es un Homomorfismo ¢ : C — L que
es Inyectivo o uno a uno, es decir, Ya,b € C, ¢(a) = ¢(b) = a = b,

Un concepto interesante en la teoria de Grupos y Anillos es saber cuando podemos
decir que dos de ellos son ESTRUCTURALMENTE iguales, excepto por el nombre
de sus elementos, esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 1.4.3. Un ISOMORFISMO ¢ de un campo C en un campo L es un
Monomorfismo tal que Yb € L 3 a € C tal que:

¢la) =b

Definicién 1.4.4. El nicleo de un homomorfismo ¢ de un anillo R en un anillo L
es el conjunto de todos los elementos de R cuya imagen es la identidad 0 de L bajo

0.

En adelante se manejara constantemente el concepto de polinomio, ya que uno
de los objetivos principales de este trabajo, via los estudios de Galois es encontrar
las raices de polinomios, tal como los conocemos, pero generalizaremos la teoria a un
campo R cualquiera.

Definicion 1.4.5. Sea R un anillo. Un polinomio f(z) con coeficientes en R es
una suma formal infinita
> at (1.4.1)

tal que a; € RYi y 3 m € N para la que a, =0 ¥Yn > m.

10



Definicién 1.4.6. Sea R un anillo conmutativo. denotamos por R|x] al conjunto de
todos los polinomios con coeficientes en R y con indeterminada x y son el conjunto
de expresiones de la forma: p(x) = po + p1x + ... + ppz™ + ...

Definicién 1.4.7. Dados los polinomios
f(x) =ap+ az+ ...+ apx™ + ...
Y
g(z) =by + bz + ... + byz" + ...
definimos la suma como:
f(x) +g(x) = (ap + bo) + (a1 + b))z + ... + (a, + by)z™ + ...
y la multiplicacion
f(@)g(x) =co+crx+ ... + cpa™ + ...
donde

Cp — Zaibn_i (142)
=0

Con las operaciones de suma y producto arriba definidas, el siguiente teorema
demostrara que R[z] es un anillo

Teorema 1.4.1. El conjunto R[z]| de polinomios en una indeterminada z con coefi-
cientes en el campo R, es un anillo bajo la suma y multiplicacion de polinomios.

Demostraciéon 1.4.1. Para demostrarlo hay que ver que (R[z],+) es grupo

s Asociatividad:

f(@)+[g(x) + h(z)] = ap+ a1z + ... + anx™ + ... + [bo + byz + ... + bpa™ + ... +
o+ T+ ...+ + L

coma a;, biyc; € R (anillo)

=ag+ar+ ...+ ax"+ ...+ (bo+co)+ (b1 +c)r+ ...+ (by+ep)a" + ... =
(ap+bo+co) + (a1 + b1 +c1)x+ ...+ (an + by +cn)z” + ... = (ag + bo) + (a1 +
b )x+ ...+ (an+by)x"+...+co+ iz +...+cpz"+... = [ag+ a1z + ... + ax" +
ot bo+ b+ b o+ + e+ = [f(x) + g(2)] + h(x)

» Elemento neutro Sea p(x) = 0 el elemento neutro y p(x) € Rlz|, es claro que:
f(@) +p(x) = f(z) Vf(z) € Rlz]

» ITnverso si f(z) = a, + a1x + ... + apa™, sea f'(z) = —ap + (—a1)r + ... +
(—an)z"™ + ... el elemento inverso.

este elemento existe ya que a; € R y, como R es campo, para cada a;, existe —a;

11



Ahora
fl@)+ f'(z) =a+ amz + ...0p2" + ... + —ag + (—a1)z + ... + (—ap)2" + ... =
(a0 = @) + (a1 — )2 + {0, — a,)a" + .. = 0 = p(r)

St
Zaaz,g be ,yh(z Zakx (1.4.3)

Aplicando las propiedades de campo para los coeficientes a;, byyc; se puede demostrar
la ley asociativa y distributiva para la multiplicacion de polinomios. [

Definiciéon 1.4.8. Dado un polinomio p(x) en un anillo K[z con coeficientes en K,
sea « un elemento de K, decimos que o es una raiz de p(z) si p evaluado en « es el
elemento neutro de K, es decir p(a) = 0.

Definicion 1.4.9. Un polinomio f(x) € F[z], es un polinomzio irreducibleen F|[z],
si no puede expresarse como producto de dos polinomios g(x)h(z), con g(x) y h(z) €
Flz], de grado menor que f(x)

12



Capitulo 2

Extensiones y Monomorfismos

Un tema importante en la Teoria de Galois es el concepto de extensiones, es decir
si tenemos un polinomio f(x) en un anillo K[x| con coeficientes en un campo K, en
donde, no todas sus raices estan en ese campo, quisiéramos construir un conjunto,
(que se demostrara que también tiene la estructura de campo), que contenga a K,
pero que contenga también a las raices del polinomio f(x).

2.1. Extensiones

Definicién 2.1.1. Sea L un campo, y K un subcampo de L. Decimos que L es una
extension de K y lo denotamos por L/K.

Definiciéon 2.1.2. Si un campo de extension L de un campo K es de dimension finita
n como espacio vectorial sobre K, entonces L es una extension finita de grado n sobre
K, y lo denotamos por [L : K] = n.

Definicion 2.1.3. Dadas dos extensiones L/K y M/L decimos que L/K es una
subextension de M/K y, en ocasiones escribiremos L/K< M/K.

Un resultado importante y que constantemente se usa para las demostraciones de
la Teoria de Galois es dada una subextension de una extension, que relacién existe
entre los grados de las extensiones.

Teorema 2.1.1. ! Sea L/K una subestension de M/K sucede que:
M : K| =|[L:K]|[M: L], ademds:

'La demostracién se podra consultar en: Andrew Baker An Introduction to Galois Theory De-
partament of Mathematics, Univerity of Glasgow.2008. http://www.maths.gla.ac.uk/ ajb/course-
notes.html.p.p.26

13



» Si [M : K] es finito también lo son [L: K| y [M : L]

» Si ambos grados [L : K| y [M : L] son finitos, [M : K| es finito.

Podemos ver graficamente a las extensiones y subextensiones como una torre 6
en ocasiones como un arbol como se muestra en las graficas siguientes.

M

|
|
Ll/ii\ L
|

N

K

Definicién 2.1.4. Un campo de extension L de un campo K es llamado extension
simple si, 3 u € L tal que L es el campo de extension mds pequenio que contiene a K
y al elemento u , lo denotamos L = K (u). K(u,v) es el campo de extension de K(u)
mds pequeno que contiene a v, en general, K(ui,us,...u,) es el campo de extension
mdas pequeno de K que contiene a los elementos u;

Proposicion 2.1.2. Sean K(u)/K y K(u,v)/K(u) extensiones simples. Entonces se
cumple que:

» K(u,v) = K(u)(v) = K(v)(u) 6 en general

w K(ug,entty) = K(ug, ooty —1) (uy)



Este resultado es muy importante cuando queremos conocer el grado de una
extension, la podemos descomponer en extensiones simples.

Vamos a ver un ejemplo:

En la extension Q(v/2,v/3)/Q quisiéramos conocer cuél es su grado.

Sabemos que [Q(v/2) : Q=2 por la proposicién anterior ya que 1y v/2 son una
base para Q(v/2) sobre Q

Ahora,Q(v2, v3)-Q(v2) (V3)

y si u € Q(v/2,v/3), entonces u = a + by/3 para algunas a,b € Q(v/2), es decir
{1,4/3} es una base de Q(v/2, v/3) sobre Q(v/2)

por tanto,

[Q(v2,v3)/ QI-Q(v2,v3)/ QV2)lIR(vV2)/ Q=22 =4

Q(v2.v3)
[Q(\/Z\/E):@\/i]ﬁT

Q(v2)
[@(ﬁ):@]zT
Q

La siguiente proposiciéon es muy importante y nos va a permitir conocer la dimen-
sién de algunas extensiones que cumplan ciertas caracteristicas, sin tener que hacer
muchos calculos.

Proposicion 2.1.3. Sean py,....,p, una sucesion de niumeros primos distintos, con
p; > 0. Entonces

Como /pp no estd en Q(\/p1, ..., /Pn—1) se tiene que:
QYT ) QB o )] =2

Y

[Q(\/P1, s /Pm) = Q=27

2.2. El Elemento Algebraico y Campos Algebraica-
mente Cerrados

2.2.1. Elemento Algebraico

Definicion 2.2.1. Un elementot € L es algebraico sobre K si existe un polinomio

p(z) € Klz| tal que p(t) = 0, en caso contrario diremos que t es trascendente sobre
K.

15



Si consideramos R como campo de extension de Q sabemos que /2 es algebraico
sobre Q pues es un cero de el polinomio 2% — 2, pero también es cero de 2° — 2z y de
x*—32242, pero notemos que estos polinomios son miltiplos de z? —2, generalizando,
hablaremos aqui del polinomio irreducible, que esta determinado de manera tinica
salvo un factor constante sobre el campo.

Definicion 2.2.2. El homomorfismo de evaluacion ¢, : F|z] — E donde F es
un subcampo del campo E y o € E estd definido por:
Oalao + a1z + ... + a,x™) = ap + a1 + ... + aa”

Teorema 2.2.1. ¢, es un homomorfismo

Demostracién 2.2.1. si f(x) =ap+ a1z + ... +a,2" y

g(x) = by + brx + ... + by, x™, suponemos que m > n sin pérdida de generalidad.
Entonces

f(x) 4+ g(x) =co+ a1z + ... + ™ donde ¢; = a; + b;

por tanto

ba(f(z) + g(x)) = co + v + ... + ™

= ¢ +ca+ ..+ = aqy+ aa+ ... + a8 + by + b + ... + b,a™ =
balf(2)) + dalg())

por otro lado, si

f(@)g(z) =do+ dyx + ... + d,a”
entonces

da(f(2)g(2)) = do+ dia+ ... + d,a”

y
Oa(f(2))Palg(z)) = ap + ara + ... + @™ + by + biav + ... + b0

como

J
dj = Zaibj,i (221)

i=0
es claro que

¢a(f(2)9(2)) = dalf(2))Palg(x))

por tanto ¢, es un homomorfismo. [

Teorema 2.2.2. Sea L un campo de extension de K y sea o € L donde « es algebraico
sobre K. Entonces, eziste un polinomio irreducible p(z) € K|x] que denotaremos por
irr(a, K) tal que p(a) = 0 y estd determinado de manera tinica salvo un factor
constante en K y es un polinomio de grado minimo > len Klz| que tiene a o como

raiz. Si f(a) =0 para f(x) € Klz] con f(z) # 0, entonces p(z) divide a f(z)

16



Demostraciéon 2.2.2. Sea ¢, el homomorfismo de evaluacion de K|x] en L, el
nicleo N de ¢, es un ideal y, como K es campo es un ideal principal es decir, existe
algiin p(x) € K|x] de grado minimo > 1 tal (p(X)) = N,Como (p(x)) consta de todos
los elementos de K[z que tienen como raiz a «, si existe un polinomio f(x) # 0 tal
que f(a) = 0 entonces f(x) € (p(x)) por lo tanto f(zx) = ap(z) para alguna a € K
es decir, p(z) divide a f(z).

P.d. p(z) es irreducible.

Suponemos p(x) no es irreducible =

p(x) = r(z)s(z) para algunos r(x) y s(x) € K[x] con grado menor que p(z) uno
de los cuales tiene a o como raiz puesto que L es un campo, lo cual contradice el
hecho de que p(x) es de grado minimo.

Por lo tanto p(z) es irreducible.C]

Definicion 2.2.3. Fl grado de irr(a, K) es el grado de « sobre K y se denota
grad(a, K)

Proposicion 2.2.3. 2 Sit € L es algebraico sobre K entonces:
[K(t) : K] = grad(a, K)

Teorema 2.2.4. Sea L un campo de extension de K y sea o € L algebraico sobre
K. Si grad(a, K) = n entonces K(«) es un espacio vectorial n-dimensional sobre K
con base {1, ...,a" "'}, mds atin, todo elemento 3 de K () es algebraico sobre K y
grad(p, K) < grad(a, K).

Demostracion 2.2.3. Sea L campo de extension de K y o € L algebraico sobre K.
Como grad(a, K) = n entonces eziste f(X) € K[X]| polinimio irreducible tal que:
f(X) = potpi X4...4p. X", conp; € K y f(a) = 0= potpi(a)+..4+pu(a)" " #

0 entonces {1,a,...,a" '} son linealmente independientes en K(a) y, ademds todo

elemento 3 € K(«) se puede expresar como combinacion lineal de {1,c,...,a" 1}

asi que {1,q,...,a™ '} forman una base para K(a) sobre K, es decir, K(a) es un

espacio vectorial sobre K, generado por los vectores {1, ...,a" '} y la dimension

de K(a) como espacio vectorial sobre K es n.

Por otro lado, si B € K(a), tomamos el conjunto de elementos {1, 3,3, ..., 3"} €
K(a), como grad(a, K) =n, para que sean linealmente independientes en K(«), no
pueden ser n + 1 elementos distintos ya que {1,a,...,a" '} es una base para K ()
con n elementos distintos.

2La demostracién se podra consultar en: Andrew Baker An Introduction to Galois Theory De-
partament of Mathematics, Univerity of Glasgow.2008. http://www.maths.gla.ac.uk/ ajb/course-
notes.html.p.p.31
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Por lo tanto 1 + b1 + ... + b, 8" = ¢ para alguna ¢ € K , con no todas las b; = 0
es decir:

bo + 018+ ... + b,5" =0, donde by = 1 — ¢, sea f(x) = by + bz + ... + byz™ un
elemento en Klx| distinto de cero tal que f(B) = 0, por tanto [ es algebraico sobre
K ygrad(8,K) < grad(a, K) O

Definicion 2.2.4. Dada la extension L/K, si todo elemento a € L es algebraico
sobre K diremos que L es una extension algebraica de K.

Teorema 2.2.5. Si L es un campo de extension finita de un campo K, entonces L
es una extension algebraica.

Demostracion 2.2.4. Sea o € L, p.d. a es algebraico en K, como L es finita, Por
la definicion 3.1.4 si [L:K]=n, por otro lado como K < K(«a) < L = [K(«a) : K]
es finita, por lo tanto {1, ..,a" '} son linealmente independientes, es decir existen
a; € K tal que:

o+ arx + ... +a, =0 con no todas las a; = 0, sea

f(z) = ap+arx+...4+ay, f(r) es un polinomio distinto de cero en Kfz]y f(a) =0,
por tanto « es algebraico sobre K.

2.2.2. Cerradura Algebraica y Campos Algebraicamente Ce-
rrados

Dada una extension L de K, nos interesaran de manera particular aquellos ele-
mentos « de L que sean algebraicos sobre K ya que nuestra finalidad son las raices
de los polinomios p(z) € K|z].

Seria excelente que existiera un campo en donde cualquier polinomio f(x) NO
CONSTANTE de F[x| tuviera una raiz, es decir que f(x) tuviera una raiz en ese
campo, {Existe?, ST EXISTIERA SERIA LA SOLUCION A MUCHOS PROBLE-
MAS!. Todos sabemos que todo polinomio no constante en C[z] tiene una raiz en C,
esto se conoce en algebra, como FEl teorema fundamental del dlgebra

Definicion 2.2.5. Se dice que un campo K es algebraicamente cerrado si todo
polinomio no constante f(z) € K[z|, tiene una raiz en K.

Definicién 2.2.6. Sea K un campo, Un campo de extension L/K es cerradura
algebraica de K si L es algebraico sobre K y algebraicamente cerrado.
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Definicion 2.2.7. Sea L un campo de extension del campo K, definimos el conjunto
LY ={a € L |« es algebraico en K} (2.2.2)

como la cerradura algebraica de K en L

Teorema 2.2.6. Sea L un campo de extenson de un campo K, L*, es un subcampo

de L

Demostracién 2.2.5. Si«, 3 € L%, como K(a, ) es una extension finita de K por
el teorema 2.2.5 todos los elementos de K(«, 8) son algebraicos sobre K

es decir K (o, 8) C L%, por tanto,

a+ B,a—B,aB ya/Bparaf # 0,estin en LY

por lo tanto

LY es un subcampo de L O

Teorema 2.2.7. Todo campo K tiene una cerradura algebraica, es decir, una
extension algebraica K que es algebraicamente cerrada.

2.3. Campos de Descomposiciéon

Una de las preguntas que dieron origen a toda esta teoria, aprovechando el
conocimiento de la existencia de los campos de extension de un campo K nos pre-
guntaremos: Dado un polinomio p(x) con coeficientes en K que no tenga raices en el
campo K, ;Existe algun campo de extension L /K para el cual p(x) tenga una raiz?,
més aun, ;Existe dicho campo de extension en el cual p(x) se pueda descomponer
en producto de factores lineales (z — aq)(x — aw)...(z — a,,)?

Definiciéon 2.3.1. Decimos que p(z) € Klz] se descompone en L/K si se puede
factorizar en producto de factores lineales en L[x]

Por la definicién 2.1.4, dado un campo K y una raiz o que no esté en K, existe
un campo de extension K (a))/K que contiene a K y al elemento « vy, si ay, ...« son
las raices del polinomio p(x) existe un campo K(ay,...c,)/K, en donde se cumple
que en este nuevo campo se puede factorizar a p(x) en producto de factores lineales
ademas, es el subcampo mas pequeno que contiene al campo K y a las raices de
polinomio.

La segunda version de el Teorema de Kronecker nos enuncia este resultado:
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Teorema 2.3.1. > TEOREMA DE KRONECKER: Sean K un campo, y p(z) € K|z]
un polinomio de grado positivo. Entonces existe un campo de extension E/K que es
un campo de descomposicion de p(x) en K.

Este teorema nos garantiza que siempre podemos construir un campo en donde
el polinomio p(x) se puede descomponer en producto de factores lineales, es decir,
en donde estén todas las raices del polinomio. QUE INTERESANTE!.

2.4. Monomorfismos entre Extensiones

En la Teoria de Galois, se utilizan frecuentemente los Monomorfismos de exten-
siones para relacionarlos con las raices de polinomios, es decir, dada una raiz t, de
un polinomio p(z) € K[z] en un campo de extension L, existe una biyecciéon entre
el conjunto de raices de un polinomio en el campo de extensiéon L con el conjunto
de monomorfismos del campo de extension simple K (tg) y el campo de extension L.
Por eso consideré necesario incluir ese tema en el presente trabajo.

Recordemos que un MONOMORFISMO de un campo L en un campo K es una
transformacion ¢ : L — K tal que Va,b € L

» ¢(a+0b) = pa+ ¢b
= ¢(ab) = (¢a)(¢d)

que es inyectiva o uno a uno, es decir, Va,b € L, ¢(a) = ¢(b) = a =b

La idea es, dado un polinomio f(z) € K[z], si L es una extension algebraica de
K y a en L es una raiz de f(x), poder viajar, via una transformacion, a otra raiz 3
en L de el mismo polinomio, pero que esa transformacion deje fijos a los elementos
del campo K. ;Podra ser esto posible?.

Definicion 2.4.1. Sea L extension algebraica de un campo K. Decimos que o y f3
son conjugados sobre K siirr(a, K) =irr(f, K), es decir, si o y 5 son raices del
mismo polinomio irreducible sobre K.

De manera mas general:

Definicién 2.4.2. Sean o y 8 en K de un campo K. Decimos que o y B son con-
Jjugados sobre K si existe un monomorfismo ¢ : K — K donde = o(a).

3La demostracion se podra consultar en:John B. FraleighAlgebra Abstracta Delawer, E.U,
Addison-Wesley Iberoamericana. 1987. p.p.321
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Definicién 2.4.3. Si ¢ es un monomorfismo de un campo L en un campo F, y sea
a € L, entonces decimos que a queda figo bajo ¢ si pa = a.

Definicion 2.4.4. Sean L, y Lo extensiones de un campo K, y sea ¢ un monomor-
fismo ¢ : L1 —— Loy, decimos que ¢ deja figo a K si para cada a € K queda fijo
bajo ¢, es decir pa = a Va € K.

Por la definicion 2.4.2, vemos que si L es una extension algebraica de K y, que si «
y B € L son conjugados sobre K entonces hay un monomorfismo ¢ : K(«a) — K(f),
ademas, K (o) < Ly K(f) < L son extensiones simples de K, aqui nos preguntare-
mos si dada esta transformacion ;podemos extender el dominio K (a) a un campo
méas grande?, ;tal vez a todo L7, es decir extender la transformacién ¢ a una
transformaciéon ¢ : L — L mas ambicioso seria preguntarse si K (/) se puede
extender a la cerradura algebraica K, recordando que L < K. La respuesta a estas
preguntas es SI, esto nos lo garantiza el Teorema de extensién de monomorfis-
mos

Teorema 2.4.1. * TEOREMA DE EXTENSION DE MONOMORFISMOS
M/K extension algebraica y L/K < M/K. Supongamos que oo : L — K es un
monomorfismo que fija a los elementos de K, entonces existe un a extension de pq a
un monomorfismo ¢ : M — K

Definicion 2.4.5. Sea L una extension finita de un campo K, el mimero de monomor-
fismos de L en K que dejan fijo a K se denota por: | Monog (L, K) |

4La demostracién se podra consultar en: Andrew Baker An Introduction to Galois Theory De-
partament of Mathematics, Univerity of Glasgow.2008. http://www.maths.gla.ac.uk/ ajb/course-
notes.html.p.p.40
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Capitulo 3

Extensiones de Galois

3.1. [Extensiones Separables y Normales

En esta seccion se trataran extensiones que tienen caracteristicas especiales y que
son base para la teorfa que desarrollé Evariste Galois.
Si f(z) € K[z] y a € K es una raiz de f(x) es decir f(a) = 0 podemos factorizar f(x)
como f(z)= (z — «a)fi(x) para alguna f,(z) € K|[z]

Definiciéon 3.1.1. Sea f(z) € K[|, y o € K tal que f(a) =0, a es una raiz de
f(x) de multiplicidad v si v es el mayor entero tal que f(x) = (v — a)’ fi(z) para
alguna fi(z) € Klz|, si v =1 decimos que « es raiz stmple de f(z)

Ahora sabemos que en un polinomio podemos encontrar raices simples, pero en
ocasiones hay raices que son de multiplicidad mayor a uno, es decir, son raices multi-
ples, nos interesara estudiar en esta seccion, aquellas extensiones L /K que contengan
solo las raices de los polinomios irreducibles en K[z] y ademas, que todas sean raices
simples.

Definicion 3.1.2. Un polinomio p(x) € K|z| irreducible se dice que es separable
sobre K si cada raiz de p(x) en una extension L/K es simple.

Definiciéon 3.1.3. Sea L/K una extension, un elemento algebraico a € L se dice que
es separable si el irr(a, K) € K|x] es separable.

Definicion 3.1.4. Una extension algebraica L/K se llama separable si cada ele-
mento de L es separable sobre K.
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Definicion 3.1.5. Si L es una extension de K, el grado de separabilidad de L sobre
K es la cardinalidad de el conjunto de monomorfismos de L en la cerradura algebraica
K que dejan fijo a los elementos de K y lo denotamos por:

{L:K}=|Monok(L,K)|

En particular para una extension simple K (a)/K,

{K(a): K} es el numero de las distintas raices de irr(a, K)

Ver que:

Si una extension finita L /K es separable entonces {L: K} = [L: K]

Es decir, si L es un campo de extension de un campo K, es de dimension finita n
como espacio vectorial sobre K, el niimero de elementos de la base es igual al niimero
de monomorfismos de L en K que dejan fijo a K.

Definicion 3.1.6. Si L es una extension finita de K, se dice que L es una extension
normal de K si L es un campo de descomposicion separable sobre K.

Teorema 3.1.1. Sean E/L y L/K extensiones finitas. Si E/K es normal entonces
E/L es normal.

Demostraciéon 3.1.1. Como E es una extension normal de K, E es campo de
descomposicion separable sobre K, es decir, existe {f;(x),i € I} un conjunto de
polinémios de Klz], como K < L < E, E es campo de descomposicion sobre L[z/
del mismo conjunto de polindmios considerados como elementos de Lfz] y como E es

separable sobre K, E es separable sobre L, por lo tanto E es una extension normal de
L.

3.2. Extensiones de Galois

Se sabe, hasta aqui, sobre las extensiones de un campo dado y, cuando se dice
que son separables y/o normales, nos interesaran en especial aquellas extensiones
que tienen ambas caracteristicas, pues este tipo de extensiones son con las que Ga-
lois, desarrolld su teoria. Al cumplir ambas caracteristicas, nos interesaran aquellas
extensiones L de un campo K, tal que, dado un polinomio f(x) en K|x|, contenga a
todas las raices del polinomio y, ademés sean raices simples.

Definicion 3.2.1. Una extension finita E/K se llama extension de Galois si
cumple que es normal y separable.

Si L/K es una extension de Galois sabemos que [L : K] = {L : K}, es decir, cada
monomorfismo ¢ : L — K que deja fijo a K, manda a L en si mismo, esto se restringe
a estudiar los automorfismos ¢ : L — L que dejan fijo a K, Autg(L).
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K
L——=L
K—K
Definicion 3.2.2. Sea L/K , una extension finita de Galois, El grupo de Galois
de la extension es el grupo de automorfismos de L que dejan fijo a K. y es denotado

por:

Gal(L/K) = Auty(L)

Definicion 3.2.3. Sea L/K una extension finita de Galois y u,v € L, decimos que
v es conjugado de u si hay un ¢ € Gal(L/K) para la cual v = p(u)

Definiciéon 3.2.4. Sea L/K una extension de Galois, suponemos que si K < E < L,
es decir, E/K < L/K, entonces L/E es también una extension de Galois y su Grupo
de Galois correspondiente Gal(L/E), es llamado el Grupo Relativo de Galois de
las extensiones L/K y E/K.

Definicion 3.2.5. Sea L/K una extension de Galois finita, Definimos:
SG(L/K) como el conjunto de todos los subgrupos de Galois Gal(L/K), y
SE(L/K) como el conjunto de todos las subextensiones E/K, de L/K

El TEOREMA PRINCIPAL DE LA TEORIA DE GALOIS dice que
existe una biyeccion entre SG(L/K) y SE(L/K) de lo que se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 3.2.1. Sea L/K una extension finita de Galois. Entonces existe un nimero
finito de subextensiones E/K < L/K.

Demostraciéon 3.2.1. Como el conjunto SG(L/K) es finito, y debido al teorema
principal de la teoria de Galois, implica que SE(L/K)(conjunto de subertensiones
E/K de L/K) es finito.(]

Finalizaré con el siguiente ejemplo, en donde se ve la construccién de una exten-
sion para las raices del polinomio f(z) = (z® — 2)(z? — 3), que, resultara ser una
extension de Galois, y la relacion que guardan las raices con el grupo de automorfis-
mos de la extension:
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Tomemos el campo Q, y el polinomio f(z) = x* — 52* + 6 € Q[z] sobre Q,
si lo factorizamos, f(x) = (2? — 2)(2® — 3) , es claro que en Q, este polinomio
no tiene solucién, ya que sus raices {v/2,v/3, —v/2, —v/3} no estan en Q, por lo
tanto es un polinémio irreducible sobre Q. tomamos la extension Q(v/2,v/3), ver
que los elementos {v/2,v/3, —v/2, —v/3} ya estan en esta extension, una base para la
extension Q(v/2,v/3) sobre Q es {1,v/2,v/3,v/6} por lo tanto [Q(v/2,V3) : Q] = 4,
6 visto de otra manera

[Q(V2,v3): Q] = [Q(v2,V3) : Q(vV2)[Q(vV?2) : Q] = 4

Por otro lado, los automorfismos de L. que dejan fijo a Q son

¢1 : La identidad

¢ : El automorfismo que transforma v/2 en —v/2 y deja fijos a los demas

#3 : El automorfismo que transforma v/3 en —v/3 y deja fijos a los demas

¢4 : El automorfismo que transforma v/2 en —v/2 y v/3 en —/3 y deja fijos a los
demés.

Por tanto el nimero de automorfismos {L : K} = 4 que coincide con el nimero
de raices del polinomio f(x).

como [Q(v2,v3) : Q] = {Q(v/2,v3) : Q} por la definicion 3.1.5, Q(v/2,/3)
es una extension separable, ademas Q(v/2,v/3) es campo de descomposicion de f(x)
sobre Q, por lo tanto es normal. Por la definicién 3.2.1 Q(\/i, \/§) es extension de
Galois.

{i, 1, 62, 93}

RN

{i7¢2} {i7¢1} {i7¢3}

{1}
Q(v2,V3)

RN

Q(v2) Q(v3) Q(V6)

~]

Q
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Capitulo 4

Conclusiones

v Al estudiar un polinomio con coeficientes en un campo K, en donde no todas
sus raices estén dentro del campo K, siempre podemos construir una extension de
ese campo que contenga a la 6 las raices del polinomio y, asi formar un nuevo campo,
un campo de extension de K.

v'Dado un campo K, siempre podemos construir una extension algebraica que
contenga las raices de todo polinomio en K|z].

v Evariste Galois estudié en particular extensiones L/K que cumplen ciertas ca-
racteristicas:
Que son separables, es decir, extensiones en donde cada polinomio irreducible en
K|x| sus raices son simples
Que son Normales, es decir, que contenga a todas las raices de cualquier polinomio
en K]x]|.
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